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EDITORIAL

O Boletim de Iniciagao Cientifica em Matematica — BICMat é uma publi-
cacdo que se destina a difundir prioritariamente trabalhos de iniciacao cientifica
que fazem parte de projetos desenvolvidos por alunos do Curso de Graduacgao
em Matematica do IGCE — Unesp — Rio Claro. Eventualmente trabalhos de
Iniciacao Cientifica realizados em outras instituigoes poderao também ser pu-
blicados neste Boletim.

O BICMat foi criado em 1998 e foram publicados dois volumes; o primeiro
no ano de criagao e o segundo em 2000.

Considerando a importancia da Iniciagdo Cientifica para o graduando, e o
sempre crescente numero de projetos desta natureza desenvolvidos em nossa
instituigdo, resolvemos reativar a publicagdo do BICMat neste ano. Para for-
talecer o carater institucional deste Boletim, iniciamos esta nova versao com
ISSN 1980-024X.

Destacamos que a autoria dos trabalhos apresentados no BICMat é dos
alunos. O orientador figura apenas como responsével cientifico.

Este Boletim também esta aberto a divulgacao de trabalhos que nao sejam
frutos de projetos de iniciagao cientifica, mas que sejam de interesse dos alunos
do curso de graduagao em Matematica. Estes trabalhos serao selecionados pelos
Editores.

Este nimero teve o apoio do Grupo de Pesquisa: Topologia Algébrica, Dife-
rencial e Geométrica e estara disponibilizado eletronicamente na pagina do De-

partamento de Matemaética no endere¢o www.rc.unesp.br/igce/matematica
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O Problema dos 3-corpos — Estudo da
Estabilidade do Movimento Préximo dos Pontos
Lagrangianos

Adriano Joao da Silva* e Joao Paulo Cerri
Orientador(a): Prof. Dr. Tadashi Yokoyama

Resumo: Consideremos um sistema formado por 3 corpos, tomando um deles
como de massa desprezivel em comparagio aos demais (massa infinitesimal).
Sabemos que num sistema girante de coordenadas existem solugdes particulares
(estacionarias). Lagrange estabeleceu duas classes de solugoes particulares dis-
tintas para o Problema dos 3-Corpos: solu¢ao Triangulo Equildtero e solu¢ao
Colinear. Ou seja, pontos estabelecidos nos vértices de um triangulo equilatero
e certas posi¢oes numa linha reta que une os primarios. Tais solu¢oes sao os
Pontos Lagrangianos de equilibrio do sistema. Dessa forma, seréd desenvolvido
um estudo da estabilidade do movimento da massa infinitesimal nas proximi-
dades dos Pontos Lagrangianos. Isto seré proposto e desenvolvido a seguir para
os pontos L, e L;. E importante destacar que este trabalho trata de um estudo
detalhado da referéncia [1], “Introduction to Celestial Mechanics” - Mc Cuskey,
S.W., em especifico no que diz respeito ao tépico Problema dos 3-Corpos e tendo

ainda como apoio as demais referéncias: [2, 3, 4].

Palavras-chave: Problema de Trés Corpos, Problema Restrito de Trés Corpos,
Pontos Lagrangianos, Solugoes Estacionarias, Solugao Colinear, Solugdo Trian-

gulo Equilatero.

1 Introducao

O estudo da formulagdo matematica do Problema dos 3-Corpos se da primei-

ramente através da obtengdo das equagbes do Movimento do Centro de Massa

*Bolsista PET/MEC-SESU. E-mail: ajsilva@rc.unesp.br
TBolsista PET/MEC-SESU. E-mail: jpcerri@rc.unesp.br



8 O PROBLEMA DOS 3-CORPOS — ESTUDO DA ESTABILIDADE DO MOVIMENTO. ..

do sistema, da Integral das Areas ou do Momento Angular, da Integral da Ener-
gia e das Equagoes do Movimento Relativo. No decorrer do estudo é verificado
a impossibilidade da obtengao de uma solugao analitica para o Problema dos
3-Corpos, ja que o movimento é regido por um sistema de 9 equagoes diferen-
ciais ndo lineares de segunda ordem. E necessario a obtencao de 18 constantes
de integragao para sua completa solugao, sendo que 10 delas podem ser deter-
minadas através de manipulagoes algébricas das equagdes do movimento. Um
breve estudo do movimento relativo das 3 massas é realizado juntamente com a
determinacao da Equacio Perturbadora do movimento. E verificado entdo que
o problema nao admite solucdo em sua forma fechada, ou seja, dadas as coor-
denadas iniciais de posi¢ao e velocidade dos 3 corpos movendo somente sob a
acao de suas atracoes gravitacionais mutuas, nao é possivel prever o movimento
para um instante de tempo qualquer. Como forma alternativa de se abordar o
problema, casos especiais sao considerados, a saber: as Solugoes Estacionérias

(Solugoes de Lagrange) e o Problema Restrito de 3-Corpos.

.(xh 0) O)

P(z,y,z)

Consideremos trés corpos posicionados em um sistema referencial de coorde-
nadas fixado com a origem em C, onde as forgas atuantes s@o somente atragoes
gravitacionais mutuas dos corpos sobre os outros. Suponhamos que uma das
trés massas seja tdo pequena em comparagao com as outras duas, podendo ser

desconsiderada (massa infinitesimal P), tanto quanto seus efeitos gravitacionais.

BICMat, VoruME III, OutuBrO DE 2006



O PROBLEMA DOS 3-CORPOS — ESTUDO DA ESTABILIDADE DO MOVIMENTO. .. 9

Denotaremos por m a massa do menor dos dois corpos e 1 —m a maior, de forma
tal que a soma das massas seja unitaria e m < % Destacamos ainda que estes
dois corpos movem-se ao redor do centro de massa C' em Orbitas circulares no
plano-zy. O corpo infinitesimal movimenta-se entdo sobre a atragdo gravita-
cional combinada dos outros dois corpos, mas nao influencia o movimento dos

primarios.

2 Estudo da estabilidade do movimento préximo dos Pontos
Lagrangianos

Analisaremos entao a estabilidade do movimento de uma particula infinitesi-
mal proxima a um ponto Lagrangiano L. Queremos saber se, dado um pequeno
deslocamento e uma velocidade, dependendo do tempo, a particula manter-se-a
na vizinhanga deste ponto, realizando assim um movimento limitado. Caso isto
ocorra o movimento é dito estdvel. Caso contrério, ou seja, a particula se dis-
tancie deste ponto, o movimento serd denominado instdvel. A seguir sera apre-
sentada uma formulacdo matemaética para a analise do movimento da particula
nas vizinhangas do ponto L. Dois casos serao apresentados: um onde o movi-

mento se d& de forma estavel e o outro de forma instavel.

Sabemos que, em decorréncia da formulagao matemaética do problema dos

3-corpos, as equagoes que descrevem o movimento da massa infinitesimal sao

dadas por
ou ou ou
— )= — i+ 20 = — = — 1.1
Po2=gn 2= 3. (1.1)
onde
U=2(+1)+ — 4 2 1.2
St )+ e (1.2

BICMat, VoruME III, OutuBrO DE 2006



10 O PROBLEMA DOS 3-CORPOS — ESTUDO DA ESTABILIDADE DO MOVIMENTO. ..

e
ou (I—m)(z—2z1) m(z—x2)
Dz T = P - 3 )
1 P2
ou (1-m)y my
o = Y- T3 T 3>
dy Pi P3
oUu (1-m)z mz
o _mz 1.3
9z Pt P (:3)
po= la—2)? + o+ 2
pr = w2 +4% + 275

A partir de (1.1) é possivel mostrar que as solu,6es L; de equilibrio esta
no plano zy. Seja entdo (Z,, Yo, 2o = 0) um ponto genérico de L;. Tomemos
também «, 0 e v pequenos deslocamentos da particula ao redor de L;.

Como «, (8 e vy sao fungdes do tempo, podemos ter entao (¢, B,7) e (&, B, ).

Assim,
T =20+, T = 2o+ &, =12y +q,
y=1yo+5, § = tio + 8, i = 1o+ 5, (1.4)
z=2z9+", z2=2z2o+7, Z=2ZzZyp+A.

Admitiremos que os deslocamentos sejam suficientemente pequenos de forma

que as expansoes de Taylor para U,, Uy e U, possam ser escritas como

U:v == (Uaz)O + Oé(Uzz)O + B(Umy)o + ’Y(Umz)m
Uy = (Uy)o+ U)o+ BUyy)o +7(Uyz)o, (1.5)
Uz == (Uz)O + a(Uzaz)O + 6(Uzy)0 + ’y(Uzz)Oa

onde as derivadas parciais sdo calculadas no ponto (z,, y,, 2,) para o ponto L.

No ponto de equilibrio devemos ter: (Uz)o = (Uy)o = (U,)o = 0. Além
disso, pelo fato de (o, yo, 2z0) serem constantes, temos que zy = o = 2y = & =
Yo = 20 = 0.

Desta forma as equagdes do movimento da particula infinitesimal, na vizi-

BICMat, VoruME III, OutuBrO DE 2006



O PROBLEMA DOS 3-CORPOS — ESTUDO DA ESTABILIDADE DO MOVIMENTO. .. 11

nhancga do ponto L, para pequenos deslocamentos sao dadas por

o — 25 = a(Uxx)O + ﬁ(ny)O + V(sz)m
B+2a = (Uya)o + B(Uyy)o +7(Uyz)o, (1.6)
¥ = a(Uz:c)O + ﬁ(Uzy)O + 'Y(Uzz)O-
Além disso,
U - 1 (1-m) m 31-m)(x—21)* 3m(z—22)?
Tz - 3 3 5 5 )
P1 P3 P1 P2
U — 31 —m)(x—x1)y 3m(z—xz2)y
zy = 5 5 )
P1 P3
U, — 3(1 fm)(;cf:vl)z 3m(:ﬂ;x2)z’ (17)
P1 P3
U~ 1_ (I-m) m  3(1- m)y?  3my?
v Pt P n Py
3(1—m)zy  3mzy
Uyz = 5 5
Pi P3
(1-m) m  3(1—-m)z2 3mz?
Uee = = 3 T 3 5 5
Pi P2 Pi P2

Podemos agora aplicar as equagoes obtidas ao estudo de dois casos: os pontos
L; estao sobre o eixo-z (solugdo colinear) e os pontos L; estdo fora deo eixo z,

formando um tridngulo equildtero com os priméarios.

Caso I: Movimento em torno de L4

Consideremos a figura 1.1. Definimos o —x1 =1 e p; = po = 1. Assim,

1 1 3
To—T1 =5, To—IT2=—35, Yo=\/3 20=0

e as derivadas sao

BICMat, VoruME III, OutuBrO DE 2006



12 O PROBLEMA DOS 3-CORPOS — ESTUDO DA ESTABILIDADE DO MOVIMENTO. ..

L4 (ZOa Yo, 0)

(931,0) C (xQ,O)

Figura 1.1: Solugao Tridngulo Equilatero.

As equagoes do movimento sao

a—23 = %a+34£(1—2m)ﬁ,
B+2a = 34£(1—2m)a+%6, (1.8)
o= -

Vemos facilmente que a equacgao em -y possui solucao
v = cysent 4 cp cost,

onde os ¢; sdo constantes de integracdao. Assim o deslocamento na direcao de
z € periodico com periodo 27. Portanto, na diregao de z o movimento é dito
estdavel.

As duas equagoes restantes formam um sistema de equagoes diferenciais

homogéneas de ordem dois e possuem entao solu¢ao da forma
a=AeM e = BeM.

Assim,

a=MeM e [=A\Be,

a=M\A4eM e [=A\BeV,

BICMat, VoruME III, OutuBrO DE 2006



O PROBLEMA DOS 3-CORPOS — ESTUDO DA ESTABILIDADE DO MOVIMENTO. .. 13

que substituidas nas equagoes nos fornecem:

3V3
4

M{A[AQ—Z] +B[ 2A—ﬂ(1—2 )]}=0-

Analogamente para a outra equacao:
{A{QA ﬂuzm)} +B{A2 - ﬂ} =0

e como e # 0 sempre, temos:

{A[)\Q—ﬂ —|—B[ 2>\—M(1—2m)]} =0,

{A{2A£(12m)} +B{>\2ﬂ} =0,

que possuem solucao nao trivial se

3

N2 AeM — 2\BeM — ZAe)‘t - (1 —2m)BeM =0

ou

A2 3 2\ — 3Y3(1 — 2m)
=0, (1.9)
2\ — 3Y3(1 — 2m) PR
que simplificada nos da:
4 5 27
M+ NP (1= 2m) = 0 (1.10)

e esta possui solucdo na forma quadratica dada por

—1i\/ 4 1-Zml-m) 1
——5+5VI-2m(I—m) (111)

e a e ( serao entao limitadas se A\ for imaginério puro. Devemos entao escolher

m de forma que A% < 0, que nos leva a considerar

1—27m(1 —m) >0, (1.12)

BICMat, VoruME III, OutuBrO DE 2006



14 O PROBLEMA DOS 3-CORPOS — ESTUDO DA ESTABILIDADE DO MOVIMENTO. ..

mas lembrando que m < % entao para que o equilibrio seja estavel, devemos ter
1—27m(1—m) < 1.

Resolvendo esta equagao e levando em conta a condigao m < %, determi-
namos m < 0.0385. Assim, o movimento é estavel se m nao exceder 0.0385. A
outra raiz do polinémio acima é aproximadamente 0.9614, sendo entao excluida

devido a imposicao de que m < %

Caso II: Movimento em torno de L;

Consideremos a figura 1.2.

1-m 1 m P Ll

(xlvo) ¢ (332’0) (xOvO)

Figura 1.2: Solug@o Colinear.

Definimos

ro—x1=14+p=p1, To—T2=p=p2, Yo==z2 =0.

Assim as derivadas parciais sao dadas por

B 2(l—=m) 2m
Wesdo = I+ o

_ o, (=m) m
(o T+p) o

_ _(=-m m
(Uzz)O - (1+p)3 ps’

Definimos

f=r—+=. (1.13)

Substituindo as derivadas acima nas equagoes do movimento e utilizando f como

BICMat, VoruME III, OutuBrO DE 2006



O PROBLEMA DOS 3-CORPOS — ESTUDO DA ESTABILIDADE DO MOVIMENTO. .. 15

acima, encontramos

&—28 = all+2f],
G+2a = B[1-f], (1.14)
¥yo= =

Novamente a equagao em - nos mostra que, perpendicularmente ao plano-xy, o

movimento é periédico com freqiiéncia w = +/f e é dado pela equacdo

v = c3cos \/ft+04sen \/ft, (1.15)

onde o0s ¢; sao constantes de integragao.
As equagoes em « e [ sao homogéneas com coeficientes constantes. Tomemos
como solucdo o = AeM e f = Belt.

Substituindo nas equagoes do movimento ficamos com

AN — (1+2f)]+B[-2\ = 0, (1.16)
ARN+BN —(1-f)] = 0, (1.17)

que possuem solugao nao trivial para A e B se

A2 —(1+42f) —2X
=0. (1.18)

2\ N—(1-F)
Se resolvermos o determinante acima, encontramos

M+@-HN+0+2H)0-f)=0. (1.19)

Assim, com a condi¢ao imposta para a massa m e a definicao de f, temos que
(1+2f)1—f)<o. (1.20)

Logo,

A=

~C=f)2 VB TP 20 =) La1)

BICMat, VoruME III, OutuBrO DE 2006



16 O PROBLEMA DOS 3-CORPOS — ESTUDO DA ESTABILIDADE DO MOVIMENTO. ..

é positivo quando é feita a soma e negativo quando é feita a subtracdo. As
duas raizes numeéricas sao iguais com sinais opostos e as duas restantes sao
imaginérias puras.

Tomemos as raizes como sendo
)\1 =a, )\2 = —a, )\3 = bi, )\4 = —bi,

onde

¢<z 4R A0 2N )
2 b

- \/(Qf)+\/(2f)24(1+2f)(1f)
: |

As solugoes para « e 0 sao

a= A1e® 4+ Are™ + Aze™t + A e (1.22)

B = Bie™ + Bye ' 4 Bze™ + Bye (1.23)
onde os B; estao relacionados com os A; na forma

b (A§(1+2f)

A, =1,2,3,4 1.24
o)A =128 (1.24)

obtidos de (1.16).

Os termos e* e e~ % nos dizem que o ponto L; ¢ um ponto de equilibrio
instavel ja que a e [ nao sao limitados.

Podemos, entretanto, mostrar que por uma escolha apropriada das condigoes
iniciais para o movimento em torno de L1, esse ponto pode se tornar em um
ponto de estabilidade.

Para simplificar, tomemos

Bl = CAl, Bg = —61427 Bg = ’L'CZA37 B4 = —’L'CZA47 (125)

BICMat, VoruME III, OutuBrO DE 2006



O PROBLEMA DOS 3-CORPOS — ESTUDO DA ESTABILIDADE DO MOVIMENTO. .. 17

onde ) )
_ e —(1+2f) _+rA+2f)
c= oa e d= 55 . (1.26)

Entao, as equagoes de a e 3, juntamente com as respectivas velocidades, sao

a = Aje™ + Aye™ ¥ 4+ Aze™ + Age, (1.27)
B = cAie® —cAre " 4+ idAsze™ — idAge™ ", (1.28)
& = aAie™ —adye™ 4 ibAse’ — ibAse ™, (1.29)
B = acAie® + acAse™® — bdAse™ — bdAge . (1.30)

Tomando os deslocamentos e velocidades iniciais como sendo aq, By, dg € By em

t =0, ficamos com

ag = Aj+Ay+ Az + Ay, (1.31)
Bo = (Al — Ag) +id(As — Ag), (1.32)
do = a(A; — Ay) +ib(As — Ay), (1.33)
Go = ac(A; + As) —bd(As + Ay). (1.34)

Se o movimento deve ser limitado e periédico, devemos ter A; + As = 0 e
Ay — Ay = 0. Assim, A; = Ay = 0.

Com estas restrigoes, das equagoes (1.31-1.32) encontramos Az e A4 sob a

forma
(e} ’L'ﬁo Qo iﬁO
Az = — — — Ay = —+ —. 1.35
T Toa ¢ MT R T (1.35)
As equagoes de a e (3 sdo entdo
ao B\ wt , (@0 WBo\ bt
_ 20 _ 0 — 4= 1.36
“ ( 2 2 )e + ( > T2 )¢ (1.36)
a0 B0\ e . (@ | B0\ e
= id|——-— | —id| —+ — 1.37
b l(2 2d>e ’(2+2de (1.37)
que, por meio da conhecida relacdo de Euler, estas podem ser simplificadas para
_ Bo
a = agcosbt+ ?senbt7 (1.38)
B8 = [ocosbt — dagsen bt. (1.39)

BICMat, VoruME III, OutuBrO DE 2006



18 O PROBLEMA DOS 3-CORPOS — ESTUDO DA ESTABILIDADE DO MOVIMENTO. ..

Estas sao as equagoes paramétricas da trajetoria da massa infinitesimal em
torno de L. De acordo com as equagoes acima o movimento é estavel, e portanto
L, é agora um ponto de estabilidade.

Agradecimentos: Agradecemos ao nosso orientador Prof. Dr. Tadashi Yoko-
yama, docente do DEMAC — Departamento de Estatistica, Mateméatica Apli-
cada e Computacao do IGCE — Unesp Rio Claro, que além de orientar nos
ajudou com muita dedicagao, incentivando-nos durante todo o tempo em que
estivemos trabalhando juntos. Em particular, a atencao voltada ao desenvolvi-
mento do nosso plano de atividades do Projeto de Iniciagao Cientifica do ano
de 2005, o qual originou este trabalho. Tal p é parte do plano de pesquisa
do Programa de Educagao Tutorial — PET do curso de Matematica, programa
onde mantemos vinculo como bolsistas. Agradecemos também aos demais pro-
fessores pelo incentivo e aqueles que contribuiram de forma direta ou indireta
na confecgao deste trabalho.

Abstract: The aim of this work is just to present some well known solutions
of the Restricted Three Body Problem (RTBP). Our presentation is done in
a quite elementary way, so that, it is addressed to beginners, undergraduate
students who may be interested in some basic topics of two types of stationary
solutions of the RTBP. All the material here collect can be found in almost
any elementary text book of Celestial Mechanics. Let us consider two point
masses (primaries) and a third one (massless) which is under the action the
primaries. In this way, it is well known that two particular stationary solutions

arise: equilateral triangle solution an collinear solutions.

Usually, the first is a stable solution provided that the masses of the primaries
obey some convenient relation. The second class of the solutions are distributed

on a straight line connecting the primaries and usually they are unstable.

In this presentation we discuss, very briefly, the mathematical formulation
of the basic aspects of the stability of these stationary points (Lagrangian solu-
tions). Using elementary concepts of ordinary differential equations (EDO) the

reader is guided to convince himself about the stability or instability of these

BICMat, VoruME III, OutuBrO DE 2006
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solutions.

Keywords: Three-Body Problem, Restricted Three-Body Problem, Lagrangian

Points, Stationary Solution, Collinear Solution, Equilateral-Triangle Solution.
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Extensao de Aplicagoes

Eliana Vieira Norte*

Orientador(a): Prof. Dr. Vanderlei Marcos do Nascimento!

Resumo: Uma, questao muito importante na Matematica é saber quando é pos-
sivel estender uma aplicagao continuamente. Estudamos esta questao relacio-
nando-a com o nimero de voltas de uma aplicagao, do que pudemos obter varios
resultados interessantes da Topologia Algébrica como, por exemplo, provar que

nao existe retragao de um intervalo fechado sobre sua fronteira.

Palavras-chave: Extensdo de fungoes, nimero de voltas.

1 Resultados Bésicos

Definicdo 1. Um caminho v em U C R? é uma aplicacdo continua definida num

intervalo fechado da reta e tomando valores em U.

Definicdo 2. Se ¢ : [a,b] — U e v : [a,b] — U, s@o caminhos com os mes-
mos pontos finais, definimos uma homotopia de v para é como uma aplicagao

continua H : [a,b] x [0,1] — U tal que:
H(t,0)=~(({) e H(@1)=461), a<t<y;

H(a,s) =~(a) =6(a) e H(b,s)=~(b)=0(0b), 0<s<1.

Se v e § sdo caminhos fechados em U, definimos uma homotopia de v para §

como uma aplicagao continua H : [a,b] x [0,1] — U tal que:
H(t,0)=~() e H(1) =46t), a<t<

H(a,s) = H(b,s)), 0<s<lI.

*Bolsista FAPESP — Processo 01/14179-5
TOrientadora do projeto FAPESP: Profa. Dra. Alice Kimie Miwa Libardi
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22 EXTENSAO DE APLICAGOES

Definigéio 3. Para qualquer caminho v : [a,b] — R? — { P}, definimos o ntimero

de voltas W (v, P) como segue:

1. Subdividimos o intervalo em a = ty < t; < --- < t, = b, tal que cada
subintervalo [t;—1,t;] é levado em algum setor com vértice em P (tal sub-
divisdo é garantida pelo lema de Lebesgue). Assim, cada ponto da imagem

de y estd em algum tal setor.

2. Escolhemos um setor U; contendo y([t;—1, ¢;]) e uma correspondente funcéo
angulo 0; em U;, para 1 <14 < n. Seja P; =7(t;), 0 <4 < n. Definimos

L

W(v,P) = ﬂ_(GI(PI)791(P0))+"'+(9n(Pn)79n(Pn71))]

1 n
= 5= > (0:(P) — 0i(Pi1)).
o
Usaremos também os seguintes resultados:

Teorema 4. Dois caminhos v e § em R? — {P} sdo homotdpicos se, e somente
se, W(vy,P)=W(4,P).

Exercicio 5. Sejam Fy e F; aplicagoes de uma circunferéncia C' em U, corres-
pondendo aos caminhos vy e 1 de [0,1] em U. Prove que 7y e 71 sdo ho-
motopicos através de caminhos fechados se, e somente se, Fyy e F} sao aplicagoes
homotopicas, isto é, existe uma aplicagdo continua H : C x [0,1] — U, com

H(P,0) = Fy(P) e H(P,1) = F1(P), para qualquer P € C.

Prova: Suponhamos que Fy e Fy sejam homotopicas. Seja H : C x [0,1] — U
uma homotopia entre Fy ¢ Fy. Definimos H : [0,1] x [0,1] — U por H(t,s) =
H(¢(t),s), a qual é uma homotopia entre g e 71, pois I;T(t, 0) = H(¢(t),0), mas
H(p(t),0) = Fy(o(t)) = 7o(t), pois H é uma homotopia e H(t,1) = H(¢(t),1) =
71(2).

Logo, H é uma homotopia entre vy e ;.

Suponhamos agora que 7 € 1 sejam homotopicas. Seja H: [0,1]x[0,1] = U

uma homotopia entre vy e 7.
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Definimos H : C x [0,1] — U uma homotopia entre Fy e F; dada por
H(P,s) = ﬁ(t, s), onde ¢(t) = P. Notemos que H esta bem definida pois, dado
P #(0,1) € C existe um tunico ¢ € [0,1] tal que ¢(t) = P e ¢(t) = P = (0,1)

se, e somente se, t =0 ou t = 1, mas I:T(O,s):ﬁ(l,s). ]

2 Resultado Principal

Teorema 6. Suponhamos que C seja a fronteira do disco fechado D e F : C' —
R? — {P} seja uma aplica¢do continua. Entdo F pode ser estendida a uma

aplicagio continua de D em R? — {P} se, e somente se, W (F, P) = 0.

Prova: Sejam D o disco de raio 7 e centro (zo,y0) e v : [0,1] — R2 — {P} o
caminho correspondente a F'. Se F:D—R2— {P} ¢ uma tal extensao de F,

entao
H(t,s) = F((wo,y0) + sr(cos(2nt), sen(2mt))), 0<t,s<1,

nos d4 uma homotopia entre v e o caminho constante F((zo,o)). Essa homo-
topia esta definida em I x I com valores em R? — { P} e como o niimero de voltas
do caminho constante é zero, entao, pelo teorema 4, segue o resultado.

Reciprocamente, seja ' : C' — R? — { P} uma aplicacio continua em C' tal
que v = Fog. Seja 3:[0,1] — R? — {P} um caminho constante. Como
W (v, P) = 0 entéo 7 é homotopico a 3 e portanto W (3, P) = 0.

Seja F:C—>R2- {P} uma aplicacao continua em C' tal que 8 = Fo 0.
Pelo exercicio anterior, as aplicagoes F e F sio homotopicas.

Mostremos que se F' : C' — R?—{P} ¢ homotopica a uma aplicagio constante
entao F estende-se continuamente ao disco fechado.

Suponhamos que H : C' x I — R? — {P} seja uma homotopia entre F e a
aplicagao constante F. Consideremos ¥ : C x I — D, definida por ¢(z,t) =
(1 —t)x, v é continua e sobrejetora em C X I.

Para z,2’ € C e t,t’ € [0,1], s0 se pode ter (1 —t)z = (1 —t')z’ quando
(x,t) = (a/,t'), ou entdo quando t = ¢ = 1. Portanto, (1 — t)x = (1 — t)z’
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implica H(z,t) = H(z',t").
Assim, F((1 — t)z) = H(z,t) define, sem ambigiiidade, uma aplicacio F :
D — R2 — {P}, tal que F ot = H. Para todo = € C tem-se

F(z) = F((1 = 0)z) = H(x,0) = F(x).
Logo, F estende F. Como C x I e D sdo compactos e 1 é continua e sobrejetora
entdo F : D — R2 — {P} é uma aplicagdo continua se, e somente se, Fo P é

continua. ]

Abstract: An important question in Mathematics is to know whether is possible
to extend continuously a map. We learned how this question is related to the
winding number of a map, then we could solve several exercises that are indeed

interesting results of the Algebraic Topology.

Keywords: Extension of applications, winding number.
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Invariantes para Nos

Erika Capelato*
Orientador(a): Profa. Dra. Alice Kimie Miwa Libardi

Resumo: Neste trabalho apresentamos dois invariantes para a classificacao de
Nos: o grupo fundamental do N6 e o niimero de coloridos de um N6.

Palavras-chave: Nos, equivaléncia de Nos, invariantes.

1 Introducao

A teoria de N6s é um ramo importante dentro da Topologia. Intuitivamente
um No6 pode ser pensado como um pedaco de elastico fino cujas extremidades sao
coladas, como por exemplo um circulo, também chamado de N¢ trivial (figura

1.1(a)), um trevo direito (figura 1.1(b)) ou um trevo esquerdo (figura 1.1(c)).

@@@

(a)

Figura 1.1: (a) No6 trivial, (b) Trevo direito, (c) Trevo esquerdo.

Suponha que vocé estd caminhando sobre o N6 e como ele ¢ homeomorfo
a S1, vocé vai verificar que qualquer que seja o N6, o caminho percorrido tem
a propriedade de ser um caminho continuo e fechado. Assim, um N6 é mais
interessante se for visto do lado de fora. Formalmente um N6 é um subespaco
do R? homeomorfo a S*.

Uma preocupagao que toda teoria em Matematica tem é com a classificagao.
Ela é feita em geral usando-se relagoes de equivaléncia sobre os objetos. No nosso

caso a classificacao dos Nos seré feita usando-se duas defini¢oes de equivaléncias.

*Bolsista PIBIC-CNPq
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Observe que ndo é possivel obter um trevo direito a partir de um trevo
esquerdo através de deformagoes que podemos fazer com um pedago de elastico
sem cortar e colar de novo.

Mas a reflexdo nos d4& um homeomorfismo entre o trevo direito e o trevo
esquerdo. Isto sugere uma nova defini¢ao de equivaléncia sobre o conjunto dos
Nos.

Um invariante pode ser um ntmero, um grupo ou uma propriedade que
se associa a um determinado objeto satisfazendo a seguinte condigao: Objetos
equivalentes tém os respectivos invariantes iguais.

Desta forma s6 podemos garantir que se os invariantes sdo diferentes entao
os No6s nao sao equivalentes.

Se considerarmos varios No6s juntos obtemos os enlagamentos, tais como o

enlacamento de Hopf (figura 1.2(a)), de Whitehead (figura 1.2(b)) e os anéis de

DY

Figura 1.2: Enlagamentos: (a) de Hopf, (b) de Whitehead.

Borromeo (figura 1.3).

Figura 1.3: Anéis de Borromeo.

O estudo de enlagamentos é uma importante linha de pesquisa em Topologia,

porém nao os consideraremos neste trabalho.
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2 Definig¢des e resultados

Neste capitulo serdo apresentados defini¢cbes e resultados necesséarios ao de-

senvolvimento do trabalho.

Definicdo 1. Um N6 K é um subespaco do R? homeomorfo a S, ou seja existe

um homeomorfismo f : S' — K C R3.

Definicdo 2. Dois Nos K; e Ko sao similares se existe um homeomorfismo

h:R? — R? tal que h(K;) = K».

Vamos apresentar uma maneira geométrica de como uma base induz uma
orientagao no espago, necessaria para a proxima defini¢ao.

Dada uma base F = {€3,€3,€3} no espaco, seja [ um plano contendo os
representantes dos vetores €1 e €3 da base e seja O um ponto de 3. A reta que
passa por O e da a diregdo do vetor €1, divide o plano em duas regides. Esse
plano por sua vez divide o espago em duas regioes, a que contém o ponto O + €3
e a que nao o contém. Colocamos a mao direita com os dedos abertos no sentido
do vetor 7 de modo que a palma da mao esteja voltada para a regiao do plano
que contém o ponto O + €5 e giramos de €] para €3, nesta regido. Assumimos
que o ponto O + €3 esta na regiao do espago indicado pelo polegar.

Se considerarmos uma outra base F' = { ﬁ, fg, fg} para o espago e proceder-
mos de modo anélogo ao que foi feito para a base E = {€3,¢€3,¢3} dizemos
que F e F possuem a mesma orientagao se o ponto O + fg também esti na
regiao indicada pelo polegar; caso contrario, dizemos que E e F' tém orientagoes
opostas. Em geral convenciona-se que uma base é positiva se o ponto O + €3
estd na regido do plano indicada pelo polegar. Caso contrario dizemos que ela

é negativa.

Definicao 3. Dois Nos K e Ks sao equivalentes se existe um homeomorfismo

h :R® — R? que preserva a orientacio e tal que h(K;) = Ko.

A figura 1.4 mostra que o trevo direito nao é equivalente ao trevo esquerdo.
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Y
\2) oV

Figura 1.4: Nao equivaléncia dos trevos direito e esquerdo.

As relagoes das definigoes 2 e 3 sao de equivaléncia.

Defini¢cdo 4. Um ponto x € R? ¢ um ponto de cruzamento de um N6 se p~ !N K
consiste de dois ou mais pontos, onde p : R* — R? é a aplicacdo projecao. Se

p~ !N K consiste de dois pontos, x € R? é um ponto duplo.

Definicdao 5. Sejam K um No e K a projecao de K. Esta projecao ¢ chamada

projecao regular ou diagrama regular se:
(i) K tem um ntmero finito de intersecdes e
(ii) se @ é um ponto de intersegao de K , entao () ¢ um ponto duplo.

Um dos invariantes para Nos é o grupo fundamental do seu complementar
R3 — K, chamado grupo fundamental do N6. Faremos a seguir uma breve

exposicao sobre o grupo fundamental de um espaco topolégico X.

Definicdo 6. Sejam X um espaco topolégico e x € X. Um caminho f : I =
[0,1] — X é fechado com ponto base x se f(0) = f(1) = x.

Sejam f e g dois caminhos fechados com ponto base z. Dizemos que f e g
s@o equivalentes se existe uma fungdo F : I x I — X tal que F(t,0) = f(t) e
F(tal) :g(t)v tel F(O,S) = f(O) e F(].,S) :f(]-)a sel

Denotamos por [f] a classe de equivaléncia de um caminho fechado f e
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definimos o produto de classes de equivaléncia por [f][g] = [f * g], onde
C{ f2t) 0<t<1/2
(f*g)(t)—{ g2t —1)  1/2<t<1

O conjunto das classes de equivaléncias de caminhos fechados com ponto
base x é denotado por II(X,z). Com a operagdo definida acima o conjunto
satisfaz os axiomas para um grupo e é chamado grupo fundamental de X com
ponto base z.

O grupo fundamental do N6 é o grupo fundamental do seu complementar,
(R - K).

O proximo resultado mostra uma importante propriedade envolvendo o gru-

po fundamental.

Teorema 7. Se f : X — Y € um homeomorfismo entre os espagos topoldgicos
X eY entao f, : (X,p) — (Y, f(p)) é um isomorfismo, para cada ponto p
em X.

Prova: Seja f. : II(X,p) — II(Y, f(p)) definida por f.[g] = [fg], onde [g] €
II(X,p). Mostremos que f. ¢ um homomorfismo.

Dados [h], [g] € TI(X, p),

fe([n)lg]) = fulh+ g] = [f(hx g)] = [fh+ fg] = [fh][fg] = f.[n]f.lg)-

Mostremos agora que f. € bijetora.

Como f & um homeomorfismo existe f~!. Sejam f, induzida pela f e f !
induzida por f~I.

Seja [g] qualquer classe de caminho fechado em II(X,p). Entao f_1f.[g] =
(f"1)lg] = LIg] e f.f1g) = (/F1).lg] = L.Ig]. Portanto, o teorema estd

demonstrado. ]

Definicdo 8. Um N6 K ¢é desnodado se existe um homeomorfismo h : R? — R3

tal que h(K) é o circulo {(z,y,0) € R® 2% + y> = 1} em R? C R3.
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3 Dois invariantes para NOs
3.1 O Grupo Fundamental II(R?® — K) do N6

O primeiro invariante que usaremos para classificar os Nos é dado pelo grupo
fundamental do No, II(R?® — K).

Suponha que sdao dados dois Nos K1 e Ko e que os grupos II(R? — K;) e
II(R? — K3) ndo sdo isomorfos. Pelo teorema 7, R* — K; e R? — Ky nio sdo
homeomorfos.

Mas se K7 e K5 sao Nos equivalentes, entao existe um homeomorfismo con-
forme a definicio 3 e esta aplicacao restrita a R® — K nos d4 um homeomorfismo
de R? — K, sobre R?® — K>, o que implica que seus respectivos grupos funda-
mentais sao isomorfos.

Se um No ¢é desnodado entdo seu grupo II(R? — K) é isomorfo a Z.

3.2 O numero de coloridos de um N6

Outro invariante é obtido associando-se um numero para cada diagrama
regular de No6s. Este niimero é o mesmo para diagramas diferentes do mesmo
N6 e é obtido da seguinte maneira.

Suponha que K seja a projecao regular do N6 K tendo n pontos de cruza-
mento Py, Ps,...,P,. Como cada P; é a projecao dos pontos P/ e P! de K
(figura 1.5), podemos por meio desses pontos dividi-lo em segmentos (ou curvas
poligonais). A cada um desses segmentos podemos associar uma das trés cores,

vermelho, azul ou verde, de modo que satisfacam:
1. Se A; e Ay sdo como na figura 1.5 eles tém a mesma cor e

2. A (ou 4;), A, e As ou todos tém a mesma cor associada ou cada um tem

uma cor diferente associada a ele.

Se ndo ha cruzamento onde exatamente duas cores chegam juntas dizemos

que é um colorido proéprio.
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Figura 1.5

Nao exigiremos portanto, que os invariantes distinguam todos os Noés nao
equivalentes, pois para alguns pares de Nos distintos, os valores dos invariantes

podem coincidir.

Teorema 9. O nimero de coloridos prdprios diferentes de um diagrama de Nos

€ um invariante de NJs.

Prova: Considere todas as possiveis transformagoes no cruzamento que podem

ocorrer na deformagdo dos diagramas de Nos da figura 1.6.

W~ - X-X

Figura 1.6

Suponha que um colorido proprio de um diagrama é dado e o diagrama é
submetido a uma das transformagdes mostradas na figura 1.6. Vamos deixar o
colorido do N6 como era, fora do lugar onde houve a transformagao. Entao as
extremidades dos arcos mostradas nas figuras sao coloridas. Devemos mostrar
que este colorido pode ser estendido a um colorido préprio da parte do diagrama
onde houve as mudangas.

Quando todas as extremidades estao pintadas de uma tnica cor nao ha
problemas: ha um tnico colorido.

Nos casos mostrados na figura 1.7, a extensao exigida do colorido onde houve
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a mudanga também é tinica.
Portanto, as transformagoes nao mudam o nimero de coloridos e o teorema

esta provado. ]

XX XX
VAXA

Figura 1.7

Exemplo 10. O trevo ndo pode ser desnodado.

Figura 1.8

De fato, a figura 1.8 mostra que o ntimero total de coloridos proprios do trevo
usando trés cores é seis. O primeiro arco pode ser pintado usando qualquer uma,
das trés cores, o segundo usando qualquer uma das duas que restaram e o terceiro
arco tem a cor determinada.

Além desses, temos trés coloridos tnicos que ao todo somam nove coloridos

proprios. Como o circulo tem trés coloridos proprios nao ha deformagao do
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trevo no N6 desnodado.
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Abstract: In this work we introduce two invariants to classifying knots: the

fundamental group of the knot and the coloring number of a knot.

Keywords: Knot, knots equivalence, invariants.

Referéncias Bibliogréficas

1

2]

3]

[4]

5]

Crowell, R.H., Fox, R.H., Introduction to Knot Theory. Editorial Board,
First Edition, 1963.

Farmer, W.D., Stanford, B.T., Knots and surfaces: A guide to discovering
Mathematics. Mathematical World, vol. 6. American Mathematical Society,
1995.

Kosniowski, C., A First Course in Algebraic Topology. Cambridge Univer-
sity Press, NY, 1980.

Murasugy, K., Knot theory and its applications. Mirkh&user, Boston-Basel-
Berlin, 1996.

Prasolov, V.V., Intuitive Topology. Mathematical World.Volume 4, 1995.

BICMat, VoruME III, OutuBrO DE 2006






Esquema Criptografico de Curvas Elipticas
Simples

Fabio Antonio Aratijo de Campos*

Orientador(a): Prof. Dr. Henrique Lazari

Resumo: Neste trabalho apresentamos alguns aspectos da teoria de criptografia
sobre curvas elipticas em nivel introdutério para fins educacionais. Para ilus-
trar o processo da codificacdo de algumas seqiiéncias simples é apresentado um

programa em Fortran.

Palavras-chave: Criptografia, curvas elipticas.

1 Introducao

Nosso interesse é apresentar de um modo pratico e simples o método de
criptografia sobre curvas elipticas. Nao apresentaremos aqui todos os topicos
associados a curvas elipticas e tao pouco, chegaremos perto de cobrir parte
dos comentérios significativos sobre criptografia nestas curvas. Porém usaremos
um exemplo simples de curvas elipticas, para com ele chegar ao que muitas
vezes nao ¢ exposto nos textos sobre o assunto. Primeiramente iremos falar
rapidamente sobre curvas elipticas, particularmente curvas elipticas sobre corpos
finitos. Depois falaremos sobre a algebra das curvas elipticas e sua utilizagao
para a criptografia. Finalmente falaremos de criptografia utilizando o protocolo
de chave publica e chave privada de Diffie-Hellmam [1] e para isso utilizaremos
um exemplo de curva eliptica bem simples e a implementaremos em Fortran
PowerStation 4.0, pelo fato desta linguagem ainda ser muito usada nos nossos

cursos de graduagao.

*Estagiario de 1.C.
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2 Curvas Elipticas

Para um corpo F, uma curva eliptica E(F) é o grafico de uma equacao da

forma

v +azy +by =22 +cx® +dr+e

em que as variaveis x,y e os coeficientes a, b, ¢, d, e estdao todos em F.

O fato interessante para nés em curvas elipticas é que a muitas delas podemos
atribuir uma estrutura de grupo, que esta associada a uma operagao que deno-
taremos pelo simbolo +. Dados os pontos P,Q € E(F), tragaremos uma reta
r ligando estes pontos. Entao pelo terceiro ponto onde 7 intercepta a curva,
tragaremos uma reta [ vertical. O segundo ponto onde esta reta [ interceptar a

curva serd o ponto P + @ (figura 1.1(a)).

Z P £+P)
% Q
e

/\ "

P+Q
(a) (b)

Figura 1.1: (a) y* + 2y =23 + 1, (b) y* = 2® — 4z + 5.

Se quisermos somar P consigo mesmo basta tomarmos a reta tangente t¢
passando por P. Entao, pelo segundo ponto onde ¢ interceptar a curva, tragare-
mos uma reta vertical v e chamaremos de P + P ao segundo ponto em que v
interceptar a curva (figura 1.1(b)).

Dada uma curva eliptica, se uma reta vertical interceptar a curva em dois
pontos P; e P, entao teremos P; = —P,, porém se a reta interceptar a curva
em apenas um ponto P, diremos que P = —P. Para entender o que queremos

dizer com esta ultima afirmacao, basta pensar no caso do numero 1 em Zs.
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Assim, verifica-se que a reta que une P a () interceptara a curva novamente
em —(P + @) e a reta tangente a curva pelo ponto P ira interceptar a curva

novamente em —(P + P).

Observe que se tragarmos uma reta vertical que intercepte a curva em dois
pontos, esta reta nao interceptara a curva em um terceiro ponto. A este fato
associaremos o conceito de ponto no infinito, que denotaremos por O, ou seja,

dado P € E(F) teremos que P — P = O.

Uma curva eliptica E(F), associada com a operagao +, pode representar um
grupo cujos elementos consistem de pares (z,y) que satisfazem a equacao que
define a curva E, junto com o ponto no infinito @. Mais tarde, definiremos as

operagoes deste grupo para o corpo Faom.

3 Criptogratfia sobre Curvas Elipticas

Geralmente as curvas elipticas definidas pela equagao acima, sao curvas sobre
0s numeros reais ou outros corpos infinitos, logo sao geralmente curvas continuas
por partes. Porém, em criptografia, estaremos interessados em curvas elipticas
sobre corpos finitos, o que muda muito o trago da curva, pois agora nossa curva

serd um conjunto discreto de pontos.

Sistemas criptograficos geralmente estao baseados em problemas matemaéti-
cos de tratamento dificil, ou seja, problemas que em condi¢oes ideais podem
se tornar praticamente insoluveis, porém em criptografia isto nao significa que
sejam impossiveis de se resolver, mas apenas que o problema pode ser com-
putacionalmente invidavel. Na Segunda Guerra Mundial, a méquina Enigma,
fabricada pelos alemaes, era na época um sofisticado sistema criptografico e
muito dificil de ser quebrado (de ser decifrado), porém hoje este tipo de sistema

nao resistiria por muito tempo ao ataque de um computador pessoal moderno.

A criptografia sobre curvas elipticas baseia-se no problema do log discreto,

que consiste em: dados dois pontos P,Q € (E(F), +), encontrar o ntmero n tal
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que n@ = P, ou seja,

Q+Q+--+Q=P
—_———

n vezes

O problema do log discreto possui este nome porque, se estivéssemos traba-
lhando com a multiplicagao usual, o problema se resumiria em achar o ntiimero
n tal que Q" = P, ou seja, achar o valor de log, P.

Porém ja existe um algoritmo eficiente para solucionar o problema do log
discreto para uma classe de curvas, chamadas curvas anoémalas. Para evitar
tais curvas costuma-se utilizar uma certa classe de equagoes de curvas elipticas
que caracterizam as operagoes sobre dois tipos de curvas, onde uma delas é
considerada sobre corpos de caracteristica dois e a outra sobre corpos de ordem
prima, e estas curvas sao chamadas Formas Normais. Para uma curva sobre um

corpo de caracteristica dois, segundo [2] as formas normais sdo dadas por:
1. (Formas Normais) y? + xy = 23 4+ c2? + e, onde e # 0.
2. (Inversa) (z,x + y).

3. (Operagoes do grupo) Dois pontos na curva sao calculados de acordo com

que eles se apresentam.
(a) Se P=—-@Q, entdo P+ Q = O.
(b) Se P = Q entdo 2P = (z",y"), onde " = 2? + S e y" = 2" (a? +
y)l‘fl +l‘2 +x//.
(c) Se P # Q entdo P+ Q = (2”,y"), onde 2" = m? + m + ¢+ z + 2/,

(y'+y)
(@)

yY'=m(xz+2")+y+z" em=
4 Criptografia de Chave Publica

Segundo [1], um protocolo de chave publica e chave privada obedece as
seguintes condic¢oes. Considere a letra K para denotar as chaves e a letra M para
denotar a mensagem, onde E e D sdo transformacoes de cifragem e decifragem

respectivamente.
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1. Para todo K € K, Fx é a inversa de Dk

2. Paratodo K € Ke M € M, o algoritmo Ex e D é facilmente calculado.
3. Para quase todo K € K, ¢é inviavel calcular Dy de Ff.

4. Para todo K € K, é facil o calculo de Fx e Dg.

Pelo protocolo de chave publica e chave privada, um usuario P terd duas
chaves relacionadas com ele, uma chave publica P, e uma chave privada P, tal
que

P, = P,G (1.1)

onde GG é um ponto da curva de ordem n, tal que n é um ntimero primo grande
que divide a ordem do grupo (E(F,),+). Além disso, a chave privada deve ser
escolhida no intervalo [0,n —1]. O item (2) acima diz que o par Ex e Dk estao
em funcao de G, P, e P,.

Observe que Fx e Dk nao devem ser transformagoes lineares, pois nao es-
tarfamos observando o item (3) acima. A natureza da operac¢ao + que definimos
em FE(F) indica um tipo especial de transformages como nossas candidatas. Se
estivéssemos trabalhando com a operacao usual de soma, estas transformacoes
corresponderiam as translagoes.

Por (1.1), temos

P,=P,G= P, —P,G=0.

Considere uma varidavel X que representara a nossa mensagem. Somando X

em ambos os lados da expressao anterior temos
Pb - P’UG + X=X.

Note que a esquerda temos uma transformacao aplicada a X, que resultaré no
proprio X, ou seja, esta expressao serd equivalente & transformacao identidade.

Entao, decompondo esta transformacao em duas outras, obtemos

EK(X) = X+Pb7

-
2
=

I

Y - P,G.
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Mas note que um intruso poderia obter a mensagem X sem conhecer a chave
secreta do destinatario P,, bastando aplicar o elemento oposto de P, & mensagem
(uma vez que P, é publica).

Porém, observe que para qualquer ntimero inteiro A, se o multiplicarmos em

ambos os lados da expressao (1.1), teremos
AP, = A\P,G = AP, — A\P,G =0 = \P, - \P,G+ X = X.

A expressao acima nos diz que o remetente pode escolher valores de A aleato-
riamente, dificultando assim o trabalho do interceptor da mensagem e elimi-
nando o problema citado anteriormente. Porém isso nao modificard em nada o
trabalho do destinatario da mensagem, pois ele nao precisara saber os valores
de A\ para decifrar a mensagem, no entanto sua chave secreta sera essencial.

Entao, tomaremos como candidatas as transformacoes de cifragem e de-

cifragem, as transformagoes

EK)\(X) = ()\G,X+)\Pb),
DK(Y,Z) = Z-YP,.

Notemos que
DK(EK)\(X)) = DK()\G,X —l—)\Pb) =X+A\P,—AGP, =X+ )P, — \P, =X,

logo Dk é a inversa de E .

Mostramos como obter transformagoes de cifragem e decifragem relacionadas
com um certo destinatario. O caso geral é analogo, pois se considerarmos um
grupo de pessoas x1,Za, ..., Ty, que querem se comunicar utilizando o sistema

de criptografia sobre curvas elipticas, elas devem seguir os seguintes passos.

1. Selecionar uma curva eliptica sobre F, (onde de preferéncia, ¢ deve ser

primo ou poténcia de dois).

2. Escolher um ponto G de ordem n no grupo formado pelos pontos da curva

eliptica, onde n é um nimero primo grande que divide a ordem do grupo.
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3. Cada pessoa deve escolher um par de chaves Py; e P,; que serao as chaves

publica e privada respectivamente, para i = 1,2,...,n, onde Py; = P,;G.

5 Como utilizar a rotina Cifra

A rotina Cifra foi feita com o proposito de servir como um exemplo simples
de implementagao em software, da teoria de criptografia sobre curvas elipticas.
Esta rotina foi implementada em Fortran PowerStation 4.0, pelo fato desta
linguagem ainda ser muito usada em nossos cursos de graduagao.

Primeiramente tomamos a equacao y? +zy = x> + 1 e a partir desta equacao
calculamos os pontos da curva eliptica sobre o corpo finito F4. Adicionando a

este conjunto o ponto O, obtemos assim o grupo

E(F4) = (O’ (07 ]‘)’ (170)’ (17 ]‘)’ (Oé, 0)7 (a + ]" 0)7 (a7 a)? (a + ]" « + 1))'

Estes pontos foram obtidos das equagoes das formas normais, para corpos do
tipo Fom, [2]. Porém, para implementar os pontos do grupo E(F,) em Fortran,
interpretamos cada ponto como um vetor, ou seja, como cada coordenada em
F4 corresponde a duas coordenadas em Fs, logo teremos 4 bits para cada ponto

da curva.

(0,1) = 0010 (1,0) = 1000

(1,1) = 1010 (o, 0) = 0100

(o +1,0) = 1100 (o, @) = 0101
(a+1,a+1)=1111

Observe que neste método os pontos da curva é que sdo cifrados, logo dada
uma mensagem temos que mapeé-la em pontos da curva eliptica e depois cifra-
los. Em nosso exemplo, temos uma curva eliptica com sete pontos. Entao para

ilustrar, mapearemos a mensagem ‘NAO ATAQUE’. Assim tomaremos
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N=1111 A =0010
O = 1100 T = 1010
Q = 1000 U = 0101
E = 0100

Note que 4 bits nao sao suficientes para representar o alfabeto inteiro, pois s6
conseguiriamos representar no maximo 16 letras do alfabeto com 4 bits. Porém,
como nosso interesse aqui é apenas ilustrar de uma forma didética a criptografia
sobre curvas elipticas, utilizaremos 4 bits para representar as letras acima.

Para implementar este método utilizamos o protocolo de chave publica e
chave privada de Diffie-Hellman. Supondo que iremos enviar a mensagem para
um usuario X, temos que conhecer a sua chave publica, que denotaremos por
Px, e o gerador do grupo com o qual foram geradas as chaves Px e nx, onde
nx ¢é a chave privada de X. No nosso exemplo iremos tomar Px = 1100 e o
gerador do grupo G = 0100.

Por exemplo, se quisermos cifrar a letra N utilizando o método descrito,
temos que primeiro escolher um valor para A, que na rotina serda dado aleatori-
amente. Tomando A = 3 e lembrando que a letra N esta associada com o ponto
1111 da curva e considerando Px = 1100 com nx = 5, podemos calcular o valor
da transformacao Ex no ponto 1111 através das equacoes das formas normais

para corpos de caracteristica 2,

AG = 3(0100) = 1111,
APy = 3(1100) = 0101,
X+ APy = 1111+ 0101 = 1000.

Logo a letra N sera cifrada como 11111000.
Quando o destinatario da mensagem receber a seqliéncia de numeros, ele

tomara os quatro primeiros numeros da seqiiéncia e o somara 5 vezes, pois 5 é
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a chave privada do destinatario. Entao
YP,=(1111)5=0100 ¢ —YP,=0100,
logo X = 1000+ 0100 = 1111, que é justamente a nossa letra N inicial.

6 Executando a rotina Cifra

Quando executarmos a rotina Cifra aparecerd a mensagem ‘Digite a chave
publica do destinatdrio’, entao supondo-a conhecida deveremos digitar a chave
publica do destinatario. Em nosso exemplo, temos a opgao de quatro possiveis
destinatarios representados pelas possiveis chaves publicas (a,0), (o, @), (a +
1,0) e (e +1, a+1). Tomaremos em particular a chave (a+1,0), logo digitaremos
o vetor 1100.

Observe que o vetor deve ser digitado em uma mesma linha, considerando
um espaco entre as colunas.

Em seguida aparecerd a mensagem ‘Digite o nimero de letras da mensagem’.
Deveremos entao digitar o niimero de letras que a nossa mensagem teré, porém
como nossa intencao é dar um exemplo simples, nao devemos digitar uma men-
sagem muito grande, até mesmo porque a mensagem devera conter somente o
nimero de letras mapeadas acima.

Finalmente aparecerd a mensagem ‘Digite um caracter’. Agora basta digitar
a mensagem desejada, porém cada letra da mensagem deve vir entre apostrofo e
a cada letra digitada deveremos teclar ‘enter’. Os digitos binarios assim obtidos,
representam o caracter cifrado.

Uma vantagem desta rotina é que podemos digitar cinco vezes um dado
caracter, que ele seré cifrado de maneira diferente em cada uma das cinco vezes,
evitando assim a detecgao de alguma espécie de padrao.

Listamos abaixo o programa em Fortran que executa o algoritmo da rotina

Cifra.
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c 234567
Program Cifra
c Este programa cifra letras digitadas no teclado
c atraves de eq. de curvas elipticas
c Fabio Campos-mat
character s,x,veja,car,carl,v,vl,msoma
integer n,na,na8,i,xa,a,t,index
dimension g(1,4),pr(1,4),veja(1,8),xa(1,4),m(15,1,8),p(15,1,4)

mat (8,4),s1(1,4),car(8,1),mat1(8,4),x(15),car1(8,1) ,msoma(9,9),
cv(1,9),v1(9,1) ,hhmat(8,4),a(0:9) ,pri(4,4)
open(l,file=’hmatl.dat’,status=’0ld’)
open(2,file=’hcarl.dat’,status=’0ld’)
open(3,file=’fabio.dat’,status=’0ld’)
open(4,file=’hmat.dat’,status=’0ld’)
open(5,file=’hsoma.dat’,status=’0ld’)
open(6,file=’hhmat.dat’,status=’unknown’)
open(7,file=’gl.dat’,status=’unknown’)
open(8,file=’g2.dat’,status=’unknown’)
open(9,file=’g3.dat’,status=’unknown’)

open(10,file="g4.
open(11,file=’g5.
open(12,file="g6.
open(13,file="g7.
open(14,file="g8.
open(15,file="pl.
open(16,file=’p2.
open(17,file="p3.
open(18,file=’p4.
open(19,file=’p5.
open(20,file="p6.
open(21,file=’p7.
open(22,file="p8.

dat’,status=’unknown’)
dat’,status=’unknown’)
dat’,status=’unknown’)
dat’,status=’unknown’)
dat’,status=’unknown’)
dat’,status=’unknown’)
dat’,status=’unknown’)
dat’,status=’unknown’)
dat’,status=’unknown’)
dat’,status=’unknown’)
dat’,status=’unknown’)
dat’,status=’unknown’)
dat’,status=’unknown’)

open(23,file=’hcar.dat’,status=’unknown’)
open(24,file=’pri.dat’,status=’unknown’)
open(25,file=’pril.dat’,status=’unknown’)
open(26,file=’pri2.dat’,status=’unknown’)
open(27,file=’pri3.dat’,status=’unknown’)
open(28,file=’pri4.dat’,status=’unknown’)
open(29,file=’gerador.dat’,status=’unknown’)
do k=1,4

read(24,*) (pri(k,j),j=1,4)
end do
do k=1,8

read(1,*) (mat1(k,j),j=1,4)
end do
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read(2,*) (cari(k,1),k=1,8)
do k=1,8
read(3,*) car(k,1)
end do
read(23,*) (veja(1,1),1=1,8)
do 1=1,8
read(4,*) (mat(l,f),f=1,4)
end do
do k=1,9
read(5,*) (msoma(k,j),j=1,9)
end do
read(5,*) (v(1,j),j=1,9)
do j=1,9
read(5,*) vi1(j,1)
end do
do j=1,8
read(6,*) (hhmat(j,k),k=1,4)
end do
read(29,*) (g(1,j),j=1,4)
write(*,*)’Digite a chave publica do destinatario’
read(x,*) (pr(1,j),j=1,4)
write(*,*)’Digite o numero de letras da mensagem’
read(*,*) n
do i=1,n
write(*,*)’Digite um caracter’
read (*,*) x(i)
call rand(index,a)
na=a(index)
do 1=1,8
if (x(i).eq.veja(l,1))then
do t=1,4
xa(1,t)=hhmat(1,t)
end do
call mod8(na,na8)
do t=1,4

if ((pr(1,1).eq.pri(t,1)).and. (pr(1,2).eq.pri(t,2)).and.
c(pr(1,3).eq.pri(t,3)).and. (pr(1,4) .eq.pri(t,4)))then

read(24+t,*) (p(i,1,j),j=1,4)
end if
end do
do k=1,16
if (na8.eq.k)then
read(k+6,*) (m(i,1,j),j=1,4)
read(k+14,%) (p(i,1,j),j=1,4)
goto 20
end if

45

BICMat, VoruME III, OutuBrO DE 2006



46

20

EsQueMA CRIPTOGRAFICO DE CURvVAS ELiPTICAS SIMPLES
end do
call soma(i,xa,p,matl,carl,v,vl,msoma,car,mat,s)
do t=1,8
do j=1,4
if (s.eq.car(t,1))then
s1(1,j)=mat(t,j)
m(i,1,4+j)= s1(1,j)
end if
end do
end do
end if
end do
write(*,*) (m(i,1,k),k=1,8)
end do
close(1)
close(2)
close(3)
close(4)
close(5)
close(6)
close(7)
close(8)
close(9)
close(10)
close(11)
close(12)
close(13)
close(14)
close(15)
close(16)
close(17)
close(18)
close(19)
close(20)
close(21)
close(22)
close(23)
end
okskokok ok ok sk ok okok ok ok ok ok okok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok

subroutine soma(i,xa,p,matl,carl,v,vl,msoma,car,mat,s)
character car2,car4,car,carl,s,msoma,v,vl
integer i,xa
dimension mat(8,4),xa(1,4),car(8,1),car1(8,1),mat1(8,4),
cmsoma(9,9),v(1,9),v1(9,1),p(15,1,4)
do k=1,8

do j=1,4
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if ((xa(1,1).eq.mat(k,1)).and. (xa(1,2).eq.mat(k,2))
c.and. (xa(1,3) .eq.mat(k,3)).and. (xa(1,4) .eq.mat (k,4)))then
car2=car(k,1)
end if
if ((p(i,1,1).eq.mat1(k,1)).and. (p(i,1,2).eq.matl(k,2))
c.and. (p(i,1,3).eq.mat1(k,3)).and. (p(i,1,4) .eq.matl(k,4)))then
card=cari(k,1)
end if
end do
end do
do k=1,9
do j=1,9
if ((car2.eq.v(1,k)).and.(card.eq.v1(j,1)))then
s=msoma (j,k)
end if
end do
end do
return
end
C skokskokokokokokokskok ok skok sk ok sk ok ook sk ok ok sk ok ok sk ok
subroutine mod8(na,na8)
integer na,na8
if (na.lt.8)then
na8=na
else
do i=1,na
if ((na-8*i).1t.8)then
na8=na-8x%i
if (na8.eq.0)then
na8=8
end if
goto 30
end if
end do
end if
30 return
end
C kskokokokkokkkok sk okokok ko o kok sk o sk ok kok
subroutine rand(index,a)
implicit none
integer a(0:9),i,index
integer count(1)
real x
a=0
call system_clock(count(1))
call random_seed(put=count)
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do 10 i=1,1000
call random_number (x)
index=int (x*100.)
a(index)=a(index)+1
10 continue
return
end

O algoritmo acima foi feito com a intengdo de servir como um exemplo
simples de implementagao em software da teoria de criptografia sobre curvas
elipticas, por esta razao ele tem algumas peculiaridades. Note que apesar de
usarmos uma curva sobre um corpo de caracteristica dois, nao implementamos
as formulas das Formas Normais para corpos de caracteristica dois para operar
os pontos da curva no algoritmo. Ao invés disso, criamos um arquivo chamado
hmat e nele colocamos uma tabela com todos os possiveis calculos dos pontos
da curva, ou seja, quando a rotina opera dois pontos do grupo ela percorre as

linhas e as colunas da tabela para obter o valor desejado.

Note que, como nossa curva tem apenas 7 pontos, bastou realizar 64 ope-
ragoes para obter a tabela do grupo, porém este procedimento em uma imple-
mentagao real se mostra inviavel. Neste caso seria interessante implementar as
formulas das Formas Normais, pois nao iriamos mais precisar de um arquivo

com uma tabela gigantesca.

A subrotina soma tem como objetivo operar os pontos solicitados pelo pro-
grama principal e depois devolvé-los. Ja a subrotina mod8 tem como objetivo,
dado um nimero z, achar y tal que * = y mod 8 e a subrotina rand gera

numeros aleatorios para o programa principal.

Abstract: In this paper we present some aspects of the theory of the elliptic
curve cryptography in an introductory level for educational purposes. In order
to illustrate the codification process of some simple sequences a fortran program

is provided.

Keywords: Cryptography, elliptic curves.
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Codigos Ciclicos

Jussara Rodrigues Ciappina*

Orientador(a): Prof. Dr. Henrique Lazari

Resumo: Neste trabalho apresentamos um introdugao as extensoes de corpos e
a teoria dos corpos finitos, o fundamento algébrico basico a teoria dos codigos

corretores de erros lineares, especialmente os c6digos ciclicos.

Palavras-chave: Corpo finito, co6digo ciclico.

1 Introducao

Seja F, um corpo finito contendo ¢ elementos (¢ > 2). Representaremos os
vetores de F,' por (zo,...,Tn—1)-

Um subespago vetorial C' C Fj' € chamado de cédigo ciclico se, para todo
¢=(coy...,cn-1) € C, 0 vetor (¢p—1,cCo,...,Cn—2) pertence a C.

Equivalentemente, o cddigo linear C' é um cé6digo ciclico se, dada a aplicagao
permutagao de coordenadas

T:F} — F}
definida por

T((CQ, Cly.-. ;Cn—l)) = (Cn_l7 COy .-y Cn_g),

temos que T'(¢) € C para todo ¢ € C, ou seja, T(C) C C.
Definimos R,, como sendo o anel das classes residuais em F,[X] moédulo

X™—1, isto &,
 FX]
B = (Xn—1)°

Um elemento de R,, é da forma

FX) ={f(X) +g(X)(X™ = 1) : g(X) € Fy[X]}

*Bolsista FAPESP — Processo 03/12835-8
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e a adigao e a multiplicagao em R,, sao respectivamente definidas por

[1(X) + f2(X) = f1(X) + fo(X),

fi(X) - fa(X) = f1(X) - f2(X).
R, munido da multiplicagao por escalares A € Fy, definida por

Af(X) = Af(X)
¢ um Fy-espago vetorial de dimensao n com base
B={1,X,..., X1}
e ¢ isomorfo a F' através da transformagao linear

‘Il:Fq"—>Rn

(agy .. yapn—1)—ag+a X+ -+ a1 X7L

Entao, todo codigo linear C' C F' pode ser interpretado como um elemento de
R,, através de .

Denotaremos um corpo arbitrario por K.

Um ideal de K[X] é da forma I = (F(X)), onde F(X) € K[X]. Todo
ideal de K[X] é principal, logo, um ideal I de K[X] pode ser gerado por varios
polinémios F(X). Existe uma relagdo entre tais polinomios: eles sdo associados.
Assim, se I # 0, entdo existe um tnico polinémio ménico F(X) em I, tal que
I =(F(X)).

Enunciaremos alguns resultados necessérios para os teoremas que sao objetos

do presente trabalho.

Teorema 1. Os ideais do anel de classes residuais em K mddulo um polinémio

sao da forma I = (F(X)), onde F(X) é um divisor de P(X).

PE). oy

I= {H(X) F(X):H(X) € gg“ = (F(X)).
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Com isto, vamos determinar matrizes geradoras e matrizes verificagdo de

paridade de codigos ciclicos em K1X] .
Seja ¢ = (coy...yCn-1) € F:,<£Er)1§))s>que
T(c) = (Cn-1,C05--,Cn—2)
e
U(T(c)) = cep—1+coX+- - +cpoXn !

= Y'Co—l—ClX—l—---—i-Cn_lX"_l
= X ¥(c).

Lema 2. Seja V' um subespaco vetorial de R,,. Entao V € um ideal de R,, se, e

somente se, V € fechado pela multiplicagcdo por X .

Teorema 3. Um subespago C' de Fj' é um cddigo ciclico se, e somente se, ()

€ um ideal de R,,.

Portanto, um codigo C em Fy é ciclico se, e somente se, ¥(C) = (g(X)),

onde g(X) € F,[X] é um divisor de X™ — 1.

K[X]

Teorema 4. Seja K um corpo. Existe uma bijecao entre os ideais de m e

os divisores monicos de P(X).
Prova: Seja A o conjunto dos ideais de K[X] que contém (p). Como
JeAedf:J=(f) e pCJI=f]p

existe uma bijegdo entre os elementos de A e os divisores monicos de p. Seja B

F,[X
o conjunto dos ideais de ol X]

p
Se (f) € A, (f) # (p), temos que f [pepf f.

e seja a fungao ¢ : A — B.

{p) € {f),

(p) ¢ um subanel de (f).
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Sejam g € (f) e ap € (p).

gap =a gp € (p).
~~

€(p)

Logo, (p) é um ideal de (f). Tomemos ®({f)) = (f). Ja sabemos que todo

ideal de Fz [);

Se ®((f)) = ®((g)) entdo f ~ g, portanto, (f) = (g) e assim ® é injetora. m
X"—1
9(X)

¢ da forma (f), portanto, ® & sobrejetora.

Denotaremos por ¢(X) um divisor de X" —1 e h(X) =

Teorema 5. Seja I = (g(X)), onde g(X) € um divisor de X™ — 1 de grau s.
Temos que B = {g(X),Xg(X), X2g(X),..., X" 5" 1g(X)} € uma base de I

como espago vetorial sobre F.

Prova: Suponhamos que

a0g(X) + a1 Xg(X)+ -+ ap_s1 X" 57 1g(X) =0.

Logo, g(X)ap + a1 X + -+ + ap_s_ 1 X? 571 =0. Se
g(X)(ap + a1 X + - +an_s 1 X" #£0

entdo 9(g(X)(ap+a1 X + -+ +an_s_1 X" *71)) <n—1. Portanto devemos ter
g(X)(ap+ar1 X+ +an_s 1 X" 1) =0. Logo,ap =a; = =an_s1 =0.
Segue que B é linearmente independente.
Se f(X) € I, temos que f(X) = d(X)g(X) mod (X™ —1).
da divisdo, temos que d(X) = h(X)c(X) 4+ r(X), com r(X) = ag + a1 X +
o 1 X7 Logo, f(X) = d(X)g(X) = e(X)h(X)g(X) + r(X)g(X)
mod (X™ — 1) e portanto

Pelo algoritmo

F(X) = e(X)(X" — 1)+ r(X)g(X) = r(X)g(X) mod (X"~ 1),

Segue que f(X) = apg(X) + a1 Xg(X)+ -+ ap_s_1 X" 5"1g(X), ou seja, B

gera I sobre Fy. ]
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Corolario 6. Seja g(X) =go+ g1 X + -+ gsX?® um divisor de X™ — 1 de grau
s. Se I = (g(X)) entio o codigo C = W~L(I) tem matriz geradora

v (g(X))
_ go g1 - g5 0 - 0
v (Xg(X)) 0 g g1 - gs -~ 0
G = = S
O - 0 g g - G

U X g(X)

Dado um polinémio h(X) = hg + h X + -+ + h X! que divide X™ — 1, o
polinémio reciproco de h(X) é h*(X) = Xth(1/X) = hy + hy_1 X + -+ + ho X"

Teorema 7. Sejam K um corpo e F(X),G(X) € K[X] de grau n. Se G(X)
divide F(X) entao G*(X) divide F*(X).

Prova: Suponhamos F' = UG. Temos que
F*=X%F(1/X)=X%%U(1/X)X%°G(1/X) = U*G",

logo, G* divide F'™*. [

Como —(X™ —1) = (X™ — 1)*, segue que
hg=X"—1= h*¢" = (X" —1)* = —(X" —1).

Assim, A* também é um divisor de X™ — 1 e portanto é o polindmio gerador de

algum codigo ciclico que identificaremos adiante.

Teorema 8. Seja C' um cddigo ciclico onde I = (g(X)), com g(X) um divisor

de X™ —1 . Entdo, C+ ¢ ciclico e C+ = U~1(J), onde J = (h*(X)).

Prova: Sejam

g X)=go+ g1 X + -+ gs X°

X"—1

MX)=ho+ X+ 4 hy s X" = o)
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Como 0h =n — s, temos que h,_s # 0. Sejam

g g1 - g 0 0 - 0
0 90 o gs 0 - 0
0 0 .. 0 go gl e gS
(§
hn—s hp—s—1 T ho 0 0 -0
0 hnfs hnfsfl h() 0 e 0
H = . . . . . .
0 0 e 0 hn—s hns—1 -+ ho

As linhas de H sao linearmente independentes (pois h,—s # 0). Vamos

mostrar que G- HY = 0. Seja a = [a1 az -+ a,] uma linha qualquer de G. A

i-ésima linha de G é da forma: 1 <i <n —s,

ap =---=a;—1 =0,

a; = gdo, Qi+1 =49g1, @42 =g2,...,0i4s = Js,

Gitstl = Qjpst2 =+ = ap = 0.

Seja b = [by by --- b,] uma coluna qualquer de HT. A j-ésima coluna de

HT ¢daforma: 1 <j<s
ijrl = hnfsfla

bi=-=bj_1=0, bj=hns,

bj+2 =hp_s—2,..., ijr(nfs) = hnfsf(nfs) = hOa

ijr(nfs)Jrl = bj+(n75)+2 =--=0,=0.
n
Temos que a - b= Z(a,\b,\) eG-HT =
A=1
hn—s 0 0
hnfsfl hnfs 0
go g1 - gs 0 0 0 Rn—s—1
0 e gs 0 0
_ o0 9o ho : 0
: : : . . . . . 0 ho Rn—s
0o 0 --- 0 go g1 - 9s 0 0 B s1
0 0 ho
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Suponhamos que i < j. Entd@o, para A < j segue que axby = 0 e para A = j

temos que axbx = gj—ifn—s.

Como axtkbrtk = gj—itkhn—s—k,onde 1 <k <n-—-sej—i+k <s, temos
que a - b & o coeficiente de X7~+"~¢ no produto g(X)h(X) = X" — 1.

Como0<j—i<s—1,temosquel < j—i+n—s <n-—1,assim concluimos
que esse coeficiente é igual a zero. Analogo para j < i.

Fica entao provado que G - H* = 0 e portanto H ¢ uma matriz geradora de
Cct.

Observamos que

(R (X))
X R (X))
H = )
¥ (T
portanto, temos que C+ = ¥~1(.J), onde J = (h*(X)). |

Corolério 9. H € a matriz verifica¢ao de paridade do cédigo ciclico C = W~1(I),
onde I = (g(X)).

Abstract: In this paper we present an introduction to the fields extensions and
finite fields, the basic algebraic foundation of the theory of error correction linear

codes, specially the cyclic codes.

Keywords: Fields extensions, cyclic codes.
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