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EDITORIAL

O Boletim de Iniciacao Cientifica em Matematica BICMat é uma publi-
cacdo que se destina a difundir prioritariamente trabalhos de iniciagao cientifica
que fazem parte de projetos desenvolvidos por alunos do Curso de Graduacao
em Matematica do IGCE — Unesp — Rio Claro. Eventualmente trabalhos de
Iniciacao Cientifica realizados em outras instituicoes poderao também ser pu-
blicados neste Boletim.

O BICMat foi criado em 1998 e nessa época foram publicados dois volumes;
o primeiro no ano de criagao e o segundo em 2000.

Considerando a importancia da Iniciagao Cientifica para o graduando, e o
sempre crescente nimero de projetos desta natureza desenvolvidos em nossa
instituicao, resolvemos reativar a publicacao do BICMat, com ISSN 1980-024X.

Destacamos que a autoria dos trabalhos apresentados no BICMat é dos
alunos. O orientador figura apenas como responsavel cientifico.

Este Boletim também estd aberto & divulgacao de trabalhos que nao sejam
frutos de projetos de iniciacdo cientifica, mas que sejam de interesse dos alunos
do curso de graduacao em Matematica. Estes trabalhos serao selecionados pelos
Editores.

Este nimero teve apoio do Grupo de Pesquisa: Topologia Algébrica, Difer-
encial e Geométrica e do Grupo PET/Matematica/Unesp/Rio Claro e estara
disponibilizado eletronicamente na pégina do Departamento de Matematica no

endere¢o www.rc.unesp.br/igce/matematica
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Teorema de Mayer-Vietoris

Allan Edley Ramos de Andrade

Orientador(a): Joao Peres Vieira

Resumo: O objetivo deste trabalho é demonstrar o Teorema de Mayer-Vietoris.

Palavras-chave: homotopia, extensio, levantamento, grupos, seqiiéncias exa-

tas.

1 Preliminares

Nesta secao resumiremos algumas defini¢oes, lemas, teoremas, corolérios e
proposicoes necessarios para o entendimento da demonstracdo do teorema de
Mayer-Vietoris (Teorema 17) na se¢do 2. Todas a provas desta se¢ido podem ser

encontradas na referéncia [1]. Iniciamos com o

Lema 1. Sejam X wm espago, X1 e Xo subconjuntos fechados de X, com X =
X1 UXs. Seja f : X — Y wma funcdo, cujas restricées f1 : X3 — Y e

fa: Xo = Y sao continuas. Entdo f é continua.
Definigiio 2. HY(X) é o conjunto das funcdes continuas f : X — Z.

Lema 3. Se f,g : X —— Z sao funcoes continuas, definimos —f : X — Z e
(f+9): X = Z por (=f)(x) = —f(z), (f +9)(x) = f(z) +g(x),Vz € X.

Entio —f e (f + g) sio continuas e H°(X) é um grupo com essa operacao.
Seja f: X — Y uma funcao continua.
Definigdo 4. Definimos f*: H°(X) — H°(Y) por f*(g) =go f.

Lema 5. f* ¢ um homomorfismo. Se 1 é a identidade de X, 1* é a identidade

de H'(X). Se f: X =Y eg:Y — Z, entio (go f)* = f*og*.



8 TrOREMA DE MAYER-VIETORIS

Definicdo 6. Duas fungoes continuas f,g: Y — X sdo chamadas homotdpicas,
se existe uma funcdo continua F' : Y x I — X onde para todo y € Y temos
F(y,0) = f(y) e F(y,1) = g(y). Quando isto ocorre, dizemos que F é uma
homotopia entre f e g, e denotamos por F' : f ~ g. Se f é homotopica a uma

funcao constante, ela é chamada homotopicamente nula.

Lema 7. Homotopia é uma relacao de equivaléncia entre fungoes continuasY —

X.

Classes de equivaléncia criadas a partir da relacdo de homotopia sdo chama-
das classes de homotopia; denotaremos por [Y, X] o conjunto das classes de

homotopia das fungbes f: Y — X e [f] a classe de equivaléncia contendo f.

Lema 8. Considere h : Z — Y, g: Y — X e W um outro espaco. Sendo
g° : [X, W] = [Y, W], dada por g°[f] = [ o ], temos que h* o g" = (g0 h)".

Lema 9. O conjunto MAP(X,S'), com a operacio
*: MAP(X, S') x MAP(X, S') — MAP(X, S")

dada por (f,g) — fxg: X — S, onde (f * g)(x) = f(x)g(x), é um grupo
abeliano. Esta operagio x é compativel com homotopia. O conjunto [X,S] com
a operacio A : [X, S x [X, S — [X, SY] dada por A([f],[g]) = [f * g], adquire
a estrutura de um grupo. Se f:Y — X € continua, f*:[X,S!] — [Y,S'] é um

homomorfismo.

Denotaremos [X, S'], com a estrutura de grupo acima, por H'(X).

Problemas de levantamento. Dadas f : X — Y, g : Z — Y continuas,

quando existe h : X — Z continua com go h = f?

BICMar, Vorume V, OutuBro DE 2008



TrOREMA DE MAYER-VIETORIS 9

Problemas de Extensao. Dadas g: B — A, f: B — C continuas, quando
existe h: A — C continua com ho g = f7
g
B——A
7/
o

L h
C

Teorema 10. Dado X um espaco, ﬁ) : X — R wuma fun¢ao continua e F :
X x I — S' uma homotopia que para cada x € X, F(x,0) = e(]?o(:v)). Entao

eiste uma tinica homotopia F: X x I — R com eo F = F ¢ F(z,0) = fo(x).

Corolario 11. Para todo espaco X, uma funcio continua f : X — S tem
um levantamento ]7: X — R se, e somente se, f é homotdpica & uma funcdo

constante.

Prova: Como R é contratil, f é homotopicamente nula e assim f = eo f é
homotopicamente nula. Reciprocamente, seja F' : fo ~ f, com fy uma funcao
constante com imagem 2o e ag € R com e(ag) = 2z9. Considere ﬁ) como sendo
a funcao constante com imagem ag. Entao pelo Teorema 10, podemos levantar
a homotopia F a4 F: X x I — R com eo F = F e F(x,0) = fo(z). Defina
f:X = Rypor f(z) = F(z,1). Entdo f levanta f pois (eo f)(z) = eo F(z,1) =
F(z,1) = f(x). ]

Teorema 12. Sejam J um intervalo aberto em R, A ¢ B como no teorema
anterior. Entdo qualquer funcdo continua f : A — J tem wma extensao continua

F:B—J.

Proposicdo 13. Sejam B um espago, A um subespaco fechado de B, fo: B —
St eg: A— St uma homotopia com go = fola. Entio g; pode ser estendida

G uma homotopia ft com fo = fo.

Definicdo 14. Dados trés grupos X1, Xo, X3 e dois homomorfismos ¢1, ¢o for-

oAl s b1 P2 . A e,
mando uma seqiiéncia X; — Xo — X3, diremos que esta seqiiéncia é exata

BICMar, VorLume V, OutuBro pDE 2008



10 TrOREMA DE MAYER-VIETORIS

se ker(¢2) = Im(¢y).

Definigdo 15. Definimos a funcio e : R — S! por e(t) = exp(2mwit). As pro-
priedades usuais da funcdo exponencial mostram que e é continua e sobrejetora, e
que é um homomorfismo do grupo aditivo R para o grupo multiplicativo S', pois

e(t+u) = exp(2mi(t+u)) = exp(2mit + 2mwiu) = exp(2mit) exp(2mwiu) = e(t)e(u).
Lema 16. O Kernel de e é o subgrupo Z dos inteiros.

Prova: ker(e) = {z € R; e(z) =1} = {z € R; exp(2wiz) = 1}. Mas

exp(2miz) = 1 <= log(exp(2miz)) = log(1) <=
<= 2miz = In|1]| +i(arg(l) + 2k7), k€Z <

< 2miz =2kn <= x =k, keZ.

Portanto ker(e) = {z; x € Z}. ]

2 O Teorema de Mayer-Vietoris

Nesta secao fixaremos a seguinte notacao: Y é um espaco; X1, X5 sao sub-
espagos fechados com Y = X7 U X5 e W = X7 N X5 (0 qual também é fechado).

Denotaremos as funcoes inclusodes como no diagrama

tais que, k = jj 0o i1 = Jo 0 io.

Teorema 17. Eziste um homomorfismo §* : HO(W) — HY(Y) que torna exata

BICMar, VorumeE V, OutuBro DE 2008



TrOREMA DE MAYER-VIETORIS 11

a seqiéncia

(41,—33) (i1,i3) 5"

0 — HO(Y) HO(X,) & HO(X>) HO(W) 2—

vy — B g x e B () —

Prova: Ezatiddo em H°(Y): Dada (h:Y — Z) € ker(j;, —j3), entdo

(31, —g2)(h) = (41 (h), =72 (h)) = (0,0),

ou seja, 0 = ji(h) = hoj; = h|lx, e também 0 = —j5(h), o que implica
0 = j5(h) = hoja = hlx,. ComoY = X; UXj temos h = 0 e portanto

ker(jfv _.75) =0.
Exatidao em H°(X1) ® H°(X2): Dada (j;(f), —ji(f)) € Im(j5, —43), entdo
(i1,12) (41 (f), =42 (f)) = i1 0 J7 (f) + iz 0 (—j2)" (f) =
= (j1oi1)"(f) = (Ja 0 i2)"(f) = k*(f) = k" (f) = 0.

Logo
Im(j7, —j3) C ker(iy, 43). (1.1)

Reciprocamente, dada (g1, g2) € ker(if,i5), entéo

0= (41,45)(91,92) = 11(g1) +43(g2) = g1lw + g2|w

Queremos encontrar h € H°(Y) tal que (ji,—j3)(h) = (g1,92). Definamos
entdo h : Y — Z por hlx, = g1 e h|x, = —ga2. Assim, temos que h esta bem
definida pois ¢1|lw + g2|lw = 0, isto &, g1 e —g2 coincidem em W = X; N X,.
Como g7 e g2 sao continuas e X; e X5 sdo fechados, pelo lema 1, h é continua.
Agora, g1 = h|lx, = ji(h) e g2 = —h|x, = —j5(h), logo temos que (g1,92) =
(j1,—j43)(h) e portanto

ker(i1, i3) C Im(j7, —j3)- (1.2)

Por (1.1) e (1.2) temos ker(i}, i) = Im(j5, —43).

BICMar, VorLume V, OutuBro pDE 2008



12 TrOREMA DE MAYER-VIETORIS

Definicao de 6*: Dada [ : W — Z continua, compondo com a inclusao
i:7Z — R, temos iol : W — R continua, e portanto pelo teorema 12, podemos
estender i ol & uma funcio continua g : X; — R. Definamos entdo h:Y — S?!
por hlx, =eog, hlx, = {1}.

Temos que eog : X; — Stec: Xy — S com c(z) = 1,V z € X, sdo
continuas e ainda temos que coincidem em W = X; N X5, pois, dado y € W =
X1N Xz, temos g(y) = l(y) € Z, e pelo lema 16 (e 0 g)(y) = e(g(y)) = 1 = c(y),

e assim, pelo lema 1 temos que h é continua. Definamos 6*(1) = [h].

0* estd bem definida: Suponha que exista ¢’ : X; — R outra extensio de
iol. Entdo 6*(I) = [h/] onde ' : Y — S! é dada por h'|x, = eog’ e h'|x, = {1}.
Temos que mostrar que h ~ h'.

Seja G : X7 x I — R dada por G(z,t) = (1 — t)g(z) + tg’(x). Temos que G
é continua pois é soma de fungdes continuas e G(W x I) = (i o 1)(W) C Z pois
dado (w,t) € W x I, G(w,t) = (1 —t)g(w) + tg'(w) e como g e ¢’ sdo extensdes
de i ol, segue que G(w,t) = (1 —t)(iol)(w) +t(iol)(w) = (i ol)(w). Assim
podemos definir H : Y x I — S por

| eoG(z,t), sex e X
H(I’t)_{ 1, sex e X

Temos que H é uma homotopia entre h e A/, pois é continua pelo lema 1 e

H(x,O):{ eoG(x,0), sexe X ~ ha),

—_

, sex € Xo

H(z,1) :{ eoG(z,1), sexe Xy

1, sex e X,

3

Portanto h ~ h'.

0* é um homomorfismo: Dadas f: W — Z e f' : W — Z fungbes continuas,
g: X1 > Reg : X1 — R extensdes continuas de io f e io f/, respectivamente,
entdo 0*(f) = [h], onde h : Y — S' & dada por hlx, = eog, hlx, = {1}, e
§*(f) = [W], onde B’ : Y — S* & dada por B'|x, =eog, h'|x, = {1}.

BICMar, VorumeE V, OutuBro DE 2008



TrOREMA DE MAYER-VIETORIS 13

Temos que g + ¢’ : X3 — R, definida por (g + ¢')(z) = g(z) + ¢'(x), &
uma extensao continua de io (f + f') : W — R dada por io (f + f')(z) =
io () +iof'(x), pois paraz € W, (g-+¢')(z) = g(x)+¢/(z) = iof () +iof'(z) =
io(f+ f)(z). Também g+ g’ é continua pois é soma de fun¢des continuas.

Assim, 6*(f + f') = [h"], onde h” : Y — S! & definida por h”|x, = eo (g +
9'),h"|x, = {1}. Agora, eo(g+g') = (ecg)(eoy’) = hlx,W[x, = (hh)|x,
e h'|lx, = {1} = (hh)|x,. Logo h"" = hh', onde hh' : Y — S! ¢ dada por
(hb')(x) = h(z)h'(x). Assim, 6*(f + f') = [A"] = [hh"] = [W][W'] = 6" (£)6"(f").

Exatidao em HO(W): (i) Im(i},4%) C ker(6*). Dados g1 : X1 — Z € H°(X})
ege: Xo— Z € HXs), com it og; = f1 e i o0gy = f2, queremos mostrar que
§*((i%,43)(g1,92)) = [k], onde k : Y — S' & dada por k(z) = 1,Va €Y.

Como iog; é uma extensdo de io f1, temos que do f; = [h1], onde hy : Y — St
é dada por hy|x, =eo(iog1), hi|x, = {1}. Como io0 g1(X;) C Z, temos pelo
lema 16 que e o (i o g1(X1)) = {1}; assim h; : X; — S* é igual a funcio k e
portanto 6* o f1 = [hy] = [K].

Seja g2’ : X1 — R uma extensdo de i o fo : W — R. Entdo g¢/(z) =

(i0g2)(x),Va € W, pois ambas as funcoes estendem i o fa. Definamos entdo
h~2 Y - R por h~2|X1 :ggl;h~2|x2 :iogg

que é continua pelo lema 1. Temos que g2’ é uma extensao de i o fy e entdo
§*(f2) = [ha], onde hy : Y — ST e dado por ha|x, =eo g2’ e ha|x, = {1}

Afirmamos que hy ¢ um levantamento de ho, pois para z € X1, e o ho (z) =
e0gy'(x) = ha(z) e para z € Xo, €0 hy(x) = e o (i 0 ga(z)) = 1 = ho(z). Como
ho possui um levantamento, pelo coroldrio 11 temos que ho é homotopicamente
nula. Assim hy ~ ¢, onde ¢ &€ uma funcdo constante; e como a funcao con-
stante ¢ é homotoépica a funcdo constante k, temos [ho] = [k], e dai segue que
67 (11,i3) (91, 92) = 6" (f1 + f2) = 6" (f1)0" (f2) = [ha][h2] = [K][K] = [K].

(ii) Im(e3,43) D ker(6*). Dado f: W — Z € ker(6*), seja g : X1 — R uma

extensdo de i o f e h como na definicdo de §*(f). Entdo h é homotopicamente

BICMar, VorLume V, OutuBro pDE 2008



14 TrOREMA DE MAYER-VIETORIS

nula, pois [k] = 6*(f) = [h]. Assim pelo corolario 11 podemos encontrar um
levantamento h : Y — R de h. Como h(X3) = {1}, devemos ter ¢ o h(X,) =
h(X3) = {1}, ou seja h(X3) C Z. Desta forma h define uma funco gs = hlx, :
Xo — Z.

Temos também que ambas as funcdes h|x, e g levantam a funciio h|x, = eog
e assim fica bem definida a func¢do g1 : X1 — Z dada por g1(y) = g(y) —
h(y), pois para y € X, eogi(y) = elg(y) — h(y) = elg(y))e(=h(y)) =
(hlx) ) (e(r(y) ™" = (hlx,) () ((Plx,)(®)) ™" = 1, ou seja g1(y) € Z.

Agora, para w € W, g1 e go estdo definidas e f(w) = g(w) = g1(w) + h(w),

ou seja, (i%,13)(g1,92) = i} 0 g1 +i30 92 = gilw + g2lw = g1lw + hlw = f.

Ezatidio em H'(Y): Inicialmente observemos que —j3 : HY(Y) — H'(X3)

! (inversa da classe [h o ja]).

é definida por —j3[h] = [h o j2]™

(i) Im(6*) C ker(j;,—73). Dada (f : W — Z) € H°(W), queremos mostrar
que (57, —33)5*(f) = ([e1], [e2]), onde e; : X1 — ST & dada por e1(z) = 1,Vz €
Xi eeg: Xo— St édada por ex(z) =1,V € Xs.

Seja g : X1 — R uma extensdo de io f e h como na defini¢io de 6*(f). Entao

(15 =32)8"(f) = (1 (67(f)), =32 (6°(f))) =
= (g5 ([r]), =55 ([h) = ([ o ja], [ho 2] 7).

Temos que hoj; : X3 — St é dada por ho ji(z) = eo g(x) pois ji(z) € X1,
ou seja, h o j; possui um levantamento g : X; — R. Segue novamente pelo
corolario 11 que h o j; é homotopicamente nula e pelos mesmos argumentos
feitos anteriormente temos [h o j1] = [e1].

Temos também que h o jo é dado pela funcdo constante igual a 1, logo

[hoja]t = [ea] ™! = [e2]. Finalmente temos que
(47, =33)0"(f) = ([ho jal, [ho jo] 1) = (lea], [e2]).-

(ii) ker(ji,—73) € Im(6*). Dada [h] € ker(ji,—j5), queremos encontrar

BICMar, VorumeE V, OutuBro DE 2008



TrOREMA DE MAYER-VIETORIS 15

f € H(W) com 6*(f) = [h]. Temos que

(fea]s le2]) = (i1, =33) ] = ([ o ja], [ho jo] 7).

Assim hoj; ~ ey e hojy ~ eq, e portanto segue que as restri¢des h|x, = hoj;
e h|x, = h o ja sdo fungdes homotopicas as fungdes e; e es respectivamente.

Pela proposicdo 13, a homotopia entre h|x, e ea pode ser estendida a uma
homotopia entre h e b’ : Y — S! com h'|x, = {1}.

Agora /| x, é homotopica a h|x, e como h|x, é homotopica a e, temos pelo
lema 7 que h'|x, € homotoépica a ey, e portanto segue pelo corolario 11 que h/|x,
tem um levantamento g : X; — R.

Seja f = g|lw. Entdo f se levanta a funcdo W — {1}, pois para z € W,
eo f(x) = eog(x) = h(x) = 1. Logo f assume valores em Z. Agora pela

construgdo de f temos que §*(f) = [A'] = [h].

Exatiddo em H'(X1) ® HY(X2): (i) Im(j;, —53) C ker(i%,i3). Temos que
(i1, 13) (41, —J3) = 1157 — i3j5 = (jroi)" — (j20i2)" = k" — k" = 0.

(ii) ker(if, i5) C Im(jF, —j5). Dada ([g1], [92]) € ker (i, 3), entdo

le] = (i1,3)([91], [92]) = i1 ([91])75([g2]) = [g1 0 in][g2 0 i2] = [g1|w][g2w]-

Assim [g1]w] = [g2lw] ™" = [(92lw) "] e g1lw = (g2lw) "
Pela proposicio 13 a homotopia entre g1 | e (g2|w ) ™! pode ser estendida a
uma homotopia entre g; e g1’ com g1/ (w) = (g2(w)) ™, para todo w € W.
Agora definimos h : Y — S por hlx, = g1’ e h(y) = g2(y)~! para todo
y € Xo. Entao, pelo lema 1, h é continua.

Agora temos
(71, —33)[h] = ([hoga], [hoja] 7' = ([hoji], [(hoj2) 1) = ([91']; lg2]) = ([g1], [g2])-
]

Abstract: The purpose of this work is to prove the Mayer-Vietoris theorem.

Keywords: Homotopy, extension, lifting, groups, exact sequences.

BICMar, VorLume V, OutuBro pDE 2008
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Sobre a Existéncia de Campos de Vetores na
Esfera

Diego Franchini Kwiatkoski!

Orientador(a): Alice Kimie Miwa Libardi

Resumo: Neste trabalho apresentamos um estudo sobre a existéncia de campos

de vetores na esfera, usando grau de aplicagao e a seqiiéncia de Mayer-Vietoris.

Palavras-chave: seqiiéncia de Mayer-Vietoris, campos de vetores, grau de apli-

cagoes

1 Introducdo

A existéncia de campos de vetores foi objeto de estudo de diversos matemati-
cos ao longo dos anos. A Topologia Algébrica contribuiu para o desenvolvimento
da pesquisa mediante o uso de alguns invariantes, tais como caracteristica de
Euler, classes caracteristicas que pertencem a um determinado grupo de coho-
mologia.

Nesse trabalho provamos um resultado devido a Brouwer-Poincaré sobre a
existéncia de campos de vetores na esfera, usando como ferramenta a nocao de
grau de aplicacOes, a qual definimos abaixo. Foi importante também o conheci-
mento da seqiiéncia de Mayer-Vietoris que nos permitiu calcular o grau de uma

aplicagdo f: S™ — S™ definida por f(z1,22,...,Tnt1) = (21,22, ..., Tpt1)-

2 Simplexos

Definicdo 1. Se = e y sdo pontos em R”, definimos o segmento de = a y como
{1 -tz +ty|0<t<1}. Um subconjunto C C R™ é convexo se dados z e

y em C, o segmento que une x a y esta inteiramente contido em C. Note que

1Bolsista FAPESP, Processo 06/00261-5. E-mail: dfkwi@terra.com.br
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18 SOBRE A ExisTiNciaA DE CAMPOS DE VETORES NA ESFERA

uma interse¢ao arbitraria de conjuntos convexos é convexa. Se A C R", o fecho

convexo de A é a intersecao de todos os conjuntos convexos que contém A.

Definicdo 2. Um p-simplexo s em R™ é o fecho convexo de uma colegdo de
p + 1 pontos {zo,...,zp} na qual 1 — zg,...,x, — Lo formam um conjunto
linearmente independente. Note que a defini¢ao independe da designacao de

qual ponto é xg.

Proposicdo 3. Seja {zo,...,xzp} C R™. FEntdo as seguintes afirmagdes sdo
equivalentes:
(a) &1 —xo,...,Tp — X0 SGo linearmente independentes;

(b) se > six; =Y tix; e, 8; =y t;, entdo s; =t;, para i =0,...,p.

Prova: (a)é(b) Se Z Sik; = thxz e Z S; = Ztiv entao

p P P P
0= Z(Sl t)x; = Z(Sl ti)x; — Z(Si ti)xo = Z(sZ t:)(z; — xo).
=0 =0 =0 i=1
Pela independéncia linear de 1 — o, ..., ) — To, segue que s; = t; para ¢ =

1,...,p. Finalmente, isto implica sg = to, visto que Y s; = > ;.
(b):>(a) Se le (tz)(Il — ZC()) = O, entao Zle tix; = (Zle tz) To e entao
por (b) os coeficientes t1,...,t, devem ser todos iguais a zero. Isto prova a

independéncia linear. [

Seja s um p-simplexo em R™ e considere o conjunto de todos os pontos da
forma toxo + t121 + -+ + tpxp, onde Y t; = 1 e t; > 0 para cada i. Note
que se trata do fecho convexo do conjunto {zo,...,z,} e conseqiientemente da

Proposigao 3 temos o seguinte:

Proposicdo 4. Se o p-simplezo s é o fecho convezo de {xo,...,z,}, entdo cada

ponto de s tem representa¢do unica na forma Y t;x;, onde t; > 0 para todo i e

St = 1.
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Os pontos x; sao os vértices de s. Esta proposicdo nos permite associar os
pontos de s com (p + 1)-uplas (¢o,t1,...,t,) com uma escolha adequada das
coordenadas t;.

Se aos vértices de s ¢ dada uma ordem especifica, entdo s é um simplexo orde-

nado. Entao seja s um simplexo ordenado com vértices zg, 1, ..., 2p. Defina o,
como o conjunto de todos os pontos (to, t1,...,t,) € RPtlcom Y t; =1et; >0
para cada ¢. Se uma funcdo f : o, — s é dada por f(to,...,tp) = > t;x;, entdo

f & continua. Além disso, da unicidade de representacdes e do fato que o, e s

sao espacos compactos e de Hausdorff segue que f é um homeomorfismo. Deste

modo, cada p-simplexo ordenado é uma imagem homeomorfa natural de op.

Note que o, € um p-simplexo com vértices 2, = (1,0,...,0), 25 = (0,1,0,...,0),
/!

S Xy = 0,...,0,1). o, & chamado p-simplexo padrao com ordem natural.

Definicdo 5. Seja X um espago topolégico. Um p-simplexo singular em X é
uma funcéo continua ¢ : o, — X. Note que os 0-simplexos singulares podem ser
identificados com os pontos de X, os 1-simplexos singulares com os caminhos

em X, e daf em diante.

Definicdo 6. Se ¢ é um p-simplexo singular e 7 é um inteiro com 0 < i < p,

definimos 9;(¢), um (p — 1)-simplexo singular em X, por
8i¢(t0, - ,tpfl) = ¢(t0,t1, ey biot, O,ti, - ,tpfl).

Observe que 0;¢ é a i-ésima face de ¢.

Por exemplo, seja ¢ um 2-simplexo singular em X (Figura 1.1). Entéo,
01¢ & dado pela composicao mostrada na Figura 1.2. Isto é, para calcular 0;¢
mergulhamos o,_1 em o, oposto ao i-ésimo vértice usando a ordem usual de
vértices, e entdo para X, via ¢.

Se f: X — Y é& uma funcado continua e ¢ é um p-simplexo singular em X,
definimos um p-simplexo singular fx(¢) em Y por fu(¢) = f o ¢. Note que se
g:Y — W écontinua e Id: X — X ¢é aidentidade, (go f)x(d) = gx[fx(¢)] e
Idy(9) = ¢.
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X
o
/_\ d(c2)
X1
Gy X
Xo

Figura 1.1: 2-simplexo singular ¢.

X1 019
/\—/x—\
2
Xo

__ ¢

X0 (o7} X1

Figura 1.2: Bordo 0;¢.

Definicdo 7. Um grupo abeliano G é livre se existe um subconjunto A C G tal
que todo elemento g em G tem uma representacao tinica g = ZmeA Ny - x, onde
n, € um inteiro e é igual a zero exceto para um numero finito de z em A. O

conjunto A é uma base para G.

Dado um conjunto arbitrario A, podemos construir um grupo abeliano livre
da seguinte maneira: seja F(A) o conjunto de todas as fungoes f de A nos
inteiros tais que f(z) # 0 apenas para um numero finito de elementos de A.
Definimos uma operagdo em F(A) por (f + g)(x) = f(x) + g(z). Entdo F(A)
é um grupo abeliano. Para qualquer a € A definimos uma funcdo f, em F(A)

por

1 se z=a,
f“(x):{O se = #a.
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Entéo {f,|a € A} é uma base para F(A) como um grupo abeliano livre. Iden-
tificando a com f, completamos a construcgao.

Por exemplo, seja G = {(n1,ns,...) | n; € Z, eventualmente 0}. Entao G é
um grupo abeliano sob a adicao coordenada a coordenada, e além disso é livre
com base (1,0,...), (0,1,0,...), (0,0,1,0,...), .... Por conveniéncia dizemos
que se G =0, entdo G é um grupo abeliano livre com base vazia.

Note que se G é abeliano livre com base A e H é um grupo abeliano, entao

toda funcao f: A — H pode ser estendida univocamente a um homomorfismo

f:G— H.

Defini¢cdo 8. Se X é um espago topolégico definimos S,(X) como o grupo
abeliano livre cuja base é o conjunto de todos os n-simplexos singulares de X.
Um elemento de S, (X) é chamado de n-cadeia singular de X e é da forma

Z¢ ng - ¢, onde ng € Z, e é igual a zero exceto para um nimero finito de ¢.

Definicdo 9. Visto que o i-ésimo operador face 9; é uma funcio do conjunto
de n-simplexos singulares no conjunto de (n — 1)-simplexos singulares, existe
uma Unica extensdo a um homomorfismo 9; : S, (X) — S,-1(X) dado por
0; Xomng-¢) = > ng - 0ip. Definimos o operador bordo pelo homomorfismo
9 : Sp(X) — Sp-1(X) dado por

0=00— 01 +0a+ -+ (=1)"0, = Y _(~1)'0;.

i=0
Proposicdo 10. A composi¢io 0o 0 em

S(X) -2 Su1(X) -2 Sy_a(X)

€ zero.

Geometricamente este enunciado diz que o bordo de qualquer n-cadeia é uma,
(n — 1)-cadeia sem bordo. E essa propriedade basica que nos leva a defini¢io
de grupos de homologia. Um elemento ¢ € 5,(X) é um n-ciclo se d(c) = 0.

Um elemento d € S,(X) é um n-bordo se d = 9(e) para algum e € S,41(X).
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Visto que 0 € um homomorfismo, seu niicleo, o conjunto de todos os n-ciclos, é
um subgrupo de S, (X) denotado por Z,(X). Similarmente a imagem de 0 em

Sn(X) é o subgrupo B, (X) de todos os n-bordos.

3 Grupo de Homologia Singular

Definicdo 11. Note que a Proposi¢do 10 implica que B,(X) C Z,(X) é um

subgrupo normal. O grupo quociente

Hy(X) =
é 0 n-ésimo grupo de homologia singular de X.

A motivacdo geométrica para esta construcao algébrica é a seguinte: os
objetos que queremos estudar sao ciclos em espacos topolégicos. Entretanto,
usando ciclos singulares, a colecdo de todos é extensa demais para ser efetiva-
mente estudada. A aproximacao natural é entao restringir a atencao a classes de
equivaléncia de ciclos sob a relacao que dois ciclos sao equivalentes se a diferenca
deles formar um bordo de uma cadeia de uma dimensao maior.

Esta técnica algébrica é uma construgao padrao em algebra homologica. Um
grupo (abeliano) graduado G é uma cole¢do de grupos abelianos {G;} indexado
pelos inteiros com operacdo componente a componente. Se G e G’ sdo grupos
graduados, um homomorfismo f : G — G’ & uma cole¢do de homomorfismos
{fi}, onde f; : G; — G, para algum inteiro r fixado. r é chamado grau de
f. Um subgrupo H C G de um grupo graduado é um grupo graduado {H;},
onde H; é um subgrupo de G;. O grupo quociente G/H ¢é o grupo graduado
{Gi/H;}.

Definicdo 12. Um complexo de cadeias é uma seqiiéncia de grupos abelianos e
homomorfismos

) o, Oy
.i}on_,oni1 it S

na qual a composicao 9,1 o 3, = 0 para cada n. Equivalentemente, um com-

plexo de cadeias é um grupo graduado C' = {C;} junto com um homomorfismo
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0:C — C degrau —1 tal que 909 = 0. Se C e C’ sdo complexos de cadeias
com operadores bordo 9 e &', uma aplicacdo de cadeias de C' em C’ é um ho-
momorfismo ® : C — C’ de grau zero tal que 8’ o ®,, = ®,,_; o d para cada
n. (Note que a exigéncia que ® tem grau zero é desnecessaria. Esta enun-
ciada aqui apenas por conveniéncia visto que todas as aplicagoes de cadeias
que consideraremos tém esta propriedade). Denotando por Z,(C) e B.(C) o
nucleo e a imagem de O respectivamente, a homologia de C' é o grupo gra-
duado H,.(C) = Z.(C)/B«(C). Note que se ® é uma aplicacdo de cadeias,
D[Z,.(C)] C Z.(C") e ®[B.(C)] C B.(C"). Portanto, ¢ induz um homomor-
fismo em grupos de homologia @, : H,(C) — H,(C").

4 Aplicagdes Induzidas em Homologia Singular

Neste sentido, o grupo graduado S.(X) = {S;(X)} se torna um complexo
de cadeias sob o operador bordo 0, e entao o grupo de homologia de X é a
homologia deste complexo de cadeias. Se f : X — Y é uma funcao continua e
¢ € um n-simplexo singular em X, existe o n-simplexo singular fx(¢) = fo ¢
em Y. Isto se estende unicamente a um homomorfismo fz : Sp(X) — S, (Y)
para cada n. Para mostrar que fg é uma aplicagdo cadeia de S.(X) em S.(Y)
devemos checar que o seguinte retangulo comuta:

f#

Sp(X) ——— S, (Y)

| |
Suca(X) > 5,1(v)

Primeiro note que é suficiente checar que isto é verdade em n-simplexos ¢, e

segundo, observe que ¢é suficiente mostrar que 0; fx(¢) = f40:;(¢). Agora

f#0i(d)(to, - - stn—1) = f(d(to, ... tim1,0,t5, ..., th—1))

O0if#(®)(to, ... tn—1) = fo(d)(to, ... ti1,0,t, ..., tn1)
= f(¢(t0, cey tifl, O,ti, Ceey tnfl)).
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Logo, fg : S«(X) — S.(Y) é uma aplicacdo de cadeias e existe um homomor-
fismo induzido de grau zero f. : H.(X) — H.(Y). Note quese g: Y — W &
uma funcio continua, entdo (go f). = g« o fx ese Id : X — X & a aplicagio

identidade, entdao Id, é o homomorfismo identidade.

Exemplo 13. Tome X = z (um ponto). Entdo para cada p > 0 existe um tinico
p-simplexo singular ¢, : 0, — X. Além disso, note que parap > 0, 0;¢p = ¢dp—1.

Entao considere o complexo de cadeias
- — Sa(x) — Si(z) — So(x) — 0.

Cada S, (z) é um grupo ciclico infinito gerado por ¢,,. O operador bordo é dado

por:
n n

a¢n = Z(_l)zazd’n = Z(_l)iﬁénfl-

i=0 i=0

Deste modo, O¢o,_1 = 0 e ¢o, = ¢a,_1 para n > 0. Aplicando isto ao
complexo de cadeias temos que Z,(X) = B,(X) para n > 0. Entretanto,
Zo(X) = So(X) é ciclico infinito, enquanto By(X) = 0. Portanto, concluimos

que os grupos de homologia de um ponto sao dados por

Z se n=0,
Hn(x)—{ 0 se n>0.

Definicao 14. Um espago X é conexo por caminhos se dados z, y € X, existe
uma fungdo continua ¢ : [0,1] — X tal que ¥(0) = z e ¥(1) = y. Note que ao

invés de [0, 1] poderiamos usar o;.

Suponha que X é um espaco conexo por caminhos e considere a porcao do

complexo de cadeias singulares de X dada por
S1(X) -2 So(X) — 0.

Agora, So(X) = Zy(X), que pode ser visto como o grupo abeliano livre gerado
pelos pontos de X. Isto é, Zy(X) = F(X). Portanto, um elemento y de Zp(X)
tem a forma y = > _y N, -2, onde n, € Z, n, = 0 exceto para um nimero

finito de x € X.
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Por outro lado, S1(X) pode ser visto como o grupo abeliano livre gerado
pelo conjunto de todos os caminhos em X. Se os vértices de o1 sao vg e vy e ¢

é um 1-simplexo singular em X, entdo 9¢ = ¢(v1) — ¢(vg) € Zo(X).

Defina um homomorfismo « : So(X) — Z por a (3 n, -x) = >.n,. Note
que se X é nao vazio, entdo a é um epimorfismo. Visto que para qualquer
1-simplexo singular ¢ em X, a(0¢9) = a[p(v1) — ¢(vo)] = 0, segue que By(X)

estd contido no nucleo de a.

Reciprocamente, suponha que nizy + -+ + ngzg € Zo(X) com > n; = 0.
Escolha qualquer ponto x € X e note que para cada i existe um 1-simplexo
singular ¢; : 01 — X com 9y(¢;) = x; e 01(¢;) = x. Tomando a 1-cadeia
singular > n;¢; em S1(X) temos 9 (D> n;d;) = d.nix; — Ooni)x =Y nix;.
Portanto, o nicleo de « esté contido em By(X). Isto prova que ker « = By(X)

e concluimos o seguinte:

Proposicdo 15. Se X € um espago conexo por caminhos ndo vazio, entao

Definicdo 16. Seja A um conjunto e suponha que para cada o € A exista um
grupo abeliano dado G . Defina um grupo abeliano ) ., G, como segue: os

elementos sao fungbes f: A — J G, tais que f(a) € G, para cada « e

acA
f(a) = 0 exceto para um ndmero finito de a@ € A; a operagao é definida por
(f+9)(@) = f(a)+ g(a). Colocando g, = f(a) € G, escrevemos f = (go : @ €
A) e chamamos 0s g, de componentes de f. O grupo Y G, é a soma direta fraca
dos G, ’s. Se a exigéncia que f(«) = 0 exceto para um nimero finito de a € A

é retirada, entdo o grupo resultante é o produto direto dos G ’s, denotado por

HaeA GO"

Note que se G é um grupo abeliano e {G,}oca € uma familia de subgrupos
de G tal que g € G tem uma representagdo tnica g = > c 4 go €COM go € G4 €

go = 0 exceto para um ntimero finito de a’s, entdo G é isomorfo a Y Gq.

acA
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Agora, para cada a € A suponha que temos um complexo de cadeia C%

L% a2

a o~
P p—1

—_ e ..

Defina um complexo de cadeia }_ . 4, C% tomando (3°C®), = >°C e colo-

cando d(cq : @ € A) = (0%4q : @ € A).
Lema 17. H; (3. C%) =, Hi(C%).
Prova: Note que pela defini¢do do complexo de cadeia > C* temos

Z (an) =N [Zu(C™)] e By (an) = 3 Bi(C™).

Portanto

a\ Zk (Z Oa) _ Z[Zk(ca)] ~ Zk(ca) _ «
1 (320°) = BrSam ~ Simem)] = L Buow) — 2 )

Seja X um espaco topoldgico e para x, y € X, determine x ~ y se existe
um caminho em X de x a y. Temos que ~ é uma relacao de equivaléncia, isto
6 (1) xz ~x; (2) x ~yey ~ zimplica z ~ z; (3) z ~ y implica y ~ «x,
para todos os pontos z, y, z em X. Tal relacio decompoe X numa colegao
de subconjuntos, as classes de equivaléncia, onde x e y estdo na mesma classe
de equivaléncia se, e somente se, x ~ y. Para esta relacdo especifica em X as
classes de equivaléncia sao chamadas componentes de caminho de X. Note que
se x € X, a componente de caminho de X contendo x é o subconjunto conexo

por caminhos maximal de X contendo z.

Proposicdo 18. Se X é um espaco e {X, : a € A} sdo as componentes de

caminho de X, entao

Hy(X) ~ Y Hp(Xa).
a€cA

Esta proposicao estabelece a propriedade intrinseca “aditiva” da teoria de

homologia singular. Visto que as propriedades homolégicas de um espago sao
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completamente determinadas por aquelas de suas componentes de caminho e
as propriedades homolégicas de qualquer componente de caminho sao indepen-
dentes das propriedades de qualquer outra componente de caminho, podemos
restringir nossa atengao ao estudo de espagos conexos por caminhos.

Note que segue das Proposicoes 18 e 15 que Hy(X ) € um grupo abeliano livre
cuja base estd em correspondéncia biunivoca com as componentes de caminho

de X.

Teorema 19. Se f: X — Y ¢é um homeomorfismo, entdo f. : H,(X) — Hp(Y)

é um isomorfismo para cada p.

Prova: Como f é um homeomorfismo, entdo f é continua. Assim, temos que
existe um homomorfismo induzido f, : H.(X) — H.(Y), ou seja, para cada p,
fe: Hy(X) — H,(Y) é um homomorfismo.

Novamente por f ser um homeomorfismo, temos que f~! é continua. Logo,
existe um homomorfismo induzido f;!: H.(Y) — H.(X), ou seja, para cada
p, fi': Hy(Y) — Hy(X) é um homomorfismo.

Além disso, para qualquer € H,(X) e qualquer y € H,(Y), temos:

(feo fiD(Y) = (Fo f () = 1do(y) =y,
(fot o f(@) = (f71 o f)(2) = Idi(2) = .
Portanto, f. é bijetora, ou seja, f, é um isomorfismo para cada p. ]

Teorema 20. Se X é um subconjunto convezo de R™, entdo H,(X) = 0, para

p > 0.

Prova: Suponhamos X # 0 e sejam z € X e ¢ : 0, — X um p-simplexo
singular, p > 0. Ent&o defina um (p + 1)-simplexo singular 6 : o411 — X como

segue:

t
O(to, ... tys1) = (1—to)- (¢(1t_1t0,...,—1p_+t;)) +toxr para to <1,
x para to=1.
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Isto é, estamos colocando 6(0,t1,...,tp41) = é(t1,...,tpy1) € 0(1,0,...,0) =z
e entao levando segmentos de ¢y até a face oposta a tg linearmente no segmento
correspondente em X (Figura 1.3). Essa construgio é possivel visto que X é

convexo.

Figura 1.3: Aplicagao 6.

Por defini¢do 6 é continua exceto possivelmente em (1,0,...,0). Para mos-

trar a continuidade neste ponto devemos mostrar que
lim ||6(to, ..., tp+1) — x| = 0.
to—1

Agora

lim ||9(t0,...,tp+1) —SCH =
t0—>1
t thi1
lim |[(1—¢ B —(1—t
tglgl H 0) <¢<1_t05 71_t0>) ( O)I

hm (1 —to) <H¢<1_t0 o p+1 )H—i—”:z:“)

(1 IERR Ipftg)H + ||z|| é limitado. Logo, o

Visto que ¢(o,,) é compacto,

limite é zero pois limg, 1 (1 — tg) = 0, e segue que # é continua.
Por construcdo, dp(0) = ¢. Visto que este procedimento pode ser aplicado
a qualquer k-simplexo singular, k£ > 0, existe uma extensao tinica a um homo-

morfismo T : S,(X) — Sp+1(X) tal que dp o T = Id. Mais geralmente temos
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para ¢ um k-simplexo singular,

0i(T(6))(to, - te) =T(P)(to, - ti—1,0,ti, ... 1K) =

t ti_1 t; t
=(1-t¢ 0 tox.
( 0)<¢<1_t05 al_toval_tov 51_t0)>+ 0T

Por outro lado,

T(Di-1(6))(Fos - -+ 1) = (1 — to) (61-_1¢ (1 ilto,..., 1 f“to) —i—tox) _

1 ti_1 t; tr
=(1—-1g)- 0 tox.
( 0) ¢(1_t01 71_t0171_t01 71_t0)+ 0L

Logo, para 1 <i<k+1, 3;T¢ = T(0;—19).

Agora seja ¢ um k simplexo singular qualquer:

k+1

OT) = 0To+ Yy (~1)'0T(9)

i=1

k+1 k+1 k

=00Té+ Y (=1)'0T(¢) — | > _(-1)'T0i-1(¢) + Y _(-1)/T;¢

i=1 i=1 3=0
=¢—T0¢.

Logo, construimos um homomorfismo 7" : S (X) — Sk11(X) com a propriedade
que 9T + T é o homomorfismo identidade em Si(X), sempre que k > 1.
Agora seja z € Z,(X). Pelo que foi feito acima, parap > 0, (0T +T0)z = z.
Agora, visto que z é um ciclo, T9z = 0. Logo, z = 9(Tz) e z € Bp(X). Isto
implica que H,(X) = 0, para todo p > 0. ]

A construgio usada na demonstracio do Teorema 20 é um caso especial
de uma homotopia de cadeias entre complexos de cadeias. Suponha que C =
{C;,0} e C" = {C},0'} sdo complexos de cadeias e T : C' — C’ & um homomor-
fismo de grupos graduados de grau um (mas nao necessariamente uma aplicagdo
de cadeias). Entao considere o homomorfismo &'T +T9 : C — C’ de grau zero.

Esta serd uma aplicacao de cadeias pois

T +T0) =T +9Td=0Td=dTd+ T = (T + T)d.
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Esta aplicagdo de cadeias (0'T +T9) induz um homomorfismo em homologia

(0'T +T0)s : Hy(C) — Hp(C") para cada p. Agora se z € Z,(C),
(T +T0)(z) =T (z) € B,(C").

Logo, (0'T + T9). & o homomorfismo trivial para cada p.
Dadas aplicagdes cadeia f,g : C — C’, f e g sdo cadeias homotopicas se

existir um homomorfismo T : C' — C’ de grau um com &'T + TO = f — g.

Proposicdo 21. Se f,g : C — C’ sdo cadeias homotdpicas de aplicagoes de

cadeias, entdo f. = g« como homomorfismos de H,(C) em H,(C").

Prova: Isto segue diretamente visto que se T : C — C’ & uma homotopia de

cadeias entre f e g, entdo

0=0'T+T9)s=(f~9)=fr— gu

Como um caso especial, suponha que f,g : X — Y sao aplicacOes para as
quais as aplicagbes de cadeias induzidas fg,gx @ S«(X) — S«(Y) sdo cadeias
homotépicas. Se T' ¢ uma homotopia de cadeias entre fy e g4, entdo T' pode
ser interpretada geometricamente da seguinte maneira.

Seja ¢ um n-simplexo singular em X. Entdo T'(¢) pode ser vista como uma
deformacdo continua de fx(¢) em gx(¢). Da Figura 1.4, T(¢) aparece como
um prisma com extremos fx(¢) e gx(¢) e lados T(9¢). Logo, é razoavel que
0T (¢) = fu(9) — g#(¢) — T(0¢), que ¢é a exigéncia algébrica para que T seja
uma homotopia de cadeias.

Se a cadeia ¢ = Y m;¢; € um n-ciclo em X, entdo fu(c) e gx(c) sdo n-
ciclos em Y. T'(c) é uma colegdo de multiplos inteiros de tais prismas e a soma
algébrica dos lados deve ser zero visto que dc = 0. Logo, o bordo de T'(c) é a
soma algébrica dos extremos dos prismas, que é fux(c) — gx(c), e entdo fu(c) e

g4(c) sdo ciclos homoélogos em Y.
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£y (¢

g4(¢

Figura 1.4: Interpretacao geométrica de 7T'.

Dados espacos X e Y, duas aplicagoes fo, f1 : X — Y s@o homotodpicas
se existir uma aplicagdo F' : X x I — Y, I = [0,1], com F(z,0) = fo(x)
e F(x,1) = fi(z), YV € X. A aplicagdo F é uma homotopia entre fy e fi.
Equivalentemente, uma homotopia é uma familia de aplicacoes {f:}o<i<1 de
X em Y variando continuamente com t. Temos que a relacdo de homotopia é
uma relacdo de equivaléncia no conjunto de todas as aplicacbes de X em Y. E

costumeiro denotar por [X, Y] o conjunto de classes de homotopia de aplicacoes.

Teorema 22. Se fy, f1 : X — Y sdo aplicacées homotdpicas, entdo fo. = fi«
como homomorfismos de H,(X) em H,(Y).

Prova: A idéia da demonstracao é a seguinte: se z € um ciclo em X, entao as
imagens de z sob fy e fi1 serdo ciclos em Y. Visto que fy pode ser deformada
continuamente em f1, a imagem de z sob fy deve admitir uma deformagao con-
tinua similar na imagem de z sob f;. Isto deve implicar que as duas imagens sao
ciclos homologos. Colocaremos agora estas idéias geométricas na atual estrutura
algébrica.

Tendo em vista a Proposicao 21, sera suficiente mostrar que as aplicagoes de
cadeias fou, fig : S«(X) — S.(Y) sdo cadeias homotopicas. Seja F': X x I —
Y uma homotopia entre fy e fi. Defina aplicacoes gg,g1 : X — X x I por

go(x) = (x,0) e g1(x) = (x,1). Entdo no diagrama cada tridngulo é comutativo,
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isto &, fo=Fogoe fi =Fog.

Agora suponha que gox e gix sao cadeias homotépicas como aplicacoes
cadeia de S.(X) em S, (X x I). Isto significaria que existe um homomorfismo
T:S5.(X)— S«(X xI) de grau um com 0T +T0 = goy — g1. Aplicando Fiy a
ambos os lados temos Fiu (0T + T0) = Fu(gog — g14) ou O(FuT) + (FuT)0 =
fog — fix. Entdo FiT é um homomorfismo de S,(X) em S,(Y) de grau um
e ¢ uma homotopia de cadeias entre fou e fix. Portanto, é suficiente mostrar

que go# € g1# sao cadeias homotdpicas.

Para o n-simplexo padrdo o, denotemos por 7, € S,(0,) o elemento re-
presentado pela aplicacao identidade. Note que se ¢ : 0, — X & qualquer n-
simplexo singular em X, entdo o homomorfismo induzido ¢4 : Sy, (0,,) — Sp(X)
tem ¢4 (7,) = ¢. Temos que todo n-simplexo singular em X pode ser exibido
como a imagem de 7,, dessa maneira. A técnica de demonstragdo serd entao
primeiro dar uma construcao envolvendo 7,, e entdo estender isto a todo S, (X)

pela aproximagao acima.

Construimos uma homotopia de cadeias 1" entre gox e g1# indutivamente na
dimensao do grupo de cadeias. Para fazer o primeiro passo indutivo, suponha
n > 0 e para todo espago X e inteiros ¢ < n existe um homomorfismo T :
Si(X) — Six1(X x I) tal que 9T +T0 = gox — g14. Além disso, pressuponha

que isto é natural no sentido que dada qualquer aplicacao h : X — W de
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espacos, o seguinte diagrama comuta, V¢ < n:

Si(X) —X i1 (X x 1)

Si(W) ——= Sisa (W x I

Para definir 7" nas n-cadeias de X, é suficiente definir 7" nos n-simplexos
singulares. Entao seja ¢ : 0, — X um n-simplexo singular e lembre que
¢4 (1) = ¢. Logo, ao definir T, : Sy(0n) — Spyi1(on x I), a naturalidade
da construcdo exigird que Tx(¢) = Tx(dx(m)) = (¢ x Id)x(T,, (1,)). Entdo
para definir T'x é suficiente definir T, em S, (o).

Seja d um n-simplexo singular em o, e considere a cadeia em Sy, (0, x I) dada
por ¢ = gox(d) — g1#(d) — Ty, (0d), que esta definida pela hipétese de inducao
visto que Od esta em S,,_1(0,). Note que da discussdo anterior, ¢ corresponde

ao bordo de um certo prisma em o,. Entao

Oc = 0gox(d) — Og14(d) — 9T, (0d)

= go#(0d) — g14:(0d) — [gox(0d) — g1#(d) — 15, 0(9d)]
=0.

Logo, ¢ é um ciclo de dimensao n no conjunto convexo ¢, x I. Do Teorema
20, segue que ¢ é também um bordo. Seja entdo b € S, +1(0, x I) com 9b =
c. Geometricamente, b é o prisma sélido do qual ¢ é o bordo. Defina entao
Ty, (d) = b e observe que 0T (d) + T0(d) = gox(d) — g12(d).

Agora, para qualquer n-simplexo singular ¢ : o, — X defina como antes
Tx(¢) = (¢ x Id)4T,, (7). Definida nos geradores, existe uma extensdo tnica
a um homomorfismo Tx : Sp(X) — Sn41(X x I). Esta construcao indutiva
indica a definicdo propria para T em 0-cadeias. Lembre que oy é um ponto e
considere a cadeia ¢ em Sy(og x I) dada por ¢ = gox(70) — g1 (70). Tome um 1-
simplexo singular b em o x I com bordo gox(70) — g14(70) € defina Ty, (10) = b.

Isto define T' em 0-cadeias pela mesma técnica.
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Finalmente deve ser notado que na definicdo dada para T'x em n-cadeias de
X, 0Tx + Tx0 = gox — g1 € que a construcio é convenientemente natural
com respeito a aplicacoes h : X — W. Note que se ¢ é um n-simplexo singular
em X, gox(®) = gogd#(mn) = (¢ X Id)xgox(m,) e analogamente gix(¢) =
G104 (Tn) = (¢ X Id)pg14(Tn). Agora considere

T (¢) + T0(¢) = 0T ¢4(70) + TP (7n)
= 0(¢ x 1d) T (1) + T4 0(7n)
= (¢ x Id)x0T (1) + (¢ x Id) T O(74,)
= (¢ x Id)#(gox(Tn) — 91(n))
= go# () — 1(9).

A naturalidade segue analogamente.
Portanto, T’x d& uma homotopia de cadeias entre gog € gi#, € temos com-

pletada a demonstracao de que fo. = fix. [

Note que isto generaliza a aproximacao do Teorema 20. L& usamos o fato
que como X era convexo, a aplicacao identidade era homotopica & aplicagao que
levava X no ponto x. Logo, em dimensoes positivas, o homomorfismo identidade

e o trivial concordam, e a homologia dimensional positiva de X é trivial.

Definicdo 23. Sejam f: X — Y eg:Y — X aplicacoes de espagos topologicos.
Se as composices f o g e go f sdao homotdpicas as suas respectivas aplicagoes
identidade, entdo f e g sao homotopias inversas uma da outra. Uma aplicagao
f: X — Y é&uma equivaléncia de homotopia se f tem uma homotopia inversa;

neste caso dizemos que X e Y tém o mesmo tipo de homotopia.

Proposicdo 24. Se f : X — Y ¢é uma equivaléncia de homotopia, entdo f, :

H,(X)— H,(Y) € um isomorfismo para cada n.
Prova: Se g é uma homotopia inversa para f, entdo pelo Teorema 22

feogi=(fogli=1Id e giofi=(gof).=1d
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e entdo g, = f_! e f, € um isomorfismo. [

Definicdo 25. Suponha que i : A — X é a aplicacdo inclusdo de um subespago
A de X. Uma aplicacdo g : X — A tal que goi é a identidade em A é uma
retracdo de X sobre A. Se além disso a composi¢io iog : X — X é homotdpica a
identidade, entdo g é uma deformagio retratil e A é um retrato por deformacao

de X. Note que neste caso a inclusao 7 é uma equivaléncia de homotopia.

Corolario 26. Se i : A — X € a inclusdo de um retrato A de X, entdo 1, :
H,(A) — H.(X) é um monomorfismo sobre um somando direto. Se A é um

retrato por deformacgao de X, entdo i, € um isomorfismo.

Prova: O segundo resultado segue diretamente da Proposicao 24. Para provar
o primeiro, seja g : X — A uma retragdo. Entdo g. oi, = (goi). = Id. é a
identidade em H,(A). Portanto, i, € um monomorfismo.

Defina subgrupos de H,(X) por G; = Im(i.) e G2 = ker(g.). Seja o €
G1 N Ga, entdo a = i.(F) para algum 8 € H,.(A) e g.(a) = 0. Entretanto
0 = gu(a) = gui(B) = B e entdo o = i.(B) deve ser zero. Por outro lado,
seja v € Ho(X). Entdo v = 6.9+(y) + (7 — i49«(7y)) expressa v como a soma
de um elemento de G; e um elemento de Gs. Portanto, H,(X) ~ G1 @ G2 e a

demonstracao esta completa. [

5 Seqiiéncia Exata de Homologia

Definicao 27. Uma tripla C S D % B de grupos abelianos e homomorfis-
mos é exata se Im(f) = ker(g). Uma seqiiéncia de grupos abelianos e homo-
morfismos - - — G4 5, Go ELN G LN f"—fg n Iy é exata se cada
tripla é exata. Uma seqiiéncia exata 0 — C oD 2 B 0¢é chamada
exata curta. Isto é uma generalizacao do conceito de isomorfismo no sentido

. . h .
que h : G; — G5 & um isomorfismo se, e somente se, 0 — G; — Go — 0 é

exata.
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Note que em uma seqiiéncia exata curta como acima, f é um monomorfismo
e identifica C' com um subgrupo C' C D. Além disso, g € um epimorfismo com
nicleo C'. Logo, a menos de isomorfismo a seqiiéncia se reduz a 0 — C’ =
D -~ D/C" — 0.

Suponha agora que C' = {C,}, D = {D,,} e E = {E,} s&o complexos de
cadeiase 0 — C' JT.p g 0 é uma seqiiéncia exata curta onde f e g sao
aplicacbes de cadeias de grau zero. Conseqiientemente, para cada p existe uma
tripla associada de grupos de homologia H,(C') ELN H,(D) 2~ H,(E). Agora
queremos examinar precisamente o quanto isto diverge de ser exata curta.

Assim, estamos pressupondo que temos um diagrama infinito no qual as

linhas sdo seqiiéncias exatas curtas e cada quadrado é comutativo :

0 ¢, —1—~p,—* B, 0
P o o

0 Cn-1 ! Dyt —2> Byt —>0
o 17} 17}

Seja z € Z,(E), isto &, z € E, e 9z = 0. Visto que g é um epimorfismo,
existe d € D,, com g(d) = z. Do fato que g é uma aplicagdo de cadeias temos
g(0d) = 9(g(d)) = 0z = 0. A exatiddo implica que Od estd na imagem de f,
entdo seja ¢ € C,—1 com f(c¢) = dd. Note que f(dc) = 0f(c) = 9(dd) = 0, e
como f é um monomorfismo, dc deve ser zero, e ¢ € Z,_1(C).

A correspondéncia z — ¢ de Z,(E) em Z,_1(C) ndo é uma fungdo bem
definida de ciclos em ciclos devido ao niimero de possiveis escolhas no construcao.
Entretanto, mostraremos agora que a correspondéncia associada nos grupos de
homologia é um homomorfismo bem definido.

Sejam z, 2’ € Z,(F) ciclos homologos. Entao existe e € E,, 11 com 9(e) =
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z—2'. Sejam d, d’ € D,, com g(d) =z, g(d') =2, e, € C,,—1 com f(c) = dd,
f(d) = 0d'. Devemos mostrar que c e ¢’ sdo ciclos homologos.

Existe a € D,41 com g(a) = e. Pela comutatividade, g(da) = 9¢g(a) =
de = z — 2/, entdo observemos que (d — d’) — da € ker(g), portanto também
(d—d) — 0a € Im(f). Seja b e Cy, com f(b) = (d—d")— da. Agora, temos
f(Ob) = 9f(b) = 0(d—d —da) = 0d—0d = f(c) — f(c') = f(c— ). Visto
que f é injetora, segue que ¢ — ¢’ = db e ¢ e ¢ sdo ciclos homélogos. Portanto,
a correspondéncia induzida nos grupos de homologia estd bem definida e entao
deve ser um homomorfismo.

Este homomorfismo é denotado por A : H,(E) — H,_1(C) e chamado de

homomorfismo conectante para a seqiiéncia exata curta
/ g
0—C—D—FE—0.

Teorema 28. Se 0 — C JSop L Ep 0 € uma seqiiéncia exata curta de

complexos de cadeias e aplicacoes de cadetas de grau zero, entdo a seqiéncia
fs 9x A I gx
- = Hp(D) = Hn(E) — Hn1(C) = Hpa (D) — -
é exata.

E importante notar que a constru¢ao do homomorfismo conectante é conve-

nientemente natural, isto é, se

0 e D E 0
P
0—>C' —>p > 0

¢ um diagrama de complexos de cadeias e aplicacoes de cadeias de grau zero no
qual as linhas sao exatas e os retingulos sdo comutativos, entao vale a comuta-
tividade em cada retangulo do diagrama associado

|
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Seja X um espacgo topolégico e A C X um subespaco. O interior de A
(Int A) é a unido de todos os subconjuntos abertos de X que estdo contidos em
A, ou equivalentemente o subconjunto maximal de A que é aberto em X. Uma
colecdo U de subconjuntos de X é um recobrimento de X se X C J;,, U. Dada
uma colecao U, seja IntU a colecao de interiores de elementos de . Estaremos
interessados naqueles U para os quais Int &/ é um recobrimento de X.

Para um recobrimento qualquer & de X, denotemos por SY(X) o subgrupo
de S, (X) gerado pelos n-simplexos singulares ¢ : o, — X para os quais ¢(oy,)
estd contido em algum U € U. Entédo para cada i, Im(9;¢) C Im(¢) e temos o
bordo total 9 : SY — SY_ | (X).

Entao associado com qualquer recobrimento U de X existe um complexo de
cadeias SY(X) e a inclusdo natural i : SY(X) — S,(X) é uma aplicagio de
cadeias. Note que se V é um recobrimento de um espaco Y e f: X — Y é uma
aplicagao tal que para cada U € U, f(U) esta contido em algum V de V, entdo
existe uma aplicagdo de cadeias fu : SY(X) — SY(Y) e fgoix =iy o fau.

Teorema 29. Se U ¢ uma familia de subconjuntos de X tal que IntU é um
recobrimento de X, entdo i, : H,(SY(X)) — H,(X) é um isomorfismo para

cada n.

Este argumento caracteriza a diferenca bésica entre teoria de homologia e
teoria de homotopia. Intuitivamente, a aproximacao para provar este teorema é
a seguinte. Dada uma cadeia ¢ em X devemos construir uma cadeia ¢’ em X tal
que ¢’ esta na imagem de i e dc = d¢’. Além disso, se ¢ &€ um ciclo iremos querer
que ¢’ seja homologo a c. Isto é feito “subdividindo” a cadeia ¢ repetidamente
até a cadeia resultante ser a desejada ¢’. A técnica de subdivisdo é possivel em
teoria de homologia pois um n-simplexo pode ser subdividido em uma colegao
de n-simplexos menores. Entretanto, a subdivisdo de uma esfera nao resulta em
uma colecio de esferas menores. E a auséncia de uma tal construcio que torna o
calculo de grupos de homotopia extremamente dificil para espagos simples como

uma esfera.

BICMar, VorumeE V, OutuBro DE 2008



SOBRE A ExisTiNciaA DE CAMPOS DE VETORES NA KSFERA 39

Para ver que a exigéncia que Intlf cobre X é essencial, sejam X = S,
o € St eld = {{xo},S! — {x0}}. Entdo qualquer cadeia ¢ em SY¥(S!) pode
ser unicamente escrita como a soma de uma cadeia ¢; em {zp} e uma cadeia
co em St — {zp}. Além disso, visto que a imagem de ¢y esta contida em um
subconjunto compacto de St — {x¢}, ¢ serd um ciclo se, e somente se, c¢; e ¢z
foram ciclos. Agora, ambos ¢; e co devem entdo ser bordos também; portanto,
Hy(S%(S1)) = 0. Porém, mostraremos em breve que H;(S!) ~ Z.

A primeira aplicacdo do Teorema 29 serd o desenvolvimento de uma téc-
nica para estudar a homologia de um espago X em termos da homologia das
componentes de um recobrimento i/ de X. No caso nao trivial mais simples, o
recobrimento U consiste de dois subconjuntos U e V tais que Int UUInt V' = X
Por conveniéncia sejam A’ o conjunto de todos os n-simplexos singulares em U e
A" o conjunto de todos os n-simplexos singulares em V. Entdo S, (U) = F(4"),
S.(V) = F(A"), S,(UNV) =FA NA"), SY(X) = F(A UA"). Note que
existe um homomorfismo natural h : F(A") @ F(A”) — F(A" U A”) dado por
h(a};,a}) = a;+a’. Temos que h ¢ um epimorfismo. Por outro lado, existe o ho-
momorfismo g : F(A'NA") — F(A")@® F(A”) dado por g(b;) = (b;, —b;). Segue
que g ¢ um monomorfismo e ho g = 0. Agora suponha h(>_ n;a;, > m;ay) = 0.
Isto &, Y niaj+>_ mjay = 0. Visto que estes sdo grupos abelianos livres, a timica
maneira de isso acontecer é para cada n; # 0, a;, = a;-’ para algum j e além disso
m; = —n;. Todos os m; # 0 devem aparecer desta maneira. Isto implica que
todos os a} estdo em A’ N A" e se v = ) n;a;, entdo ) m; a = —x. Portanto,
v e F(A'NA") e g(x) = (D nia;, Y mjay). Isto prova que ker(h) C Im(g), e

interpretando estes fatos em termos dos grupos de cadeias temos para cada n

uma seqiiéncia exata curta
0— S, (UNV) 2 8,(U) @ Su(V) 25 sU(X) — 0.

Defina um complexo de cadeias S, (U) @ S, (V') colocando (S.(U) ® S« (V)), =
Sn(U) & S, (V) e considerando o operador bordo como o bordo usual em cada

componente. Entao a seqiiéncia acima se torna uma seqiiéncia exata curta de
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complexos de cadeias e aplicagoes de cadeias de grau zero.

6 Seqiiéncia de Mayer Vietoris

Pelo Teorema 28, existe uma seqiiéncia exata longa de grupos de homologia

associada & seqiiéncia acima

A HUAV) S Hy (S (U)® S (V) 25 Hy(SY(X) S Hy i (UNV) = - -
Pela definicao do complexo de cadeias, temos que H, (S, (U)®S.(V)) = H,(U)®
H,(V), e pelo Teorema 29 temos H, (SY(X)) ~ H,(X). Incorporando estes
isomorfismos a seqiiéncia exata longa, temos estabelecida a seqiiéncia de Mayer-

Vietoris

A H,UNV)S Hy(U)® Hy(V) S Ho(X) S Hy o (UNV) — -

Note que se definirmos por

U
T TN
unv UuVvV =X

JV/

as respectivas aplicagbes inclusdo, entdo g.(z) = (ix(z), —j«(x)) e hi(y,z) =
k«(y) + l«(z). O homomorfismo conectante A pode ser interpretado geome-
tricamente como segue: qualquer classe de homologia w em H,(X) pode ser
representada por um ciclo ¢ + d onde ¢ é uma cadeia em U e d é uma cadeia
em V. (Isto segue do Teorema 29) Entdo A(w) é representado pelo ciclo dc em
unv.

A construcédo da seqiiéncia de Mayer-Vietoris é natural no sentido que se X’ é
um espago, U’ e V' sdo subconjuntos com Int(U" ) UInt(V') =X, e f: X — X' &
uma aplicagdo para a qual f(U) CU’ e f(V) C V', entdo temos comutatividade

em cada retangulo do seguinte diagrama, que se estende para a direita e para a
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esquerda

Ho(UNV) =2 H(U) ® Ho (V) — Hy(X) —2 = H, o (UN V)

lf* lf*eaf* lf* lf*
h/

H,(U'NV'") 2> H,(U) & H, (V') —=> H,(X') =2 H, (U’ N V")

Exemplo 30. Seja X = S' e denotemos por z e z’ os pélos norte e sul, respec-
tivamente, e por x e y os pontos no equador (Figura 1.5). Sejam U = St — {2/}
e V = S! — {z}. Entdo na seqiiéncia de Mayer-Vietoris associada a este reco-

brimento temos
Hy(U) @ Hy (V) 225 Hi(SY) 25 Ho(UNV) 2 Ho(U) @ Ho(V).

O primeiro termo é zero visto que U e V sdo contrateis. Logo, A é um
monomorfismo e Hp(S!) sera isomorfo 4 Im(A) = ker(gs). Um elemento de

Hy(UNV)~Z®Z pode ser escrito na forma ax + by, onde a e b sdo inteiros.

Figura 1.5: S'.

Agora, g.(ax + by) = (ix(azx + by), —j.«(ax + by)). Visto que U e V sdo
conexos por caminhos, i, (ax + by) = 0 se, e somente se, a = —b e analogamente
para j.. Logo, o ntcleo de g, é o subgrupo de Ho(U NV) consistindo de todos
os elementos da forma ax — ay. Isto é um subgrupo ciclico infinito gerado por
x — y. Portanto, concluimos que H;(S') ~ Z. Para dar geometricamente um
gerador w para este grupo, devemos representar w pela soma de duas cadeias,
c+d,onde c €U ed eV, para as quais 9(c) =z —y = —9(d). As cadeias c e

d podem ser escolhidas como mostrado na Figura 1.6.
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Figura 1.6: Cadeias c e d para S*.

Para qualquer inteiro n > 1, a porgao da seqiiéncia de Mayer-Vietoris

H,(U)& H,(V) 22 H,(S) = H,_,(UNV)

tem os dois extremos iguais a zero. Portanto, H,(S') = 0.

Isto completa a determinacdo da homologia de S*.

7 Homologia da Esfera

Agora procedemos indutivamente para calcular a homologia de S™, para cada

n. Relembremos que S™ = {(x1,...,2p41) | 7 € R, Y 27 = 1} C R*""!. Da

forma usual considere R™ C R"! como todos os pontos da forma (x1, . .., ,,0).
Sob esta inclusdo S"~! C S™ como o “equador”. Denotemos por z = (0,...,0,1)
ez =(0,...,0,—1) os polos norte e sul de S™. Entdo, pela projecao estere-

ografica, S™ —{z} e S™ — {z'} sdo homeomorfos a R™. Além disso, S™ —{zUz'}

¢ homeomorfo a R™ — {0}.
Proposi¢do 31. S"~! ¢ um retrato por deformacdo de R™ — {0}.

Prova: Seja i : S"! — R" — {0} a aplicacdo inclusdo. Precisamos encontrar
g:R"—{0} — S"~!tal que goi: S"~! — S"~! ¢aidentidadeeiog : R*—{0} —
R™ — {0} & homotépica & identidade. Tomamos g : R™ — {0} — S"~! dada por

(1,0, 2n)
g(x1, . ymp) = ————
Y @zl
Entéo, temos que (goi)(x1,...,2,) = gli(z1, ..., )] = g(@1,...,2n) =
(x1,...,2y), pois (x1,...,2,) € S" L, ou seja, ||(x1,...,2,)|| = 1.

BICMar, VorumeE V, OutuBro DE 2008



SOBRE A ExisTiNciaA DE CAMPOS DE VETORES NA KSFERA 43

Definimos entdo F : R"—{0} x I — R™—{0} por F(z,t) = (1—¢t)[(icg)(x)]+
tx. Temos F(z,0) = (10 g)(z); F(z,1) = z. Portanto, (i o g) é homoto6pica a
identidade.

Logo, S"~! & um retrato por deformacio de R"™ — {0}. |

Sejam agora U = S™—{z}, V = S" —{2'}; temos que UNV = S —{zUz'}.
Entao pelas observacoes e pela Proposicao 31, a seqiiéncia de Mayer-Vietoris

para este recobrimento se torna
Hp(R™) ® Hyy (R™) 25 H,y(S™) 2 Hy 1 (S") 2 Hyy 1 (R™) @ Hpo oy (R).

Para m > 1 os termos dos extremos sdo zero e assim A é um isomorfismo. Para
m=1en >1, g. e A devem ambos ser monomorfismos e assim H;(S™) = 0.

Isto fornece o passo indutivo na demonstragao do seguinte:

Teorema 32. Para qualquer inteiro n > 0, H.(S™) é um grupo abeliano livre

com dois geradores, um em dimensao zero e um em dimensao n.
Corolario 33. Para n #m, S™ ¢ S™ ndo tém o mesmo tipo de homotopia.

Definicdo 34. Defina o n-disco em R™ como D" = {(z1,...,7,) € R"| Y 2? <

1} e note que S"~! C D™ ¢ o seu bordo.
Corolario 35. Ndo existe retracio de D™ sobre S™7 1,

Prova: Paran = 1 isto segue do fato que D' é conexo e S° ndo. Suponha n > 1
e f: D" — 8" uma aplicacdo tal que f oi = Id, onde i é a inclusdo de S~ !
em D"

Isto implica que o seguinte diagrama de grupos de homologia e homomorfis-

mos induzidos é comutativo

Hnil(Snfl) anil(Snfl)

T

H,_1(D"™)
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Entretanto, como H,_1(D™) = 0, isto nos d4 uma fatoracdo da identidade em
um grupo ciclico infinito através do zero, o que é impossivel. Portanto, nao

existe tal retracao f. [

Corolario 36 (Teorema do ponto fixo de Brouwer). Dada uma aplicagio
f: D™ — D", existe x € D™ com f(z) = x.

Prova: Suponha f : D™ — D" sem pontos fixos. Defina uma funcao g : D™ —
S"~1 como segue: para x € D™ existe uma semi-reta bem definida comecando
em f(z) e passando por z. Defina g(z) como o ponto da intersec¢do da semi-
reta com S"~! (Figura 1.7). Entao g : D" — S"~! é continua e g(x) = x para
todo x € S"~1. Mas a existéncia de tal aplicacdo g contradiz o Corolario 35.

Portanto, f deve ter um ponto fixo. [

g(x)

Figura 1.7: g : D" — S"~1,

8 O Grau de uma Aplicagdo

Definicdo 37. Sejan > 1 e suponha que f : 8™ — S™ é uma aplicagdo. Escolha
um gerador « de H,(S™) ~ Z e note que o homomorfismo induzido por f em
H,(S™) tem f.(a) = m -« para algum inteiro m. Este inteiro é independente

da escolha do gerador visto que f.(—a) = —fi(a) = —m-a=m - (-a). O
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inteiro m é o grau de f, denotado por d(f). E freqiientemente chamado de grau
de Brouwer, como resultado do trabalho de L. E. J. Brouwer. O grau de uma
aplicacao é uma generalizacao direta do “niimero de enrolamento” associado com

uma aplicacao do circulo nos nimeros complexos diferentes de zero.

As seguintes propriedades béasicas do grau de uma aplicacio sio conseqiién-
cias de resultados anteriores:
(a) d(Id) = 1;
(b) se f, g: S™ — S™ sdo aplicagdes, d(f o g) = d(f) - d(g);
(c) d(aplicagao constante) = 0;
(d) se f e g sdo homotopicas, entdo d(f) = d(g);
(e) se f é uma equivaléncia de homotopia, entdo d(f) = £+ 1.
Outra propriedade é que existem aplicacoes de qualquer grau em S™ sempre
que n > 0. Uma propriedade muito mais sofisticada é o resultado de teoria de
homotopia de Hopf, que é a reciproca da propriedade (d), se d(f) = d(g), entao
f e g sao homotodpicas. Logo, o grau é um invariante algébrico completo para o

estudo de classes de homotopia de aplicacoes de S™ em S™.
Proposicdo 38. Sejan > 0 e defina f: S™ — S™ por
f(Il,ZCQ, ceey In+1) = (—CCl, T2y .. . ,In+1).

Entao d(f) = —1.

Figura 1.8: Definicao de f.
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Prova: Consideremos primeiro o caso n = 1 (Figura 1.8). Como antes, sejam
z=1(0,1),2" =(0,—-1)ex = (—1,0), y = (1,0). Os recobrimentos U = S1—{z'}
eV =81 — {2} tém a propriedade que f(U) CUe f(V)C V.

Logo, pela naturalidade da seqiiéncia de Mayer-Vietoris o diagrama

0 — Hy(SY) —2> Hy(UNV)

| lf

0 —= Hy(S') —2= Hy(UNV)

tem linhas exatas e o retangulo comuta, onde f3 é a restricao de f. Recordemos
que um gerador o de Hy(S1) era representado pelo ciclo c+d, onde dc = z—y =

—0d, e A(a) é representado por x —y. Agora
Afila) = faA(a) = fs(z —y) =y — 2 = —Aa) = A(-).

Visto que A é um monomorfismo, d(f) = —1.

Suponha agora que a conclusao é verdadeira na dimensao n —1 > 1 e con-
sidere S™~1 C S™ como antes. Tomando U e V como o complemento dos pélos
sul e norte respectivamente, em S™ a inclusdo i : S»~! — UNV & uma equivalén-
cia de homotopia. Visto que n > 2, o homomorfismo conectante na seqiiéncia

de Mayer-Vietoris ¢ um isomorfismo. Logo, no diagrama

Ho(S") —2 Hy 1 (UNV) <2 H, (5™

~
~

f T

H,(S") —2> H, (UNV) <2 H, (5"

~
~

cada retangulo comuta e os homomorfismos horizontais sao isomorfismos. Se «

é um gerador de H,(S™),

fol@) = A7 3. A () = AN i P A(a) = — AL T A(a) = o

Isto d& o passo indutivo e a demonstracao estd completa. [ |
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Corolario 39. Se f:S" — S™ ¢ dada por
f($1,...,$n+1) = (ml,...,—mi,...,an)

entao d(f) = —1.

Prova: Seja h : S™ — S™ a aplicacao que troca a primeira com a i-ésima
coordenada. Entdo h ¢ um homeomorfismo (h = h~!), e entdo d(h) = £ 1. Seja

g(x1,. .., pnt1) = (—21,...,Znt1). Entdo, d(g) = —1. Portanto,

d(f) = d(hogoh)=d(h)*d(g) = (£1)*(~1) = (-1).

Corolario 40. A aplicacio antipodal A : S™ — S™ definida por
A(ry,. .., xny1) = (=21, .., —Tpi1) tem d(A) = (—1)" T,

Prova: Pelo Corolario 39, A é a composicao de (n+ 1) aplicagoes, todas de grau

—1. [ ]

Proposicdo 41. Se f,g: S™ — S™ sdo aplicagdées com f(x) # g(x) para todo

x € S™, entio g € homotdpica a Ao f.

Figura 1.9: Homotopia entre Af(z) e g(x).
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Prova: Graficamente a idéia é a seguinte: como g(z) # f(z), o segmento em
Rt de Af(z) até g(z) ndo passa pela origem. Logo, fazendo projegoes da
origem sobre a esfera obtemos um caminho entre Af(x) e g(z) (Figura 1.9).
Estes sao os caminhos que produzem a homotopia desejada. Em particular
definimos uma funcao F : S™ x I — S™ por

(1—t)Af(x) +t-g(x)
(1 =8)Af(x) +t- ()’

que da a homotopia explicitamente. [ |

F(x,t) =

Corolario 42. Se f : 52" — 52" ¢ uma aplicacdo continua, entio existe v € S2"

com f(x) =z ou existe y € S*™ com f(y) = —v.

Prova: Se f(z) # x para todo z, entdo pela Proposi¢do 41 f é homotopica a
A. Por outro lado, se f(z) # —x = A(z) para todo x, entdo f é homotopica a
Ao A=1Id.

Quando estas duas condigbes acontecem, temos d(A4) = d(f) = d(Id).
Porém, d(A) = (—1)>"*! = —1 e d(Id) = 1, entdo as duas condi¢des nio

podem ocorrer simultaneamente. [

9 Campos de Vetores

Definicdo 43. Um campo de vetores em S™ é uma fungdo continua f : S — S”
tal que z e f(z) sdo perpendiculares para cada x em S™. Um campo de vetores
f em S™ é interpretado como segue: f é uma funcdo continua que associa a
cada vetor unitario z de R"*! um vetor unitério de R™*! tal que = e f(z) sdo
perpendiculares. Se imaginarmos que o vetor f(z) é transladado de modo a ter

x em S™ como ponto inicial, entdo f(z) deve ser tangente & esfera S™.
Estamos agora em condi¢oes de provar nosso resultado principal:

Teorema 44 (Teorema de Brouwer-Poincaré). Eziste um campo de vetores

em S™, n > 1 se, e somente se, n € impar-.

BICMar, VorumeE V, OutuBro DE 2008



SOBRE A ExisTiNciaA DE CAMPOS DE VETORES NA KSFERA 49

Prova: Se n ¢ impar, um campo de vetores em S™ pode ser definido por:
flxr, 2o, pny1) = (X2, —X1, X4, —T3, ..., Tpy1, —Tp), COM (T1,T2, ..., Tpt1)
em S". Temos que f é uma funcdo continua de S™ em S™. Além disso,
x - f(z) = (v122 — 2122) + (X324 — T324) + -+ + (TnTpt1 — TnTny1) = 0.
Portanto, f é um campo de vetores em S™.

Agora, se n é par, segue do Corolario 42 que nao existe campo de vetores

em S™. [ ]

Para n = 2, este resultado pode ser visualizado da seguinte maneira: pense
em cada vetor como um fio de cabelo. Encontrar um campo de vetores em S? é
equivalente a descrever um método para “pentear os fios de cabelo” tal que cada
fio é tangente A esfera e suas dire¢oes variam continuamente. De acordo com o
Teorema de Brouwer-Poincaré, tal penteado é impossivel.

Abstract: In this work we present a study on the existence of vector fields on

the sphere, via degree maps and Mayer-Vietoris sequence.

Keywords: Mayer-Vietoris sequence, vector fields, maps degree
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Homeomorfismos e Homotopias

Karen Regina Panzarin'
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Resumo: H& duas questoes primordiais em Topologia: extensao de funcoes e
classificacdo de espagos topologicos. A classificacio de espacos topoldgicos pode
ser feita através de homeomorfismos ou de uma maneira mais fraca através de
homotopia ou ainda por uma relacao de bordismo. Neste trabalho, tratamos
da classificacao através de homeomorfismos, porém mostrando a diferenca en-
tre a classificacdo por homeomorfismo e por homotopia através de um exemplo
bastante intuitivo, porém fortemente motivador. A classificacao por homeomor-
fismos é feita através de invariantes topologicos, como a conexao, a caracteristica

de Euler, o grupo fundamental, os grupos de homologia e de cohomologia.

Palavras-chave: homeomorfismo, homotopia, classificacdo de espagos

1 Homeomorfismos

Definicdo 1. Sejam X e Y espacos topologicos. Dizemos que f : X — Y &
um homeomorfismo se é continua, bijetora e com inversa g, também continua.

Nesse caso, dizemos que X e Y sdo homeomorfos e denotamos por X ~ Y.
Vamos ver, intuitivamente, a idéia geométrica através de um exemplo.

Exemplo 2. Considere as letras M e N.
M—>N
M—>N

TMEC/SESu
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Em M, se tomarmos N do lado esquerdo e fizermos a correspondéncia com N
sobre o segmento da esquerda mais a diagonal, e esticarmos o lado direito de M
fazendo a correspondéncia com o segmento da direita de N entao transformamos
o M em N. De modo anélogo, se tomarmos o segmento N da esquerda mais a
diagonal de N e fizermos a correspondéncia com M sobre o lado esquerdo, e
dobrarmos o segmento da direita de N fazendo a correspondéncia com a outra

metade de M, entdo transformamos N em M.

Exemplo 3. Consideremos agora, as letras | e X. Ndo conseguimos um homeo-
morfismo de X em | (I em X), pois, ao tirarmos o ponto central de X e o ponto
central de |, teremos X com quatro segmentos, enquanto que | tera apenas dois,

porém sao homotopicos.
Vejamos agora, formalmente, dois exemplos de espacos homeomorfos.

Exemplo 4. Sejam X; = {(x,9); (z,y) # (0,0)} e Xo = {(z,y, 2);2%2 + 3% =1}
dois espagos. Defina b’ : Xo — X; por (z,y,2) — (ze*,ye?), isto &, projete
cada ponto (z,y, z) € X2 no ponto (x,y) e em seguida, estique-o multiplicando
suas coordenadas pela funcao e?.

Para definir h : X; — X5, proceda da seguinte forma: normalize cada ponto

(z,y) € X; para obter , Y e a seguir associe o ponto
\/xz + 92 \/I2 +y2
1 1
° , Y , = In (2% +¢?) | cuja cota = In (2 4 3?) é obtida resol-
Va+y? a? +y? 2 2

vendo-se a equagao e = /2 + 2.

Disso, tem-se ho h/(x,y,z) =

_ re? yez lln . ) - )
<\/(:v62)2+(ye'2)2’\/(me2)2+(yez)2’2 ((ee”)" + y ”)

_ < re? ye® In (ez /2 _|_y2)>

62\/1'2 _|_y27 62\/1'2 +y2

=(2,y,Ine?) = (z,y, 2).
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Também,

In/x2+y2

n' o h(z,y) = < v x2+y2> = (z,y).

€ Y
——c ,————2c¢
/IQ + y2 /IQ + y2
Portanto, h ¢ inversa de b’ e como ambas sao continuas, temos que X; e Xo

sao homeomorfos.

Exemplo 5. Consideremos agora f : S? — {(0,0,1)} — R? definida por

f(x,y,z): (1f—Z712—Z)’

onde dado (z,v,2) € S —{(0,0,1)} e considerando a reta determinada por este
ponto e (0,0, 1), tem-se f(x,y, z) como o ponto que esta reta intercepta o plano
xy. A aplicagdo g : R? — S% — {(0,0,1)} definida por

2z 2y 22 +y? -1
22+ +17 2249241 22 +9y2 +1

g(@,y) = (

é obtida de maneira similar a anterior. As aplicagoes f e g sdo continuas, pois
suas funcdes componentes sao continuas.

Além disso,

2z 2y x2+y2—1)

(fog)(xvy):f(g(xvy)):f<x2+y2+1’x2+y2+1’x2+y2+1

2z 2y
z2+y2+1 z2+y241

1— 224y2—1 ’1_ 224y2—1
z24y2+1 z24y?+1

= <2§27y) = (2,9),

(wo Dles) =alsem ) =a (T 1) =

() ()
(1fz)2+(13z)2+1 (1fz)2+

para qualquer (z,y) € R? e
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para qualquer (z,y,z) € S — {(0,0,1)}.

E concluimos assim que f é um homeomorfismo.

Para a classificacao de espagos topologicos por homeomorfismos, definimos

a seguinte relacao de equivaléncia: X =Y < X e Y sao homeomorfos.
2 Homotopias

Definicdo 6. Duas aplicagdes g,h : X — Y de um espaco topoldgico X a
um espaco topoldgico Y sdo homotodpicas se existir uma familia de aplicagoes
continuas f; : X — Y (¢t € [0,1]) , tais que fo = g e f1 = h . Denotamos por

g ~ h e dizemos que f; (¢t € [0,1]) € uma homotopia entre eles.

Exemplo 7. Intuitivamente, se considerarmos as letras X e Y e se tomarmos a
parte superior de X e a levarmos na parte superior de Y e fecharmos a parte
inferior de X levando-a na parte inferior de Y, estaremos transformando X em

Y, por uma homotopia.

Lema 8. A homotopia é uma relacio de equivaléncia no conjunto das aplicacdes

Y —- X.

Prova: [f ~ f]| Usaremos a homotopia “constante” f; = f; mais precisamente,
F:Y x I — X é definida por F(y,t) = f(y) para todo ¢. Ela é continua uma
vez que F' = fop;.
[f 9= 9=~ f] Seja F : f ~ g. Definimos a aplicacdo Ry : Y x [ — Y x I,
por

Ry (y,t) = (y,1 - 1).
Ela é continua, ja que suas aplica¢oes componentes o sdo. Agora, FoRy : g >~ f
é continua ja que F' e Ry sao.
[f~g9geg~h= f~h]SejaF:f~geG:g~h. Definimos uma aplicacio
FxG:Y xI— X por

F(y,2t),
FxG,1) :{ Gly.2t - 1),

o= O
IAIA
IAIA
i
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Primeiro observe que a fungio esté definida duas vezes nos pontos (y,t) com

t = 1/2. Mas os dois valores coincidem ja que

F(y,1) = g(y) = G(y,0).

Claramente F * G é continua em Y x [0,1] e em Y x [3,1]. Assim, como F e
G sao continuas, estao definidas em intervalos fechados e a intersec¢ao coincide,

F x G é continua. ]

Definicdo 9. Sejam X e Y espagos topoldgicos. Uma aplicagdo f : X — Y &
uma equivaléncia de homotopia entre X e Y se existe uma aplicagdo g : ¥ — X
tal que as compostas gof : X — X e fog:Y — Y sdo homotopicas & aplicagdo

identidade de X e Y, respectivamente.

Aplicacdo 1. Consideremos o conjunto das letras do alfabeto, e facamos uma
classificacao por homeomorfismos e por homotopias.

Por homeomorfismo, obtemos nove classes:
{A,R} {B} {C,G,JL,M,N,S,UV,W,Z}
{D,0} {EFTY} {H.K}
{P} {Q} {x}
Por homotopia, obtemos trés classes:

{AR,D,O,P} {B.Q} {CI.LLM,N,S,UV W,ZFJTY,GHKX}

Essa aplicacao nos mostra que a classificacdo por homotopias em geral, é

mais fraca do que por homeomorfismos.

Abstract: Tt has two primordial questions in Topology: extension of functions
and classification of topological spaces. The classification of topological spaces
can be made through homeomorphisms or in a weaker way through homotopy
or by a relation of bordism. In this work, we deal with the classification through
homeomorphisms, however showing the difference of the classification for home-

omorphism and for homotopy through an intuitive example. The classification
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for homeomorphisms can be made through topological invariants, as the con-
nection, the characteristic of Euler, the fundamental group or the groups of

homology and cohomology.

Keywords: homeomorphism, homotopy, classification of spaces
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Resumo: O objetivo deste trabalho é o de demonstrar o teorema fundamental
da algebra de uma forma elegante e rapida via o uso de ferramentas da topologia

algébrica.

Palavras-chave: homotopia, levantamento de fun¢do continua, grau de funcao

continua.

1 Defini¢des e Resultados

Nesta secao faremos brevemente um resumo das definicoes, teoremas e lema
necessarios para o entendimento da demonstracdo do teorema fundamental da

algebra dado na secao 2.

Definicdo 1. Sejam f,g:Y — X continuas. Se existir F': Y x I — X continua
tal que para todo y € Y,

F(y,0) = f(y)
F(y,1) = g(y),

entao F' é uma homotopia entre f e g e dizemos que f e g sao homotdpicas.

Definicdo 2. Seja f :Y — X uma funcdo continua, f é nulohomotoépica se f é

homotopica a g : Y — X onde g é uma funcao constante.

Defini¢do 3. Sejam X um espaco topoldgicoe f : X — S! uma fungao continua.
Se pudermos encontrar g : X — R tal que f = eog, onde e : R — S! denota a

fungao exponencial, entao diremos que g levanta f ou g é um levantamento de

TPET-Matematica
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f. Em outras palavras, o diagrama

7
g , le
//f

x s

é comutativo.

Teorema 4. Qualquer funcdo continua f : I — S' tem um levantamento
g : I — R, que € inico a menos de translacao por um inteiro. Portanto, se

ap € R com e(ag) = f(0), existe um inico levantamento g, com g(0) = ag.
Prova: Vide [1], Theorem 6.2, pg. 66. ]
Defini¢do 5. Seja f: S' — S! continua, e considere o diagrama comutativo

I— R

efl l

51%51

onde g é o levantamento para a funcdo continua f o (e|I) dado pelo teorema 4.

Como €(0) = e(1) = 1, logo e(g(1)) = f(e(1)) = f(e(0)) = e(g(0). Assim,

g(1) — ¢g(0) é um namero inteiro, o qual é chamado de grau de f.

Teorema 6. As sequintes condicdes sobre f : S — S' continua, sdo equiva-

lentes:
i) f € nulohomotdpica.
i) f tem grau zero.
iii) f tem um levantamento f': S* — R.
Prova: Vide [1], Theorem 6.4, pg. 68. ]

Necessitaremos também do
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Lema 7. Suponha que f : X — S ndo ¢ sobrejetiva. Entdo f é nulohomotdpica.

Prova: Vide [1], Corollary, pg. 66. ]

2 Teorema Fundamental da Algebra

Teorema 8. Qualquer equacgdo polinomial nao constante em C tem pelo menos

Uma raiz.

Prova: Suponhamos por absurdo que nao tenha raiz e vamos chegar a uma

contradicdo. Escrevamos o polinémio como
n
P(z) = g a;z, n>1, ap#D0.
i=0

Dividindo por a,, o polinémio tem 1 como coeficiente de z™. Assim, sem perda

de generalidade, podemos assumir que a, = 1.

Definamos a funcao F : S x R, — S por

A funcao F esta bem definida desde que P néo se anula e é continua. Além disso,
se escrevermos f.(z) = F(z,7) entdo F d4 uma homotopia G : S x I — S*
definida por G(z,t) = F(z,(1 — t)r1 + tr2) entre as aplicagbes f, e fr,, para
quaisquer 71,73 € R;. Observemos que

P(0z) ag

2 =20 g,
[P(02)] ol

fo(z) = F(2,0) =

Logo fo é constante e portanto tem grau zero.
Mostremos que para r suficientemente grande, f,. tem grau n. Isto dard uma

contradicd@o, pois como fy ~ f, entao f, teria grau zero. Tomemos

n—1
R > max <Z |asl, 1) .

=0
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Entéo, com |z| =1 temos,

n—1 n—1 n—1
D ai(R2)'| <Y Jai(Re)| = Y _|as| RY|z] =
1=0 1=0 1=0
n—1 . n—1
=Y [ai|R" < R TJa;| < R"'R=R" = |(R2)"|.
=0 =0

Assim

iai(Rz)i
i=0
|(Rz)"|

Segue, em particular, que P(Rz)/(Rz)™ tem uma parte real positiva, pois

<1 (%)

n—1 n—1
Zai(Rz)i + (R2)" Zai(Rz)i
_ =0 _ =0

P(Rz)
Ry Ry w7
cuja parte real ¢ 1 4+ Re ((Rlz)" ;ai(Rz)Z) . Mas por (*),
1 = e . (P(R2)
Re (—(Rz)n;az(}z ) ) <l1=R ((Rz)n) > 0.
Portanto,
P(Rz) | (Rz)™ _ P(Rz) |R|™|z|"™ _ ifR(z)
(Rz)™ | P(R2) |P(Rz)| Rrz" 2" '

Assim fgr(z)/z™ tem parte real positiva e norma igual a 1. Logo a aplicagdo
g : St — 8! definida por z — fr(z)/2" néo é sobrejetiva. Portanto, pelo lema
7, temos que g é homotopicamente nula, o que implica que g tem grau zero.
Assim 0 = deg(g) = deg(frP-n) = deg(fr) + deg(P-,) = deg(fr) — n, onde

P_,(z) = z7™. Logo deg(fr) = n e portanto chegamos a uma contradi¢do. ®

Abstract: The purpose of this work is to prove the fundamental theorem of
algebra of one elegant and quick form way the use of tools of the algebraic

topology.

Keywords: homotopy, lifting of continuous map, degree of continuous map.
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A Conexao Como Invariante Topolégico

Cristiane Rodrigues, Flavia Graciani,
Paulo R. Isler e Rodrigo de S. Bortolucci

Orientador(a): Vanderlei Marcos do Nascimento

Resumo: Neste trabalho apresentamos como a conexao permite classificar os

intervalos nao degenerados da reta, a menos de homeomorfismos.

Palavras-chave: Conexao, Homeomorfismo e Invariante Topoldgico

1 Introducao

Aqui apresentamos os conceitos e resultados que utilizaremos, sem demons-
tracoes. Essas podem ser encontradas em qualquer texto sobre espagos métricos,

por exemplo em [1].

Definicdo 1. Sejam M e N espagos métricos. Um homeomorfismo de M sobre
N & uma bijecdo continua f : M — N, cuja inversa f~! : N — M também é

continua. Se existe uma tal f, diz-se que M e N sao homeomorfos.
Proposicdo 2. A composta de dois homeomorfismos € wm homeomorfismo.

No conjunto I de todos os espagos métricos, consideremos a seguinte relacao
binaria: A e B pertencentes a I estdo relacionados (A ~ B) se, e somente se, A

e B sdo homeomorfos.
Proposicdo 3. Essa relacio é de equivaléncia.

Prova: 1. A~ A: Para todo A € I, temos que id : A — A é um homeomor-
fismo. Logo A ~ A.

2. Se A ~ B, entao B ~ A: A ~ B, entdo existe um homeomorfismo h :

A — B. Logo a inversa h~! : B — A é continua e bijetora.
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64 A CoNExA0 ComMO INVARIANTE TOPOLOGICO

Falta mostrar que (h~!)~1 & continua. Mas (h=%)~! = h, a qual & con-

tinua. Logo h™' : B — A é um homeomorfismo, o que implica B ~ A.

3.5 A~ Be B~ C(Centao A~ C: Temos que A~ B = 3df: A— B
homeomorfismo e B ~ C = Jg : B — C homeomorfismo. Definimos
h=gof:A— C. Mas h : A — C é a composta de homeomorfismos,
entdo, pela Proposicio 2, h também é um homeomorfismo. Logo A ~ C.

Proposicdo 4. Sejam M e N espacos métricos, f : M — N um homeomor-
fismo. Se retirarmos wm conjunto finito de pontos do dominio e seus correspon-

dentes do contra-dominio obteremos
g: M —{a,b,....k} - N—{f(a), f(b),...,f(k)}
homeomorfismo, onde g = f|M — {a,b,... k}.

Proposicdo 5. Em um espaco vetorial normado, duas bolas abertas sdo home-

omorfas.

Definicao 6. Um espacgo métrico M é conexo se o fato: M = AU B, onde A e

B sao abertos disjuntos, implicar A = () ou B = {).

Proposicdo 7. Sejam M e N espacos métricos e f : M — N um homeomor-

fismo. M € conexo se, e somente se, N é conexo.

Teorema 8. Todos os intervalos de R, e apenas eles, sdo subespagos conexos.

2 Teorema Principal

Teorema 9. Os intervalos nao degenerados da reta, com a métrica usual sGo
classificados nas sequintes classes de equivaléncia.

I = {(a,b), (a,+0), (—00,b), (-0, +00);a,b € R}

I, = {[a,b), (a,b], [a, +0), (—0, b];a,b € R}

Is = {[a,b];a,b € R}.
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Isto significa que os intervalos de cada grupo sao homeomorfos entre si, mas

nenhum deles é homeomorfo a um intervalo de outro grupo.

Prova: Mostremos que quaisquer A e B € I; sdo homeomorfos:
Passo 1: Sejam (a, +00), (—o0, +00) € I;. Tomemos: f : (—oo,400) — (a,+00),
onde f(t) = a+¢€', Vt € (—o0,+00) e g : (a,400) — (—00,+00), onde
9(y) =In(y — a), ¥y € (a,+00).

Observemos que f e g sdo continuas pois as funcbes e e In sdo continuas.

Mostremos, entao, que f e g sao inversas uma da outra:

(fog)y)=fn(y—a) =a+e"¥ D =at+y—a=y
(90 1)) = gla+e!) = Infa+e' —a) = Ine!) = ¢

Portanto f € homeomorfismo.

Passo 2: Sejam (a,b), (—o0,+00) € I.
Sabemos que existe f : (a,b) — (=%, §) homeomorfismo, pela Proposicao 5.
Consideremos, g : (=5, %) — (—00,+00), onde g(t) = tant. Onde g é con-

tinua, bijetorae g~ !

= arctan também é continua. Logo g € um homeomorfismo.
Tomemos h = go f : (a,b) — (—00,+0). Sendo h composta de dois
homeomorfismos, A ¢ homeomorfismo.
Passo 3: Sejam (a, b), (a,+o0) € I.
Ja vimos em 2 que (a,b) € homeomorfo a (—oo, +00) e em 1 que (—o0, +00) é

homeomorfo a (a, +00). Logo pela transitividade (a, b) € homeomorfo a (a, +00).

Mostremos agora que quaisquer A e B € I3 sdo homeomorfos:
Passo 1: Primeiramente mostremos que [a,b) é homeomorfo a (a,b]. Tomemos
¢ :[a,b) — (a,b], onde p(t) =a+b—1tVt € [a,b), e também ) : (a,b] — [a,b),
onde Y(v) =a+b— v Vt € (a,b]. Ambas sdo continuas, ji que sdo lineares, e

como

(pop)(v)=pla+b—t)=a+b—a—-b+v =0,
(Wop)t)=v(a+b—t)=a+b—a—b+t=t,
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temos que ¢ e Y sao bijetoras.
Passo 2: Agora, mostremos que [a, b) € homeomorfo a [a, +00). Tomemos

a:lab) — [a,400), alt)=a +Z_ Vt € [a,b),

Bly) = - + by —a) , Yy € [a, +00).

f: la,F00) = a,d), l+y—a 14y—a

Temos que « e 8 sdo continuas pois a e 3 sao somas de quocientes de funcgoes

continuas. Falta mostrar que uma é a inversa da outra.

@00 = (3o + )
() )
b‘<1+z—a T+yo

o)
<a+m —@—a1+y—a>
*)

ot l1+y—a
N b(l+y—a)—a—>by
1+y—a
S Gk € k) B
b—a
t—a
i —a a—|—b<a—|——b_t—a)
o) =5 (at=7) = bt )
1+a+ 1)~

b(t — a)
_a+< b—t ) _alb=t)+bt—a) (b—a)t
G-0i-a  (-a  (b-a
(b—1)

Passo 3: (—o0,b] € homeomorfo a (a,b]: Para esta demonstragdo tomemos

_b+aly—0)

<p:(—oo,b]—>(a,b], 90(3/)— 1—|—y—b ,VyG(—OO,b]

A (a,b] — (—o0,b], M) =b+ 87D ve ()

(a—2)
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Temos que ¢ e X sdo continuas', uma ¢é a inversa da outra.?

Do mesmo modo mostramos para os demais casos os homeomorfismos.
Mostremos que [a, b] ndo é homeomorfo a nenhum A € .
Passo 1: Suponha que [a, b] € homeomorfo a (a,b) € I;. Entdo existe f : [a,b] —
(a,b) um homeomorfismo. Pelo Teorema 8, [a,b] e (a,b) sdo conexos. Pela
Proposigao 4 existe g : [a,b] — {a} — (a,b) — {f(a)} homeomorfismo. Mas (a, b]
é conexo e (a,b) — {f(a)} ndo é conexo.® Logo tal g ndo pode existir.

Passo 2: Analogamente mostramos para os demais A, € I;.

Mostremos que [a, b] ndo é homeomorfo a nenhum B € I5.
Passo 1: Suponha que [a, b] € homeomorfo a [a,b) € I5. Entéo existe f : [a,b] —
[a, b) homeomorfismo. Analisemos dois casos:
1) f(a) = a: Pela Proposigdo 4, existe g : [a,b] — {a} — [a,b) — {f(a)} = (a,b)
homeomorfismo. Também pela Proposicio 4 existe h(a,b] — {b} — (a,b) —
{g(b)} homeomorfismo. Mas isto ndo pode acontecer, pois (a,b) é conexo e
(a,) - {g(b)} ndo.
2) f(a) # a: Pela Proposigdo 4, existe g : [a,b] — {a} — [a,b) — {f(a)} home-
omorfismo. Mas isto ndo pode acontecer, pois [a,b] & conexo e [a,b) — {f(a)}
nao.

Passo 2: Analogamente mostramos para os demais B € I.

Nao ha homeomorfismo entre I; e I5: Se os elementos de I; e os elementos
de I, estivessem numa mesma classe, isto implicaria todos os elementos de I; e
I, serem homeomorfos. Mostraremos que isto nao ocorre, ou seja, os intervalos
da forma (a,b) e [a,b) ndo sdo homeomorfos e, portanto, nenhum elemento do
primeiro conjunto é homeomorfo a um elemento do outro conjunto.

Suponha que [a,b) ~ (a,b), isto &, existe f : [a,b) — (a,b) homeomorfismo.

TPelo fato de serem somas e quocientes de funcoes continuas.

20mitiremos a demonstracdo pois ela se da nos mesmos moldes do item 2.

3 A nio conexidade de (a, b)—{f(a)} se da ao fato de que (a,b)—{f(a)} = (a, f(a))U(f(a), b),
com (a, f(a)) N (f(a), b) = 0, (a. f(a) # 0 e (f(a),b) # 0. A garantia de f(a) € (a,b) se da

ao fato de supormos f bijetora.
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Entéo existe g : [a,b) — {a} — (a,b) — {f(a)} homeomorfismo. Porém [a,b) —
{a} = (a,b) é conexo, pelo Teorema 8, mas (a,b) — {f(a)} ndo é conexo. Logo,
pela Proposicao 7 tal homeomorfismo nao pode existir.

Portanto os elementos de I; e I, nao podem pertencer a mesma classe. =

Este método, de remover um nimero finito de pontos, para mostrar que cer-
tos espacgos nao sao homeomorfos, funciona apenas em casos simples. Situagoes
mais sutis necessitam de invariantes mais sofisticados. Por exemplo, no caso de
dois discos, A e B, onde A é fechado e B é aberto, usamos a compacidade para

mostrar que estes discos nao sdo homeomorfos.

Abstract: In this work we will show how the connection allows us to give a

classification of all non-degenerate intervals, up to homeomorphisms.

Keywords: connection, homeomorphism, topological invariant
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Introducao & Dinamica na Vizinhanca do Ponto
Lagrangeano [,

Joao Paulo Cerri!

Orientador(a): Prof. Dr. Tadashi Yokoyama

Resumo: O objetivo deste trabalho é o estudo das técnicas de sistemas dinaAmicos
na vizinhanca dos pontos de equilibrio instaveis. Em particular, vamos apresen-
tar a obtencdo da Hamiltoniana do sistema dindmico na vizinhanca do ponto
de equilibrio instavel Li. Isto serd feito numa série de poténcias através dos
Polinomios de Legendre. Mostraremos a existéncia de uma conveniente forma
de recorréncia, a qual permite escrever a Hamiltoniana numa forma muito con-

fortavel.

Palavras-chave: Pontos Lagrangeanos, Ponto de Equilibrio Instavel L, Proble-

ma Restrito dos 3 Corpos, Hamiltoniana na Vizinhanca de L.

Introdugéo

O Problema Restrito dos Trés Corpos (PRTC) estuda o movimento de uma
particula de massa infinitesimal sob a acao do campo gravitacional de dois
corpos (corpos primarios), que se movem em Orbita kepleriana em torno do
centro de massa do sistema. A particula infinitesimal ndo afeta o movimento
dos dois corpos, porém tem seu movimento afetado por eles. Apesar de tratar-
se de um problema de simples formulagao matematica, isso nao significa que
este apresente uma solugio analitica. Porém, solugdes particulares (solugoes
estacionarias) podem ser obtidas. Num sistema girante de coordenadas podemos
demonstrar a existéncia de 5 solugoes de equilibrio: Ly, Lo, L3, Ly e Ls, 0s
chamados Pontos Lagrangeanos do sistema. Duas destas solucoes de equilibrio,

L4 e Ls, sao estaveis e L1, Lo e L3 sao instaveis.

1Bolsista PET/MEC-SESU
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1 Expansdo da Hamiltoniana

Nesta secao descreveremos os detalhes da obtencao da Hamiltoniana em ter-
mos dos Polinémios de Legendre. Inicialmente, faremos a expansao das equagoes
do movimento em termos dos Polinémios de Legendre, para em seguida escrever-
mos a Hamiltoniana na forma desejada. O método como estes célculos foram
feitos encontram-se nas referéncias [5], [7], [8] e [9]. Alguns dos célculos serdo
apresentados da maneira mais detalhada possivel. O Ponto Lagrangeano aqui
considerado serd L.

Inicialmente, transladamos a origem do sistema de coordenadas sin6dico
para o Ponto de Equilibrio em questao. No caso, L;. Tomemos ~; a distancia
entre o Ponto de Equilibrio L; e o corpo primério de menor massa. Observamos
que este valor & dado pela tnica solugao positiva da Quintica de Euler.

A Quintica de Euler para os Pontos Lagrangeanos L e Lo é dada por:

V5 E (=307 + (3= 2u)7] — v} £ 2u75 — =0, (1.1)

para L; onde j =1, 2.

Observamos que o sinal superior na equagao acima corresponde ao Ponto La-
grangeano L; e o sinal inferior ao Ponto Lagrangeano Lo. Estes dois polindmios
podem ser solucionados numericamente através do Método de Newton.

Redimensionemos as variaveis de tal maneira que a distancia entre o corpo
primério de menor massa e a nova origem do sistema de coordenadas seja
unitaria. Ou seja, a distancia entre o corpo priméario de menor massa e o Ponto
Lagrangeano L seja unitéaria.

As velhas variaveis escritas em funcao das novas sdo dadas por:

v = —yatptc
y = -y (1.2)
z = 77

para j = 1,2, onde ¢ = —1 4 ~; para L; e ¢ = —1 — 75 para L.
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Faremos agora a expansao das distancias rfl e r;l em série de poténcias.

De forma geral temos que r~! é dado por:

= \/(,CC'_A)2+(y/_B)2+(Z/_C)2’ (13)

1 1
r

onde A, B e C sdo constantes.
Consideremos o desenvolvimento abaixo:
(' —A)?+(y —B)?+ (2 =C)? = 2 +y*+ 2% —2(Ax’'+ By +C2')+ A+ B*+-C?.

Tomando

pz:v'2+y'2+z’2, azAx’—i—By'—i—Cz', D2=A2+32+C2,

temos que:
(' — A2+ —B)?+ (¢ - 0)* =p? - 2a+ D%
Logo:
! ! . )
r VAP W - BP (- Op <” .

Supondo que temos sempre D? # 0 e p? # 0, podemos escrever ento:

_15 2 2 _% _%
2 2 2 @ P 1 p (2 p
-2 D =|D1- =<+ = =—|1l-=(=—-= .
(p o ) [ ( D2+D2)] IDI[ D<Dp D)]

Denotando
o

:D—p

e reescrevendo a equacao acima, obtemos que:
o P AV AN
2 2
-2 D =—|1-=(2t— = =—|1-2t=+ — .
(#-2ee0?) = i-5(2-5)] -m(1-25+ )

Logo:
_% 1 p p2 _%
2 2
-2 D = —1-2t—=+ — .
(p “r ) |D|( D+D2)

t
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Impondo na equagdo acima que 4| < 1, observamos que o lado direito da
igualdade trata-se da funcao geradora dos Polinémios de Legendre multiplicada
por um fator constante, ou seja, ﬁ. Sabemos que a funcao geradora para os

Polinémios de Legendre é dada por:

|r] < 1.

1 o0
y,v)= —F/— = Pnyrna
9(y,r) T ? nz:% (y)

Identificando os termos

y:t:Di e T =
p

Sl

e fazendo as substituicoes, obtemos:

pmen) - BEG (G o

Das equagoes (1.4) e (1.5) tiramos que:

1 1

P V@ APt W -BPt (- Op

|m§:<) (57) o

Impondo D > 0 na equagdo (1.6) concluimos que:

1 1
v VAP W -BE (- Op

_ DZ< > (Aa:—i—il;—l-c,z)’ an

onde P, é o Polindmio de Legendre de grau n.

A equacio acima é a expansio em série de poténcias da distancia r—1.
Fazendo uso da equacdo (1.7), obteremos agora as expansdes em série de

oténcias de 77! e 75! para o Ponto Lagrangeano L.
p 1 2 D
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Consideremos as mudangas de variaveis dadas em (1.2) para o Ponto La-

grangeano Li, ou seja:

r = -y +p—1+m
y = -y (1.8)
z = mz2

Lembrando que 1 # 0, pois trata-se da tnica soluc¢io positiva da Quintica
de Euler, ao substituirmos as mudancas de varidveis acima nas equagcoes de 71
e ro identificamos as constantes Ay, By, C1, D1 e Ay, By, Cs, Dy de 71 e 1o,
respectivamente.

1

As expansdes de r{~ e 7‘;1, fazendo uso da equagdo (1.7), sdo dadas entdo

por:

1 1S " >"+1 <:c)
— == 1) —— "P,( = 1.9
nom ;( ) (1—71 P P (19)

1 1 & x
B "pl=). 1.10
T2 st ;p (P) ( )

Foram obtidas entfio as expansdes em série de poténcias de 77 ' e 75 L.

Consideremos agora as equacoes do movimento do PRTC:

.o o0 oy o0 .00 (1.11)
r—2y=— T =— Z=— .
y 8:67 y ay? 627
onde
1 1-—
Oy, 2) = 22+ y? 422 4 L 1
2 1 T2

Introduzindo nas equagdes acima, as mudancas de variaveis (1.8) juntamente
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com as expansoes em série de poténcias de ry e ro, obteremos:

; . 0 n @
i =29 — (1+ )’ = @ZC”’) P"<;)

n>3
./ -/ ’ 6 > n {L'/
g 4+22" + (2 — 1)y = Wchp Pn<—) (1.12)
Yy n>3 P
0 — x
}(5/+C22/ = o Cnpnpn (_>7
0 2

onde p? = 2’2 +y'2+2'2, P, é o Polinémio de Legendre de grau n e os coeficientes
¢, 880 funcoes de p e dados pela seguinte expressao:

Cn (M) = 3
V3

Sl ) (1.13)

E muito importante observar que o lado esquerdo das equacdes (1.12) contém
os termos lineares enquanto que o lado direito contém os termos nao lineares.

As equagoes de (1.12) sdo as equagoes do movimento expressas em termos
dos Polinémios de Legendre. Os termos nao lineares foram expandidos em série
de poténcias.

Faremos os célculos para a obtengdo da terceira equagao de (1.12) e também
a deducdo da expressdo para c,(u). Os procedimentos para os calculos da
primeira e da segunda expressao de (1.12) se ddo de forma inteiramente analoga
ao que serd realizado aqui. E, portanto nao serao apresentados.

Consideremos a equagao:
. 0Q
P=—.
0z

00 o1y, 001
8z u@z ol Maz T

entdao a equacao anterior pode ser reescrita como:
g (1 g /(1
P=1—-pu)—|(— —— ).
2= M)(?z(rl)—i_'uaz (7’2)
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Introduzindo as mudancas de variaveis dada por (1.8), temos:

T = mr'+p—1l4m & o= mi i o= mi
y = my = gy = my = i = my
z = m7z z = mz i = mz

Observamos que
Como

entao temos que:

-0nB(2) o (3)
- 3ln(2) (3]

A equacdo do movimento em termos da nova varidvel z’ é dada por:

=—=—|(1—pu)— — . 1.14
* V2 0z ( " 1 +H7’2 ( )

Escreveremos a partir de agora a expressao

1 1
(1 —p)—+np—
T1 )

em termos dos Polin6mios de Legendre.

Substituindo as expansoes de rfl e r;l, dadas pelas equagoes (1.9) e (1.10),

na equacao acima, resulta:

1 1 1 [ (1 — p)yptt <:c’) = <x’)}
e 4+ = =I5 (cyp SN ep () np (2L
A=)+ 71{,;)( ) (T— )+’ p ,;JM) p

Em uma forma mais simplificada, temos:

R P [(—1)”% suorn(5) )

r re = L—my)n
Substituindo a equacdo (1.15) na equagao (1.14), obtemos:

n=0
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Ou melhor:
. 0 =1 (1 — p)ytt x
= 2N (e A e (2. 1.16
W;ﬁ[( T p (1.16)
Definindo:
1 o (1= )yt }
en() = = [(~1)" =2
) 73 {( ) (1 —yp)ntt

reescrevemos a equagcdo (1.16) na forma:

oo LS e (£) 0

p

Expandido os trés primeiros termos da série acima, temos:

= %{CW%(%) +c(ppP (%)Jr

+ co(p)p* Py <%) + i cn(p)p" Py, <%) } (1.18)

n=3

Para n = 0,1 e 2 os Polinémios de Legendre Py, P; e P, sao dados por:

Py(z) = 1, Pi(z) = x, Po() = %(3172 _1).

/
x

Fazendo x = —, temos:
p

/ / / / 1 I\ 2
w5 nG)-5 »G)-akG) )
p p p p 2 p
Substituindo Py, P; e Py acima, na equagao (1.18), obtemos:
é’—i c()+c()x’+§c()x——c —i—Zc i
= 571 ol +erlp 5C2(n 2(1)p n it

Lembrando que p? = (22 + 32 + 2’?) e ¢,(u) € uma constante dada em

termos de p e 71, ao calcularmos a derivada obtemos:

3= —coz +—chp"P ( >
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Portanto,

0 = x’
4o = —chp"Pn = . (1.19)
0z p
n=3
Lembremos que, anteriormente, definindo os momentos como sendo
De =T — Y, Py=Q+$a Dz = Z,
foi possivel obter a forma Hamiltoniana, abaixo, para o PRTC:

I—p p

T1 T2

1
H = 5(p% + ), + %)+ ype — apy =

A forma Hamiltoniana acima também pode ser escrita em termos dos Polino-
mios de Legendre. Isso possibilitard em seguida gerar através das formas de
recorréncia para os Polinémios de Legendre a sua parte nao linear. Ou seja, a
parte nao linear da Hamiltoniana sera obtida através de féormulas de recorréncia
para os Polindomios de Legendre. A Hamiltoniana estara a partir dai numa forma
adequada para o desenvolvimento computacional.

Observando que

L o 2 2 L—p p
Hzi(pw—i_py—’—pz)—i_ypw_xpy_ " _E
e lembrando de célculos anteriores que
l—p  p =1 [ (1—php™t ] (I’)
1 T2 nz::o T =1) (1 =)t P p

entdo através da introducdo das mudancas de varidveis, equacoes de (1.8), na

forma Hamiltoniana acima, obtemos:

1 = n x
H = S0} + 0y +02) + 4o —2'py = Y cap™ P (;) +K,  (1.20)
n>2

onde K é uma constante envolvendo p e 7.
A equacdo (1.20) é chamada de Forma Hamiltoniana Expandida do PRTC.
Observamos que a parte nao linear da forma Hamiltoniana acima pode ser
gerada confortavelmente através das formulas de recorréncia para os Polinomios

de Legendre.
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Definimos:

T

/
T2,y 2") = p" P, <—> (1.21)
p

Consideremos a seguinte formula de recorréncia para os Polindmios de Le-

gendre:
(n+1)Poyi(x) — 2n+ D)zPy(x) +nP,_1(z) =0, paran > 1. (1.22)
Tomando n = m — 1 e substituindo na equagio (1.22), obtemos:

mPp,(z) — (2m — D)aPp_1(z) + (m — 1)Py_2(x) =0, param > 2. (1.23)

/
Fazendo x = — na equagao (1.23) e manipulando-a de forma conveniente,
P

temos:

o (£) -0 () (2

1 ’
— L)Pm_g (x—), param > 2. (1.24)
p

m

Multiplicando ambos os lados da equagao (1.24) por p™ e simplificando,

obtemos:
/ 2 _ 1 /
o pm<w_) _Gm=b) (w_>
p m P

1 ’
— L)mem_g (x—), param > 2. (1.25)
m p

Podemos reescrever a equacdo acima convenientemente na forma:

/ 2 _ 1 /
o <x—) _m-l )x/pmflefl (I—>
p p

m

1 '
— Mprm_2Pm_2 (x—), param > 2. (1.26)
m p
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Lembrando que:

:C/
Tm—Q(xla y/a Z/) = pmiQPm—2 <;)

x/
Tm—l(xla 3/7 Z/) = pm_lpm—l (;)

xT

/
Tm('rlv y/v Z/) = mem <_) ’
p
ao substituirmos as equagbes acima na equagao (1.25), obtemos:

2m — 1
Tm(I/a y/a Z/) = (’n’;j/ni)x/ mfl(I/a ylv Z/)

-1
- L)pQTm,Q(:cl,y',z'), param > 2. (1.27)
m

Como p? = 22 + 42 + 2/? temos entdo que:

1
— (@ P+ DT (2, Y, ), param >2, (1.28)
m

de onde

To(z',y',2") =1 e T2,y 2") = 2.

Agradecimentos: Agradeco ao meu orientador Prof. Dr. Tadashi Yokoyama,
docente do DEMAC - Departamento de Estatistica, Matematica Aplicada e
Computacao do IGCE - UNESP Rio Claro, pela dedicagao e incentivo durante
todo o tempo em que estivemos trabalhando juntos. Agradeco também ao
Programa de Educacao Tutorial - PET do Curso de Matematica pela bolsa
PET/MEC-SESU concedida. Agradeco ainda aos demais professores pelos ensi-
namentos e a aqueles que contribuiram de forma direta ou indireta na confecgao
deste trabalho.

Abstract: The aim of this work is to show some basic techniques related to

the study of the dynamics in the vicinity of L;. In particular, we present the
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obtention of the Hamiltonian which governs the motion around L;. As usual,

this is done through classical Legendre Polynomials. We show the existence of

a convenient recurrent formula that allows us to write the expansions in a very

comfortable form up to any order.

Keywords: Lagrangian Points, Unstable Equilibrium Point L;, Restricted Three-

Body Problem, Hamiltonian in the Vicinity of L.
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