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Teorema de Mayer-VietorisAllan Edley Ramos de AndradeOrientador(a): João Peres Vieira
Resumo: O objetivo deste trabalho é demonstrar o Teorema de Mayer-Vietoris.
Palavras-chave: homotopia, extensão, levantamento, grupos, seqüên
ias exa-tas.
1 PreliminaresNesta seção resumiremos algumas de�nições, lemas, teoremas, 
orolários eproposições ne
essários para o entendimento da demonstração do teorema deMayer-Vietoris (Teorema 17) na seção 2. Todas a provas desta seção podem seren
ontradas na referên
ia [1℄. Ini
iamos 
om o
Lema 1. Sejam X um espaço, X1 e X2 sub
onjuntos fe
hados de X, 
om X =

X1 ∪ X2. Seja f : X → Y uma função, 
ujas restrições f1 : X1 → Y e
f2 : X2 → Y são 
ontínuas. Então f é 
ontinua.
Definição 2. H0(X) é o 
onjunto das funções 
ontínuas f : X → Z.

Lema 3. Se f, g : X 7−→ Z são funções 
ontínuas, de�nimos −f : X → Z e
(f + g) : X → Z por (−f)(x) = −f(x), (f + g)(x) = f(x) + g(x), ∀x ∈ X.Então −f e (f + g) são 
ontínuas e H0(X) é um grupo 
om essa operação.Seja f : X → Y uma função 
ontínua.
Definição 4. De�nimos f∗ : H0(X) → H0(Y ) por f∗(g) = g ◦ f.

Lema 5. f∗ é um homomor�smo. Se 1 é a identidade de X, 1∗ é a identidadede H0(X). Se f : X → Y e g : Y → Z, então (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗.7



8 Teorema de Mayer-Vietoris
Definição 6. Duas funções 
ontínuas f, g : Y → X são 
hamadas homotópi
as,se existe uma função 
ontínua F : Y × I → X onde para todo y ∈ Y temos
F (y, 0) = f(y) e F (y, 1) = g(y). Quando isto o
orre, dizemos que F é umahomotopia entre f e g, e denotamos por F : f ≃ g. Se f é homotópi
a a umafunção 
onstante, ela é 
hamada homotopi
amente nula.
Lema 7. Homotopia é uma relação de equivalên
ia entre funções 
ontínuas Y →
X. Classes de equivalên
ia 
riadas a partir da relação de homotopia são 
hama-das 
lasses de homotopia; denotaremos por [Y,X ] o 
onjunto das 
lasses dehomotopia das funções f : Y → X e [f ] a 
lasse de equivalên
ia 
ontendo f .
Lema 8. Considere h : Z → Y , g : Y → X e W um outro espaço. Sendo
g∗ : [X,W ] → [Y,W ], dada por g∗[f ] = [f ◦ g], temos que h∗ ◦ g∗ = (g ◦ h)∗.
Lema 9. O 
onjunto MAP(X,S1), 
om a operação

∗ : MAP(X,S1) × MAP(X,S1) → MAP(X,S1)dada por (f, g) 7→ f ∗ g : X → S1, onde (f ∗ g)(x) = f(x)g(x), é um grupoabeliano. Esta operação ∗ é 
ompatível 
om homotopia. O 
onjunto [X,S1] 
oma operação ∆ : [X,S1]× [X,S1] → [X,S1] dada por ∆([f ], [g]) = [f ∗ g], adquirea estrutura de um grupo. Se f : Y → X é 
ontínua, f∗ : [X,S1] → [Y, S1] é umhomomor�smo.Denotaremos [X,S1], 
om a estrutura de grupo a
ima, por H1(X).Problemas de levantamento. Dadas f : X → Y , g : Z → Y 
ontínuas,quando existe h : X → Z 
ontínua 
om g ◦ h = f?
Z

g

��
X

h

>>~
~

~
~

f
// YBICMat, Volume V, Outubro de 2008



Teorema de Mayer-Vietoris 9Problemas de Extensão. Dadas g : B → A, f : B → C 
ontínuas, quandoexiste h : A→ C 
ontínua 
om h ◦ g = f?
B

f

��

g // A

h��~
~

~
~

C

Teorema 10. Dado X um espaço, f̃0 : X → R uma função 
ontínua e F :

X × I → S1 uma homotopia que para 
ada x ∈ X, F (x, 0) = e(f̃0(x)). Entãoexiste uma úni
a homotopia F̃ : X × I → R 
om e ◦ F̃ = F e F̃ (x, 0) = f̃0(x).
Corolário 11. Para todo espaço X, uma função 
ontínua f : X → S1 temum levantamento f̃ : X → R se, e somente se, f é homotópi
a à uma função
onstante.
Prova: Como R é 
ontrátil, f̃ é homotopi
amente nula e assim f = e ◦ f̃ éhomotopi
amente nula. Re
ipro
amente, seja F : f0 ≃ f , 
om f0 uma função
onstante 
om imagem z0 e a0 ∈ R 
om e(a0) = z0. Considere f̃0 
omo sendoa função 
onstante 
om imagem a0. Então pelo Teorema 10, podemos levantara homotopia F à F̃ : X × I → R 
om e ◦ F̃ = F e F̃ (x, 0) = f̃0(x). De�na
f̃ : X → R por f̃(x) = F̃ (x, 1). Então f̃ levanta f pois (e◦ f̃)(x) = e◦ F̃ (x, 1) =

F (x, 1) = f(x).
Teorema 12. Sejam J um intervalo aberto em R, A e B 
omo no teoremaanterior. Então qualquer função 
ontínua f : A→ J tem uma extensão 
ontínua
F : B → J .
Proposição 13. Sejam B um espaço, A um subespaço fe
hado de B, f0 : B →
S1 e gt : A → S1 uma homotopia 
om g0 = f0|A. Então gt pode ser estendidaà uma homotopia f̃t 
om f̃0 = f0.
Definição 14. Dados três grupos X1, X2, X3 e dois homomor�smos φ1, φ2 for-mando uma seqüên
ia X1

φ1−→ X2
φ2−→ X3, diremos que esta seqüên
ia é exataBICMat, Volume V, Outubro de 2008



10 Teorema de Mayer-Vietorisse ker(φ2) = Im(φ1).
Definição 15. De�nimos a função e : R → S1 por e(t) = exp(2πit). As pro-priedades usuais da função exponen
ial mostram que e é 
ontínua e sobrejetora, eque é um homomor�smo do grupo aditivo R para o grupo multipli
ativo S1, pois
e(t+u) = exp(2πi(t+u)) = exp(2πit+2πiu) = exp(2πit) exp(2πiu) = e(t)e(u).
Lema 16. O Kernel de e é o subgrupo Z dos inteiros.
Prova: ker(e) = {x ∈ R; e(x) = 1} = {x ∈ R; exp(2πix) = 1}. Mas

exp(2πix) = 1 ⇐⇒ log(exp(2πix)) = log(1) ⇐⇒

⇐⇒ 2πix = ln |1| + i(arg(1) + 2kπ), k ∈ Z ⇐⇒

⇐⇒ 2πix = i2kπ ⇐⇒ x = k, k ∈ Z.Portanto ker(e) = {x; x ∈ Z}.
2 O Teorema de Mayer-VietorisNesta seção �xaremos a seguinte notação: Y é um espaço; X1, X2 são sub-espaços fe
hados 
om Y = X1 ∪X2 e W = X1 ∩X2 (o qual também é fe
hado).Denotaremos as funções in
lusões 
omo no diagrama

X1

j1

  A
AA

AA
AA

A

W

i1

==||||||||

i2 !!B
BB

BB
BB

B

k // Y

X2

j2

>>}}}}}}}}tais que, k = j1 ◦ i1 = j2 ◦ i2.
Teorema 17. Existe um homomor�smo δ∗ : H0(W ) → H1(Y ) que torna exataBICMat, Volume V, Outubro de 2008



Teorema de Mayer-Vietoris 11a seqüên
ia
0 // H0(Y )

(j∗1 ,−j∗2 ) // H0(X1) ⊕H0(X2)
(i∗1 ,i∗2) // H0(W )

δ∗

//

δ∗

// H1(Y )
(j∗1 ,−j∗2 ) // H1(X1) ⊕H1(X2)

(i∗1 ,i∗2) // H1(W ) .

Prova: Exatidão em H0(Y ): Dada (h : Y → Z) ∈ ker(j∗1 ,−j∗2), então
(j∗1 ,−j∗2)(h) = (j∗1 (h),−j∗2 (h)) = (0, 0),ou seja, 0 = j∗1 (h) = h ◦ j1 = h|X1

e também 0 = −j∗2 (h), o que impli
a
0 = j∗2 (h) = h ◦ j2 = h|X2

. Como Y = X1 ∪ X2 temos h = 0 e portanto
ker(j∗1 ,−j∗2) = 0.Exatidão em H0(X1)⊕H0(X2): Dada (j∗1 (f),−j∗2 (f)) ∈ Im(j∗1 ,−j∗2), então

(i∗1, i
∗
2)(j

∗
1 (f),−j∗2 (f)) = i∗1 ◦ j∗1 (f) + i∗2 ◦ (−j2)∗(f) =

= (j1 ◦ i1)∗(f) − (j2 ◦ i2)∗(f) = k∗(f) − k∗(f) = 0.Logo
Im(j∗1 ,−j∗2) ⊆ ker(i∗1, i

∗
2). (1.1)Re
ipro
amente, dada (g1, g2) ∈ ker(i∗1, i

∗
2), então

0 = (i∗1, i
∗
2)(g1, g2) = i∗1(g1) + i∗2(g2) = g1|W + g2|W .Queremos en
ontrar h ∈ H0(Y ) tal que (j∗1 ,−j∗2 )(h) = (g1, g2). De�namosentão h : Y → Z por h|X1

= g1 e h|X2
= −g2. Assim, temos que h está bemde�nida pois g1|W + g2|W = 0, isto é, g1 e −g2 
oin
idem em W = X1 ∩ X2.Como g1 e g2 são 
ontínuas e X1 e X2 são fe
hados, pelo lema 1, h é 
ontínua.Agora, g1 = h|X1

= j∗1 (h) e g2 = −h|X2
= −j∗2 (h), logo temos que (g1, g2) =

(j∗1 ,−j∗2)(h) e portanto
ker(i∗1, i

∗
2) ⊆ Im(j∗1 ,−j∗2 ). (1.2)Por (1.1) e (1.2) temos ker(i∗1, i
∗
2) = Im(j∗1 ,−j∗2 ).BICMat, Volume V, Outubro de 2008



12 Teorema de Mayer-VietorisDe�nição de δ∗: Dada l : W → Z 
ontínua, 
ompondo 
om a in
lusão
i : Z → R, temos i ◦ l : W → R 
ontínua, e portanto pelo teorema 12, podemosestender i ◦ l à uma função 
ontínua g : X1 → R. De�namos então h : Y → S1por h|X1

= e ◦ g, h|X2
= {1}.Temos que e ◦ g : X1 → S1 e c : X2 → S1 
om c(x) = 1, ∀ x ∈ X2, são
ontínuas e ainda temos que 
oin
idem em W = X1 ∩X2, pois, dado y ∈ W =

X1 ∩X2, temos g(y) = l(y) ∈ Z, e pelo lema 16 (e ◦ g)(y) = e(g(y)) = 1 = c(y),e assim, pelo lema 1 temos que h é 
ontínua. De�namos δ∗(l) = [h].
δ∗ está bem de�nida: Suponha que exista g′ : X1 → R outra extensão de

i◦ l. Então δ∗(l) = [h′] onde h′ : Y → S1 é dada por h′|X1
= e◦g′ e h′|X2

= {1}.Temos que mostrar que h ≃ h′.Seja G : X1 × I → R dada por G(x, t) = (1 − t)g(x) + tg′(x). Temos que Gé 
ontínua pois é soma de funções 
ontínuas e G(W × I) = (i ◦ l)(W ) ⊆ Z poisdado (w, t) ∈W × I,G(w, t) = (1− t)g(w) + tg′(w) e 
omo g e g′ são extensõesde i ◦ l, segue que G(w, t) = (1 − t)(i ◦ l)(w) + t(i ◦ l)(w) = (i ◦ l)(w). Assimpodemos de�nir H : Y × I → S1 por
H(x, t) =

{
e ◦G(x, t), se x ∈ X1

1, se x ∈ X2
.Temos que H é uma homotopia entre h e h′, pois é 
ontínua pelo lema 1 e

H(x, 0) =

{
e ◦G(x, 0), se x ∈ X1

1, se x ∈ X2
= h(x),

H(x, 1) =

{
e ◦G(x, 1), se x ∈ X1

1, se x ∈ X2
= h′(x).Portanto h ≃ h

′ .
δ∗ é um homomor�smo: Dadas f : W → Z e f ′ : W → Z funções 
ontínuas,

g : X1 → R e g′ : X1 → R extensões 
ontínuas de i ◦ f e i ◦ f ′, respe
tivamente,então δ∗(f) = [h], onde h : Y → S1 é dada por h|X1
= e ◦ g, h|X2

= {1}, e
δ∗(f ′) = [h′], onde h′ : Y → S1 é dada por h′|X1

= e ◦ g′ , h′|X2
= {1}.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



Teorema de Mayer-Vietoris 13Temos que g + g′ : X1 → R, de�nida por (g + g′)(x) = g(x) + g′(x), éuma extensão 
ontínua de i ◦ (f + f ′) : W → R dada por i ◦ (f + f ′)(x) =

i◦f(x)+i◦f ′(x), pois para x ∈W , (g+g′)(x) = g(x)+g′(x) = i◦f(x)+i◦f ′(x) =

i ◦ (f + f ′)(x). Também g + g′ é 
ontínua pois é soma de funções 
ontínuas.Assim, δ∗(f + f ′) = [h′′], onde h′′ : Y → S1 é de�nida por h′′|X1
= e ◦ (g +

g′), h′′|X2
= {1}. Agora, e ◦ (g + g′) = (e ◦ g)(e ◦ g′) = h|X1

h′|X1
= (hh′)|X1e h′′|X2

= {1} = (hh′)|X2
. Logo h′′ = hh′, onde hh′ : Y → S1 é dada por

(hh′)(x) = h(x)h′(x). Assim, δ∗(f + f ′) = [h′′] = [hh′′] = [h][h′] = δ∗(f)δ∗(f ′).Exatidão em H0(W ): (i) Im(i∗1, i
∗
2) ⊆ ker(δ∗). Dados g1 : X1 → Z ∈ H0(X1)e g2 : X2 → Z ∈ H0(X2), 
om i∗1 ◦ g1 = f1 e i∗2 ◦ g2 = f2, queremos mostrar que

δ∗((i∗1, i
∗
2)(g1, g2)) = [k], onde k : Y → S1 é dada por k(x) = 1, ∀x ∈ Y .Como i◦g1 é uma extensão de i◦f1, temos que δ◦f1 = [h1], onde h1 : Y → S1é dada por h1|X1

= e ◦ (i ◦ g1), h1|X2
= {1}. Como i ◦ g1(X1) ⊆ Z, temos pelolema 16 que e ◦ (i ◦ g1(X1)) = {1}; assim h1 : X1 → S1 é igual a função k eportanto δ∗ ◦ f1 = [h1] = [k].Seja g2

′ : X1 → R uma extensão de i ◦ f2 : W → R. Então g2
′(x) =

(i ◦ g2)(x), ∀x ∈ W , pois ambas as funções estendem i ◦ f2. De�namos então
h̃2 : Y → R por h̃2|X1

= g2
′; h̃2|X2

= i ◦ g2que é 
ontínua pelo lema 1. Temos que g2′ é uma extensão de i ◦ f2 e então
δ∗(f2) = [h2], onde h2 : Y → S1 e dado por h2|X1

= e ◦ g2′ e h2|X2
= {1}.A�rmamos que h̃2 é um levantamento de h2, pois para x ∈ X1, e ◦ h̃2(x) =

e ◦ g2′(x) = h2(x) e para x ∈ X2, e ◦ h̃2(x) = e ◦ (i ◦ g2(x)) = 1 = h2(x). Como
h2 possui um levantamento, pelo 
orolário 11 temos que h2 é homotopi
amentenula. Assim h2 ≃ c, onde 
 é uma função 
onstante; e 
omo a função 
on-stante c é homotópi
a à função 
onstante k, temos [h2] = [k], e daí segue que
δ∗(i∗1, i

∗
2)(g1, g2) = δ∗(f1 + f2) = δ∗(f1)δ

∗(f2) = [h1][h2] = [k][k] = [k].(ii) Im(i∗1, i
∗
2) ⊇ ker(δ∗). Dado f : W → Z ∈ ker(δ∗), seja g : X1 → R umaextensão de i ◦ f e h 
omo na de�nição de δ∗(f). Então h é homotopi
amenteBICMat, Volume V, Outubro de 2008



14 Teorema de Mayer-Vietorisnula, pois [k] = δ∗(f) = [h]. Assim pelo 
orolário 11 podemos en
ontrar umlevantamento h̃ : Y → R de h. Como h(X2) = {1}, devemos ter e ◦ h̃(X2) =

h(X2) = {1}, ou seja h̃(X2) ⊆ Z. Desta forma h̃ de�ne uma função g2 = h̃|X2
:

X2 → Z.Temos também que ambas as funções h̃|X1
e g levantam a função h|X1

= e◦ge assim �
a bem de�nida a função g1 : X1 → Z dada por g1(y) = g(y) −
h̃(y), pois para y ∈ X1, e ◦ g1(y) = e(g(y) − h̃(y)) = e(g(y))e(−h̃(y)) =

(h|X1
)(y)(e(h̃(y))−1 = (h|X1

)(y)((h|X1
)(y))−1 = 1, ou seja g1(y) ∈ Z.Agora, para w ∈ W , g1 e g2 estão de�nidas e f(w) = g(w) = g1(w) + h̃(w),ou seja, (i∗1, i

∗
2)(g1, g2) = i∗1 ◦ g1 + i∗2 ◦ g2 = g1|W + g2|W = g1|W + h̃|W = f .Exatidão em H1(Y ): Ini
ialmente observemos que −j∗2 : H1(Y ) → H1(X2)é de�nida por −j∗2 [h] = [h ◦ j2]−1 (inversa da 
lasse [h ◦ j2]).(i) Im(δ∗) ⊆ ker(j∗1 ,−j∗2). Dada (f : W → Z) ∈ H0(W ), queremos mostrarque (j∗1 ,−j∗2 )δ∗(f) = ([e1], [e2]), onde e1 : X1 → S1 é dada por e1(x) = 1, ∀x ∈

X1 e e2 : X2 → S1 é dada por e2(x) = 1, ∀x ∈ X2.Seja g : X1 → R uma extensão de i◦f e h 
omo na de�nição de δ∗(f). Então
(j∗1 ,−j∗2 )δ∗(f) = (j∗1 (δ∗(f)),−j∗2 (δ∗(f))) =

= (j∗1 ([h]),−j∗2 ([h])) = ([h ◦ j1], [h ◦ j2]−1).Temos que h ◦ j1 : X1 → S1 é dada por h ◦ j1(x) = e ◦ g(x) pois j1(x) ∈ X1,ou seja, h ◦ j1 possui um levantamento g : X1 → R. Segue novamente pelo
orolário 11 que h ◦ j1 é homotopi
amente nula e pelos mesmos argumentosfeitos anteriormente temos [h ◦ j1] = [e1].Temos também que h ◦ j2 é dado pela função 
onstante igual a 1, logo
[h ◦ j2]−1 = [e2]

−1 = [e2]. Finalmente temos que
(j∗1 ,−j∗2 )δ∗(f) = ([h ◦ j1], [h ◦ j2]−1) = ([e1], [e2]).(ii) ker(j∗1 ,−j∗2) ⊆ Im(δ∗). Dada [h] ∈ ker(j∗1 ,−j∗2 ), queremos en
ontrarBICMat, Volume V, Outubro de 2008



Teorema de Mayer-Vietoris 15
f ∈ H0(W ) 
om δ∗(f) = [h]. Temos que

([e1], [e2]) = (j∗1 ,−j∗2 )[h] = ([h ◦ j1], [h ◦ j2]−1).Assim h ◦ j1 ≃ e1 e h ◦ j2 ≃ e2, e portanto segue que as restrições h|X1
= h ◦ j1e h|X2

= h ◦ j2 são funções homotópi
as às funções e1 e e2 respe
tivamente.Pela proposição 13, a homotopia entre h|X2
e e2 pode ser estendida a umahomotopia entre h e h′ : Y → S1 
om h′|X2

= {1}.Agora h′|X1
é homotópi
a a h|X1

e 
omo h|X1
é homotópi
a a e1, temos pelolema 7 que h′|X1

é homotópi
a a e1, e portanto segue pelo 
orolário 11 que h′|X1tem um levantamento g : X1 → R.Seja f = g|W . Então f se levanta à função W → {1}, pois para x ∈ W ,
e ◦ f(x) = e ◦ g(x) = h′(x) = 1. Logo f assume valores em Z. Agora pela
onstrução de f temos que δ∗(f) = [h′] = [h].Exatidão em H1(X1) ⊕H1(X2): (i) Im(j∗1 ,−j∗2) ⊆ ker(i∗1, i

∗
2). Temos que

(i∗1, i
∗
2)(j

∗
1 ,−j∗2 ) = i∗1j

∗
1 − i∗2j

∗
2 = (j1 ◦ i1)∗ − (j2 ◦ i2)∗ = k∗ − k∗ = 0.(ii) ker(i∗1, i

∗
2) ⊆ Im(j∗1 ,−j∗2). Dada ([g1], [g2]) ∈ ker(i∗1, i

∗
2), então

[e] = (i∗1, i
∗
2)([g1], [g2]) = i∗1([g1])i

∗
2([g2]) = [g1 ◦ i1][g2 ◦ i2] = [g1|W ][g2|W ].Assim [g1|W ] = [g2|W ]−1 = [(g2|W )−1] e g1|W ≃ (g2|W )−1.Pela proposição 13 a homotopia entre g1|W e (g2|W )−1 pode ser estendida auma homotopia entre g1 e g1′ 
om g1

′(w) = (g2(w))−1, para todo w ∈ W .Agora de�nimos h : Y → S1 por h|X1
= g1

′ e h(y) = g2(y)
−1 para todo

y ∈ X2. Então, pelo lema 1, h é 
ontínua.Agora temos
(j∗1 ,−j∗2)[h] = ([h◦j1], [h◦j2]−1] = ([h◦j1], [(h◦j2)−1]) = ([g1

′], [g2]) = ([g1], [g2]).

Abstract: The purpose of this work is to prove the Mayer-Vietoris theorem.
Keywords: Homotopy, extension, lifting, groups, exa
t sequen
es.BICMat, Volume V, Outubro de 2008
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Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores naEsferaDiego Fran
hini Kwiatkoski1Orientador(a): Ali
e Kimie Miwa Libardi
Resumo: Neste trabalho apresentamos um estudo sobre a existên
ia de 
amposde vetores na esfera, usando grau de apli
ação e a seqüên
ia de Mayer-Vietoris.
Palavras-chave: seqüên
ia de Mayer-Vietoris, 
ampos de vetores, grau de apli-
ações
1 IntroduçãoA existên
ia de 
ampos de vetores foi objeto de estudo de diversos matemáti-
os ao longo dos anos. A Topologia Algébri
a 
ontribuiu para o desenvolvimentoda pesquisa mediante o uso de alguns invariantes, tais 
omo 
ara
terísti
a deEuler, 
lasses 
ara
terísti
as que perten
em a um determinado grupo de 
oho-mologia.Nesse trabalho provamos um resultado devido a Brouwer-Poin
aré sobre aexistên
ia de 
ampos de vetores na esfera, usando 
omo ferramenta a noção degrau de apli
ações, a qual de�nimos abaixo. Foi importante também o 
onhe
i-mento da seqüên
ia de Mayer-Vietoris que nos permitiu 
al
ular o grau de umaapli
ação f : Sn → Sn de�nida por f(x1, x2, . . . , xn+1) = (−x1, x2, . . . , xn+1).
2 Simplexos

Definição 1. Se x e y são pontos em Rn, de�nimos o segmento de x a y 
omo
{(1 − t)x + ty | 0 ≤ t ≤ 1}. Um sub
onjunto C ⊆ Rn é 
onvexo se dados x e
y em C, o segmento que une x a y está inteiramente 
ontido em C. Note que1Bolsista FAPESP, Pro
esso 06/00261-5. E-mail: dfkwi�terra.
om.br17



18 Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores na Esferauma interseção arbitrária de 
onjuntos 
onvexos é 
onvexa. Se A ⊆ Rn, o fe
ho
onvexo de A é a interseção de todos os 
onjuntos 
onvexos que 
ontém A.
Definição 2. Um p-simplexo s em Rn é o fe
ho 
onvexo de uma 
oleção de
p + 1 pontos {x0, . . . , xp} na qual x1 − x0, . . . , xp − x0 formam um 
onjuntolinearmente independente. Note que a de�nição independe da designação dequal ponto é x0.
Proposição 3. Seja {x0, . . . , xp} ⊆ Rn. Então as seguintes a�rmações sãoequivalentes:(a) x1 − x0, . . . , xp − x0 são linearmente independentes;(b) se ∑ sixi =

∑
tixi e ∑ si =

∑
ti, então si = ti, para i = 0, . . . , p.

Prova: (a)⇒(b): Se ∑ sixi =
∑
tixi e ∑ si =

∑
ti, então

0 =

p∑

i=0

(si − ti)xi =

p∑

i=0

(si − ti)xi −
p∑

i=0

(si − ti)x0 =

p∑

i=1

(si − ti)(xi − x0).Pela independên
ia linear de x1 − x0, . . . , xp − x0, segue que si = ti para i =

1, . . . , p. Finalmente, isto impli
a s0 = t0, visto que ∑ si =
∑
ti.(b)⇒(a): Se ∑p

i=1(ti)(xi − x0) = 0, então ∑p
i=1 tixi = (

∑p
i=1 ti)x0 e entãopor (b) os 
oe�
ientes t1, . . . , tn devem ser todos iguais a zero. Isto prova aindependên
ia linear.Seja s um p-simplexo em Rn e 
onsidere o 
onjunto de todos os pontos daforma t0x0 + t1x1 + · · · + tpxp, onde ∑ ti = 1 e ti ≥ 0 para 
ada i. Noteque se trata do fe
ho 
onvexo do 
onjunto {x0, . . . , xp} e 
onseqüentemente daProposição 3 temos o seguinte:

Proposição 4. Se o p-simplexo s é o fe
ho 
onvexo de {x0, . . . , xp}, então 
adaponto de s tem representação úni
a na forma ∑ tixi, onde ti ≥ 0 para todo i e
∑
ti = 1.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores na Esfera 19Os pontos xi são os vérti
es de s. Esta proposição nos permite asso
iar ospontos de s 
om (p + 1)-uplas (t0, t1, . . . , tp) 
om uma es
olha adequada das
oordenadas ti.Se aos vérti
es de s é dada uma ordem espe
í�
a, então s é um simplexo orde-nado. Então seja s um simplexo ordenado 
om vérti
es x0, x1, . . . , xp. De�na σp
omo o 
onjunto de todos os pontos (t0, t1, . . . , tp) ∈ Rp+1 
om∑ ti = 1 e ti ≥ 0para 
ada i. Se uma função f : σp → s é dada por f(t0, . . . , tp) =
∑
tixi, então

f é 
ontínua. Além disso, da uni
idade de representações e do fato que σp e ssão espaços 
ompa
tos e de Hausdor� segue que f é um homeomor�smo. Destemodo, 
ada p-simplexo ordenado é uma imagem homeomorfa natural de σp.Note que σp é um p-simplexo 
om vérti
es x′0 = (1, 0, . . . , 0), x′1 = (0, 1, 0, . . . , 0),. . . , x′p = (0, . . . , 0, 1). σp é 
hamado p-simplexo padrão 
om ordem natural.
Definição 5. Seja X um espaço topológi
o. Um p-simplexo singular em X éuma função 
ontínua φ : σp → X . Note que os 0-simplexos singulares podem seridenti�
ados 
om os pontos de X , os 1-simplexos singulares 
om os 
aminhosem X , e daí em diante.
Definição 6. Se φ é um p-simplexo singular e i é um inteiro 
om 0 ≤ i ≤ p,de�nimos ∂i(φ), um (p− 1)-simplexo singular em X , por

∂iφ(t0, . . . , tp−1) = φ(t0, t1, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tp−1).Observe que ∂iφ é a i-ésima fa
e de φ.Por exemplo, seja φ um 2-simplexo singular em X (Figura 1.1). Então,
∂1φ é dado pela 
omposição mostrada na Figura 1.2. Isto é, para 
al
ular ∂iφmergulhamos σp−1 em σp oposto ao i-ésimo vérti
e usando a ordem usual devérti
es, e então para X , via φ.Se f : X → Y é uma função 
ontínua e φ é um p-simplexo singular em X ,de�nimos um p-simplexo singular f#(φ) em Y por f#(φ) = f ◦ φ. Note que se
g : Y →W é 
ontínua e Id : X → X é a identidade, (g ◦ f)#(φ) = g#[f#(φ)] e
Id#(φ) = φ. BICMat, Volume V, Outubro de 2008
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Figura 1.1: 2-simplexo singular φ.

Figura 1.2: Bordo ∂1φ.
Definição 7. Um grupo abeliano G é livre se existe um sub
onjunto A ⊆ G talque todo elemento g em G tem uma representação úni
a g =

∑
x∈A nx · x, onde

nx é um inteiro e é igual a zero ex
eto para um número �nito de x em A. O
onjunto A é uma base para G.Dado um 
onjunto arbitrário A, podemos 
onstruir um grupo abeliano livreda seguinte maneira: seja F (A) o 
onjunto de todas as funções f de A nosinteiros tais que f(x) 6= 0 apenas para um número �nito de elementos de A.De�nimos uma operação em F (A) por (f + g)(x) = f(x) + g(x). Então F (A)é um grupo abeliano. Para qualquer a ∈ A de�nimos uma função fa em F (A)por
fa(x) =

{
1 se x = a,
0 se x 6= a.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores na Esfera 21Então {fa|a ∈ A} é uma base para F (A) 
omo um grupo abeliano livre. Iden-ti�
ando a 
om fa 
ompletamos a 
onstrução.Por exemplo, seja G = {(n1, n2, . . .) | ni ∈ Z, eventualmente 0}. Então G éum grupo abeliano sob a adição 
oordenada a 
oordenada, e além disso é livre
om base (1, 0, . . .), (0, 1, 0, . . .), (0, 0, 1, 0, . . .), . . . . Por 
onveniên
ia dizemosque se G = 0, então G é um grupo abeliano livre 
om base vazia.Note que se G é abeliano livre 
om base A e H é um grupo abeliano, entãotoda função f : A → H pode ser estendida univo
amente a um homomor�smo
f : G→ H .
Definição 8. Se X é um espaço topológi
o de�nimos Sn(X) 
omo o grupoabeliano livre 
uja base é o 
onjunto de todos os n-simplexos singulares de X .Um elemento de Sn(X) é 
hamado de n-
adeia singular de X e é da forma
∑

φ nφ · φ, onde nφ ∈ Z, e é igual a zero ex
eto para um número �nito de φ.
Definição 9. Visto que o i-ésimo operador fa
e ∂i é uma função do 
onjuntode n-simplexos singulares no 
onjunto de (n − 1)-simplexos singulares, existeuma úni
a extensão a um homomor�smo ∂i : Sn(X) → Sn−1(X) dado por
∂i (
∑
nφ · φ) =

∑
nφ · ∂iφ. De�nimos o operador bordo pelo homomor�smo

∂ : Sn(X) → Sn−1(X) dado por
∂ = ∂0 − ∂1 + ∂2 + · · · + (−1)n∂n =

n∑

i=0

(−1)i∂i.

Proposição 10. A 
omposição ∂ ◦ ∂ em
Sn(X)

∂−→ Sn−1(X)
∂−→ Sn−2(X)é zero.Geometri
amente este enun
iado diz que o bordo de qualquer n-
adeia é uma

(n − 1)-
adeia sem bordo. É essa propriedade bási
a que nos leva à de�niçãode grupos de homologia. Um elemento c ∈ Sn(X) é um n-
i
lo se ∂(c) = 0.Um elemento d ∈ Sn(X) é um n-bordo se d = ∂(e) para algum e ∈ Sn+1(X).BICMat, Volume V, Outubro de 2008



22 Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores na EsferaVisto que ∂ é um homomor�smo, seu nú
leo, o 
onjunto de todos os n-
i
los, éum subgrupo de Sn(X) denotado por Zn(X). Similarmente a imagem de ∂ em
Sn(X) é o subgrupo Bn(X) de todos os n-bordos.
3 Grupo de Homologia Singular

Definição 11. Note que a Proposição 10 impli
a que Bn(X) ⊆ Zn(X) é umsubgrupo normal. O grupo quo
iente
Hn(X) =

Zn(X)

Bn(X)é o n-ésimo grupo de homologia singular de X .A motivação geométri
a para esta 
onstrução algébri
a é a seguinte: osobjetos que queremos estudar são 
i
los em espaços topológi
os. Entretanto,usando 
i
los singulares, a 
oleção de todos é extensa demais para ser efetiva-mente estudada. A aproximação natural é então restringir a atenção a 
lasses deequivalên
ia de 
i
los sob a relação que dois 
i
los são equivalentes se a diferençadeles formar um bordo de uma 
adeia de uma dimensão maior.Esta té
ni
a algébri
a é uma 
onstrução padrão em álgebra homológi
a. Umgrupo (abeliano) graduado G é uma 
oleção de grupos abelianos {Gi} indexadopelos inteiros 
om operação 
omponente a 
omponente. Se G e G′ são gruposgraduados, um homomor�smo f : G → G′ é uma 
oleção de homomor�smos
{fi}, onde fi : Gi → G′

i+r para algum inteiro r �xado. r é 
hamado grau de
f . Um subgrupo H ⊆ G de um grupo graduado é um grupo graduado {Hi},onde Hi é um subgrupo de Gi. O grupo quo
iente G/H é o grupo graduado
{Gi/Hi}.
Definição 12. Um 
omplexo de 
adeias é uma seqüên
ia de grupos abelianos ehomomor�smos

· · · ∂n+1−→ Cn
∂n−→ Cn−1

∂n−1−→ · · ·na qual a 
omposição ∂n−1 ◦ ∂n = 0 para 
ada n. Equivalentemente, um 
om-plexo de 
adeias é um grupo graduado C = {Ci} junto 
om um homomor�smoBICMat, Volume V, Outubro de 2008
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∂ : C → C de grau −1 tal que ∂ ◦ ∂ = 0. Se C e C ′ são 
omplexos de 
adeias
om operadores bordo ∂ e ∂′, uma apli
ação de 
adeias de C em C ′ é um ho-momor�smo Φ : C → C′ de grau zero tal que ∂′ ◦ Φn = Φn−1 ◦ ∂ para 
ada
n. (Note que a exigên
ia que Φ tem grau zero é desne
essária. Está enun-
iada aqui apenas por 
onveniên
ia visto que todas as apli
ações de 
adeiasque 
onsideraremos têm esta propriedade). Denotando por Z∗(C) e B∗(C) onú
leo e a imagem de ∂ respe
tivamente, a homologia de C é o grupo gra-duado H∗(C) = Z∗(C)/B∗(C). Note que se Φ é uma apli
ação de 
adeias,
Φ[Z∗(C)] ⊆ Z∗(C

′) e Φ[B∗(C)] ⊆ B∗(C
′). Portanto, Φ induz um homomor-�smo em grupos de homologia Φ∗ : H∗(C) → H∗(C

′).
4 Aplicações Induzidas em Homologia SingularNeste sentido, o grupo graduado S∗(X) = {Si(X)} se torna um 
omplexode 
adeias sob o operador bordo ∂, e então o grupo de homologia de X é ahomologia deste 
omplexo de 
adeias. Se f : X → Y é uma função 
ontínua e
φ é um n-simplexo singular em X , existe o n-simplexo singular f#(φ) = f ◦ φem Y . Isto se estende uni
amente a um homomor�smo f# : Sn(X) → Sn(Y )para 
ada n. Para mostrar que f# é uma apli
ação 
adeia de S∗(X) em S∗(Y )devemos 
he
ar que o seguinte retângulo 
omuta:

Sn(X)

∂

��

f# // Sn(Y )

∂

��
Sn−1(X)

f# // Sn−1(Y )Primeiro note que é su�
iente 
he
ar que isto é verdade em n-simplexos φ, esegundo, observe que é su�
iente mostrar que ∂if#(φ) = f#∂i(φ). Agora
f#∂i(φ)(t0, . . . , tn−1) = f(φ(t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1))e
∂if#(φ)(t0, . . . , tn−1) = f#(φ)(t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1)

= f(φ(t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1)).BICMat, Volume V, Outubro de 2008



24 Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores na EsferaLogo, f# : S∗(X) → S∗(Y ) é uma apli
ação de 
adeias e existe um homomor-�smo induzido de grau zero f∗ : H∗(X) → H∗(Y ). Note que se g : Y → W éuma função 
ontínua, então (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ e se Id : X → X é a apli
açãoidentidade, então Id∗ é o homomor�smo identidade.
Exemplo 13. Tome X = x (um ponto). Então para 
ada p ≥ 0 existe um úni
o
p-simplexo singular φp : σp → X . Além disso, note que para p > 0, ∂iφp = φp−1.Então 
onsidere o 
omplexo de 
adeias

· · · → S2(x) → S1(x) → S0(x) → 0.Cada Sn(x) é um grupo 
í
li
o in�nito gerado por φn. O operador bordo é dadopor:
∂φn =

n∑

i=0

(−1)i∂iφn =

n∑

i=0

(−1)iφn−1.Deste modo, ∂φ2n−1 = 0 e ∂φ2n = φ2n−1 para n > 0. Apli
ando isto ao
omplexo de 
adeias temos que Zn(X) = Bn(X) para n > 0. Entretanto,
Z0(X) = S0(X) é 
í
li
o in�nito, enquanto B0(X) = 0. Portanto, 
on
luímosque os grupos de homologia de um ponto são dados por

Hn(x) =

{
Z se n = 0,
0 se n > 0.

Definição 14. Um espaço X é 
onexo por 
aminhos se dados x, y ∈ X , existeuma função 
ontínua ψ : [0, 1] → X tal que ψ(0) = x e ψ(1) = y. Note que aoinvés de [0, 1] poderíamos usar σ1.Suponha que X é um espaço 
onexo por 
aminhos e 
onsidere a porção do
omplexo de 
adeias singulares de X dada por
S1(X)

∂−→ S0(X) −→ 0.Agora, S0(X) = Z0(X), que pode ser visto 
omo o grupo abeliano livre geradopelos pontos de X . Isto é, Z0(X) = F (X). Portanto, um elemento y de Z0(X)tem a forma y =
∑

x∈X nx · x, onde nx ∈ Z, nx = 0 ex
eto para um número�nito de x ∈ X .BICMat, Volume V, Outubro de 2008



Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores na Esfera 25Por outro lado, S1(X) pode ser visto 
omo o grupo abeliano livre geradopelo 
onjunto de todos os 
aminhos em X . Se os vérti
es de σ1 são v0 e v1 e φé um 1-simplexo singular em X , então ∂φ = φ(v1) − φ(v0) ∈ Z0(X).De�na um homomor�smo α : S0(X) → Z por α (
∑
nx · x) =

∑
nx. Noteque se X é não vazio, então α é um epimor�smo. Visto que para qualquer

1-simplexo singular φ em X , α(∂φ) = α[φ(v1) − φ(v0)] = 0, segue que B0(X)está 
ontido no nú
leo de α.Re
ipro
amente, suponha que n1x1 + · · · + nkxk ∈ Z0(X) 
om ∑
ni = 0.Es
olha qualquer ponto x ∈ X e note que para 
ada i existe um 1-simplexosingular φi : σ1 → X 
om ∂0(φi) = xi e ∂1(φi) = x. Tomando a 1-
adeiasingular ∑niφi em S1(X) temos ∂ (

∑
niφi) =

∑
nixi − (

∑
ni)x =

∑
nixi.Portanto, o nú
leo de α está 
ontido em B0(X). Isto prova que kerα = B0(X)e 
on
luímos o seguinte:

Proposição 15. Se X é um espaço 
onexo por 
aminhos não vazio, então
H0(X) ≈ Z.
Definição 16. Seja A um 
onjunto e suponha que para 
ada α ∈ A exista umgrupo abeliano dado Gα. De�na um grupo abeliano ∑α∈AGα 
omo segue: oselementos são funções f : A → ⋃

α∈AGα tais que f(α) ∈ Gα para 
ada α e
f(α) = 0 ex
eto para um número �nito de α ∈ A; a operação é de�nida por
(f + g)(α) = f(α)+ g(α). Colo
ando gα = f(α) ∈ Gα es
revemos f = (gα : α ∈
A) e 
hamamos os gα de 
omponentes de f . O grupo∑Gα é a soma direta fra
ados Gα's. Se a exigên
ia que f(α) = 0 ex
eto para um número �nito de α ∈ Aé retirada, então o grupo resultante é o produto direto dos Gα's, denotado por
∏

α∈AGα.Note que se G é um grupo abeliano e {Gα}α∈A é uma família de subgruposde G tal que g ∈ G tem uma representação úni
a g =
∑

α∈A gα 
om gα ∈ Gα e
gα = 0 ex
eto para um número �nito de α's, então G é isomorfo a ∑α∈AGα.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



26 Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores na EsferaAgora, para 
ada α ∈ A suponha que temos um 
omplexo de 
adeia Cα

· · · ∂α

−→ Cα
p

∂α

−→ Cα
p−1

∂α

−→ · · · .De�na um 
omplexo de 
adeia ∑α∈A C
α tomando (

∑
Cα)p =

∑
Cα

p e 
olo-
ando ∂(cα : α ∈ A) = (∂αcα : α ∈ A).
Lema 17. Hk (

∑
Cα) ≈∑αHk(Cα).

Prova: Note que pela de�nição do 
omplexo de 
adeia ∑Cα temos
Zk

(∑
Cα
)

=
∑

[Zk(Cα)] e Bk

(∑
Cα
)

=
∑

[Bk(Cα)].Portanto
Hk

(∑
Cα
)

=
Zk (

∑
Cα)

Bk (
∑
Cα)

=

∑
[Zk(Cα)]∑
[Bk(Cα)]

≈
∑ Zk(Cα)

Bk(Cα)
=
∑

Hk(Cα).Seja X um espaço topológi
o e para x, y ∈ X , determine x ∼ y se existeum 
aminho em X de x a y. Temos que ∼ é uma relação de equivalên
ia, istoé, (1) x ∼ x; (2) x ∼ y e y ∼ z impli
a x ∼ z; (3) x ∼ y impli
a y ∼ x,para todos os pontos x, y, z em X . Tal relação de
ompõe X numa 
oleçãode sub
onjuntos, as 
lasses de equivalên
ia, onde x e y estão na mesma 
lassede equivalên
ia se, e somente se, x ∼ y. Para esta relação espe
í�
a em X as
lasses de equivalên
ia são 
hamadas 
omponentes de 
aminho de X . Note quese x ∈ X , a 
omponente de 
aminho de X 
ontendo x é o sub
onjunto 
onexopor 
aminhos maximal de X 
ontendo x.
Proposição 18. Se X é um espaço e {Xα : α ∈ A} são as 
omponentes de
aminho de X, então

Hk(X) ≈
∑

α∈A

Hk(Xα).Esta proposição estabele
e a propriedade intrínse
a �aditiva� da teoria dehomologia singular. Visto que as propriedades homológi
as de um espaço sãoBICMat, Volume V, Outubro de 2008
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ompletamente determinadas por aquelas de suas 
omponentes de 
aminho eas propriedades homológi
as de qualquer 
omponente de 
aminho são indepen-dentes das propriedades de qualquer outra 
omponente de 
aminho, podemosrestringir nossa atenção ao estudo de espaços 
onexos por 
aminhos.Note que segue das Proposições 18 e 15 que H0(X) é um grupo abeliano livre
uja base está em 
orrespondên
ia biunívo
a 
om as 
omponentes de 
aminhode X .
Teorema 19. Se f : X → Y é um homeomor�smo, então f∗ : Hp(X) → Hp(Y )é um isomor�smo para 
ada p.
Prova: Como f é um homeomor�smo, então f é 
ontínua. Assim, temos queexiste um homomor�smo induzido f∗ : H∗(X) → H∗(Y ), ou seja, para 
ada p,
f∗ : Hp(X) → Hp(Y ) é um homomor�smo.Novamente por f ser um homeomor�smo, temos que f−1 é 
ontínua. Logo,existe um homomor�smo induzido f−1

∗ : H∗(Y ) → H∗(X), ou seja, para 
ada
p, f−1

∗ : Hp(Y ) → Hp(X) é um homomor�smo.Além disso, para qualquer x ∈ H∗(X) e qualquer y ∈ H∗(Y ), temos:
(f∗ ◦ f−1

∗ )(y) = (f ◦ f−1)∗(y) = Id∗(y) = y,

(f−1
∗ ◦ f∗)(x) = (f−1 ◦ f)∗(x) = Id∗(x) = x.Portanto, f∗ é bijetora, ou seja, f∗ é um isomor�smo para 
ada p.

Teorema 20. Se X é um sub
onjunto 
onvexo de Rn, então Hp(X) = 0, para
p > 0.
Prova: Suponhamos X 6= ∅ e sejam x ∈ X e φ : σp → X um p-simplexosingular, p ≥ 0. Então de�na um (p+ 1)-simplexo singular θ : σp+1 → X 
omosegue:
θ(t0, . . . , tp+1) =

{
(1 − t0) ·

(
φ
(

t1
1−t0

, . . . ,
tp+1

1−t0

))
+ t0x para t0 < 1,

x para t0 = 1.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



28 Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores na EsferaIsto é, estamos 
olo
ando θ(0, t1, . . . , tp+1) = φ(t1, . . . , tp+1) e θ(1, 0, . . . , 0) = xe então levando segmentos de t0 até a fa
e oposta a t0 linearmente no segmento
orrespondente em X (Figura 1.3). Essa 
onstrução é possível visto que X é
onvexo.

Figura 1.3: Apli
ação θ.Por de�nição θ é 
ontínua ex
eto possivelmente em (1, 0, . . . , 0). Para mos-trar a 
ontinuidade neste ponto devemos mostrar que
lim

t0→1
‖θ(t0, . . . , tp+1) − x‖ = 0.Agora

lim
t0→1

‖θ(t0, . . . , tp+1) − x‖ =

= lim
t0→1

∣∣∣∣
∣∣∣∣(1 − t0) ·

(
φ

(
t1

1 − t0
, . . . ,

tp+1

1 − t0

))
− (1 − t0)x

∣∣∣∣
∣∣∣∣ ≤

≤ lim
t0→1

(1 − t0)

(∣∣∣∣
∣∣∣∣φ
(

t1
1 − t0

, . . . ,
tp+1

1 − t0

)∣∣∣∣
∣∣∣∣+ ‖x‖

)
.Visto que φ(σp) é 
ompa
to, ∥∥∥φ( t1

1−t0
, . . . ,

tp+1

1−t0

)∥∥∥ + ‖x‖ é limitado. Logo, olimite é zero pois limt0→1(1 − t0) = 0, e segue que θ é 
ontínua.Por 
onstrução, ∂0(θ) = φ. Visto que este pro
edimento pode ser apli
adoa qualquer k-simplexo singular, k ≥ 0, existe uma extensão úni
a a um homo-mor�smo T : Sk(X) → Sk+1(X) tal que ∂0 ◦ T = Id. Mais geralmente temosBICMat, Volume V, Outubro de 2008
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∂i(T (φ))(t0, . . . , tk) = T (φ)(t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tk) =

= (1 − t0)

(
φ

(
t1

1 − t0
, . . . ,

ti−1

1 − t0
, 0,

ti
1 − t0

, . . . ,
tk

1 − t0

))
+ t0x.Por outro lado,

T (∂i−1(φ))(t0, . . . , tk) = (1 − t0)

(
∂i−1φ

(
t1

1 − t0
, . . . ,

tk
1 − t0

)
+ t0x

)
=

= (1 − t0) · φ
(

t1
1 − t0

, . . . ,
ti−1

1 − t0
, 0,

ti
1 − t0

, . . . ,
tk

1 − t0

)
+ t0x.Logo, para 1 ≤ i ≤ k + 1, ∂iTφ = T (∂i−1φ).Agora seja φ um k simplexo singular qualquer:

∂Tφ = ∂0Tφ+

k+1∑

i=1

(−1)i∂iT (φ)

= ∂0Tφ+

k+1∑

i=1

(−1)i∂iT (φ) −




k+1∑

i=1

(−1)iT∂i−1(φ) +

k∑

j=0

(−1)jT∂jφ





= φ− T∂φ.Logo, 
onstruímos um homomor�smo T : Sk(X) → Sk+1(X) 
om a propriedadeque ∂T + T∂ é o homomor�smo identidade em Sk(X), sempre que k ≥ 1.Agora seja z ∈ Zp(X). Pelo que foi feito a
ima, para p > 0, (∂T +T∂)z = z.Agora, visto que z é um 
i
lo, T∂z = 0. Logo, z = ∂(Tz) e z ∈ Bp(X). Istoimpli
a que Hp(X) = 0, para todo p > 0.A 
onstrução usada na demonstração do Teorema 20 é um 
aso espe
ialde uma homotopia de 
adeias entre 
omplexos de 
adeias. Suponha que C =

{Ci, ∂} e C′ = {C′
i, ∂

′} são 
omplexos de 
adeias e T : C → C ′ é um homomor-�smo de grupos graduados de grau um (mas não ne
essariamente uma apli
açãode 
adeias). Então 
onsidere o homomor�smo ∂′T + T∂ : C → C ′ de grau zero.Esta será uma apli
ação de 
adeias pois
∂′(∂′T + T∂) = ∂′∂′T + ∂′T∂ = ∂′T∂ = ∂′T∂ + T∂∂ = (∂′T + T∂)∂.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



30 Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores na EsferaEsta apli
ação de 
adeias (∂′T+T∂) induz um homomor�smo em homologia
(∂′T + T∂)∗ : Hp(C) → Hp(C

′) para 
ada p. Agora se z ∈ Zp(C),
(∂′T + T∂)(z) = ∂′T (z) ∈ Bp(C

′).Logo, (∂′T + T∂)∗ é o homomor�smo trivial para 
ada p.Dadas apli
ações 
adeia f, g : C → C ′, f e g são 
adeias homotópi
as seexistir um homomor�smo T : C → C ′ de grau um 
om ∂′T + T∂ = f − g.
Proposição 21. Se f, g : C → C ′ são 
adeias homotópi
as de apli
ações de
adeias, então f∗ = g∗ 
omo homomor�smos de H∗(C) em H∗(C

′).
Prova: Isto segue diretamente visto que se T : C → C ′ é uma homotopia de
adeias entre f e g, então

0 = (∂′T + T∂)∗ = (f − g)∗ = f∗ − g∗.Como um 
aso espe
ial, suponha que f, g : X → Y são apli
ações para asquais as apli
ações de 
adeias induzidas f#, g# : S∗(X) → S∗(Y ) são 
adeiashomotópi
as. Se T é uma homotopia de 
adeias entre f# e g#, então T podeser interpretada geometri
amente da seguinte maneira.Seja φ um n-simplexo singular em X . Então T (φ) pode ser vista 
omo umadeformação 
ontínua de f#(φ) em g#(φ). Da Figura 1.4, T (φ) apare
e 
omoum prisma 
om extremos f#(φ) e g#(φ) e lados T (∂φ). Logo, é razoável que
∂T (φ) = f#(φ) − g#(φ) − T (∂φ), que é a exigên
ia algébri
a para que T sejauma homotopia de 
adeias.Se a 
adeia c =

∑
miφi é um n-
i
lo em X , então f#(c) e g#(c) são n-
i
los em Y . T (c) é uma 
oleção de múltiplos inteiros de tais prismas e a somaalgébri
a dos lados deve ser zero visto que ∂c = 0. Logo, o bordo de T (c) é asoma algébri
a dos extremos dos prismas, que é f#(c) − g#(c), e então f#(c) e

g#(c) são 
i
los homólogos em Y .BICMat, Volume V, Outubro de 2008
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Figura 1.4: Interpretação geométri
a de T .Dados espaços X e Y , duas apli
ações f0, f1 : X → Y são homotópi
asse existir uma apli
ação F : X × I → Y , I = [0, 1], 
om F (x, 0) = f0(x)e F (x, 1) = f1(x), ∀x ∈ X . A apli
ação F é uma homotopia entre f0 e f1.Equivalentemente, uma homotopia é uma família de apli
ações {ft}0≤t≤1 de
X em Y variando 
ontinuamente 
om t. Temos que a relação de homotopia éuma relação de equivalên
ia no 
onjunto de todas as apli
ações de X em Y . É
ostumeiro denotar por [X,Y ] o 
onjunto de 
lasses de homotopia de apli
ações.
Teorema 22. Se f0, f1 : X → Y são apli
ações homotópi
as, então f0∗ = f1∗
omo homomor�smos de H∗(X) em H∗(Y ).
Prova: A idéia da demonstração é a seguinte: se z é um 
i
lo em X , então asimagens de z sob f0 e f1 serão 
i
los em Y . Visto que f0 pode ser deformada
ontinuamente em f1, a imagem de z sob f0 deve admitir uma deformação 
on-tínua similar na imagem de z sob f1. Isto deve impli
ar que as duas imagens são
i
los homólogos. Colo
aremos agora estas idéias geométri
as na atual estruturaalgébri
a.Tendo em vista a Proposição 21, será su�
iente mostrar que as apli
ações de
adeias f0#, f1# : S∗(X) → S∗(Y ) são 
adeias homotópi
as. Seja F : X × I →
Y uma homotopia entre f0 e f1. De�na apli
ações g0, g1 : X → X × I por
g0(x) = (x, 0) e g1(x) = (x, 1). Então no diagrama 
ada triângulo é 
omutativo,BICMat, Volume V, Outubro de 2008



32 Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores na Esferaisto é, f0 = F ◦ g0 e f1 = F ◦ g1.Agora suponha que g0# e g1# são 
adeias homotópi
as 
omo apli
ações
adeia de S∗(X) em S∗(X × I). Isto signi�
aria que existe um homomor�smo
T : S∗(X) → S∗(X× I) de grau um 
om ∂T +T∂ = g0#−g1#. Apli
ando F# aambos os lados temos F#(∂T + T∂) = F#(g0# − g1#) ou ∂(F#T ) + (F#T )∂ =

f0# − f1#. Então F#T é um homomor�smo de S∗(X) em S∗(Y ) de grau ume é uma homotopia de 
adeias entre f0# e f1#. Portanto, é su�
iente mostrarque g0# e g1# são 
adeias homotópi
as.
X

g0

��

f0

""F
FF

FF
FF

FF

X × I
F // Y

X

g1

OO

f1

<<xxxxxxxxxPara o n-simplexo padrão σn denotemos por τn ∈ Sn(σn) o elemento re-presentado pela apli
ação identidade. Note que se φ : σn → X é qualquer n-simplexo singular em X , então o homomor�smo induzido φ# : Sn(σn) → Sn(X)tem φ#(τn) = φ. Temos que todo n-simplexo singular em X pode ser exibido
omo a imagem de τn dessa maneira. A té
ni
a de demonstração será entãoprimeiro dar uma 
onstrução envolvendo τn e então estender isto a todo Sn(X)pela aproximação a
ima.Construímos uma homotopia de 
adeias T entre g0# e g1# indutivamente nadimensão do grupo de 
adeias. Para fazer o primeiro passo indutivo, suponha
n > 0 e para todo espaço X e inteiros i < n existe um homomor�smo T :

Si(X) → Si+1(X × I) tal que ∂T + T∂ = g0# − g1#. Além disso, pressuponhaque isto é natural no sentido que dada qualquer apli
ação h : X → W deBICMat, Volume V, Outubro de 2008
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omuta, ∀ i < n:
Si(X)

TX //

h#

��

Si+1(X × I)

(h×Id)#

��
Si(W )

TW

// Si+1(W × I)Para de�nir T nas n-
adeias de X , é su�
iente de�nir T nos n-simplexossingulares. Então seja φ : σn → X um n-simplexo singular e lembre que
φ#(τn) = φ. Logo, ao de�nir Tσn

: Sn(σn) → Sn+1(σn × I), a naturalidadeda 
onstrução exigirá que TX(φ) = TX(φ#(τn)) = (φ × Id)#(Tσn
(τn)). Entãopara de�nir TX é su�
iente de�nir Tσn

em Sn(σn).Seja d um n-simplexo singular em σn e 
onsidere a 
adeia em Sn(σn×I) dadapor c = g0#(d) − g1#(d) − Tσn
(∂d), que está de�nida pela hipótese de induçãovisto que ∂d está em Sn−1(σn). Note que da dis
ussão anterior, c 
orrespondeao bordo de um 
erto prisma em σn. Então

∂c = ∂g0#(d) − ∂g1#(d) − ∂Tσn
(∂d)

= g0#(∂d) − g1#(∂d) − [g0#(∂d) − g1#(d) − Tσn
∂(∂d)]

= 0.Logo, c é um 
i
lo de dimensão n no 
onjunto 
onvexo σn × I. Do Teorema20, segue que c é também um bordo. Seja então b ∈ Sn+1(σn × I) 
om ∂b =

c. Geometri
amente, b é o prisma sólido do qual c é o bordo. De�na então
Tσn

(d) = b e observe que ∂T (d) + T∂(d) = g0#(d) − g1#(d).Agora, para qualquer n-simplexo singular φ : σn → X de�na 
omo antes
TX(φ) = (φ× Id)#Tσn

(τn). De�nida nos geradores, existe uma extensão úni
aa um homomor�smo TX : Sn(X) → Sn+1(X × I). Esta 
onstrução indutivaindi
a a de�nição própria para T em 0-
adeias. Lembre que σ0 é um ponto e
onsidere a 
adeia c em S0(σ0× I) dada por c = g0#(τ0)−g1#(τ0). Tome um 1-simplexo singular b em σ0× I 
om bordo g0#(τ0)−g1#(τ0) e de�na Tσ0
(τ0) = b.Isto de�ne T em 0-
adeias pela mesma té
ni
a.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



34 Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores na EsferaFinalmente deve ser notado que na de�nição dada para TX em n-
adeias de
X , ∂TX + TX∂ = g0# − g1# e que a 
onstrução é 
onvenientemente natural
om respeito a apli
ações h : X →W . Note que se φ é um n-simplexo singularem X , g0#(φ) = g0#φ#(τn) = (φ × Id)#g0#(τn) e analogamente g1#(φ) =

g1#φ#(τn) = (φ× Id)#g1#(τn). Agora 
onsidere
∂T (φ) + T∂(φ) = ∂Tφ#(τn) + T∂φ#(τn)

= ∂(φ× Id)#T (τn) + Tφ#∂(τn)

= (φ× Id)#∂T (τn) + (φ× Id)#T∂(τn)

= (φ× Id)#(g0#(τn) − g1#(τn))

= g0#(φ) − g1#(φ).A naturalidade segue analogamente.Portanto, TX dá uma homotopia de 
adeias entre g0# e g1#, e temos 
om-pletada a demonstração de que f0∗ = f1∗.Note que isto generaliza a aproximação do Teorema 20. Lá usamos o fatoque 
omo X era 
onvexo, a apli
ação identidade era homotópi
a à apli
ação quelevavaX no ponto x. Logo, em dimensões positivas, o homomor�smo identidadee o trivial 
on
ordam, e a homologia dimensional positiva de X é trivial.
Definição 23. Sejam f : X → Y e g : Y → X apli
ações de espaços topológi
os.Se as 
omposições f ◦ g e g ◦ f são homotópi
as às suas respe
tivas apli
açõesidentidade, então f e g são homotopias inversas uma da outra. Uma apli
ação
f : X → Y é uma equivalên
ia de homotopia se f tem uma homotopia inversa;neste 
aso dizemos que X e Y têm o mesmo tipo de homotopia.
Proposição 24. Se f : X → Y é uma equivalên
ia de homotopia, então f∗ :

Hn(X) → Hn(Y ) é um isomor�smo para 
ada n.
Prova: Se g é uma homotopia inversa para f , então pelo Teorema 22

f∗ ◦ g∗ = (f ◦ g)∗ = Id e g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗ = IdBICMat, Volume V, Outubro de 2008
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ia de Campos de Vetores na Esfera 35e então g∗ = f−1
∗ e f∗ é um isomor�smo.

Definição 25. Suponha que i : A→ X é a apli
ação in
lusão de um subespaço
A de X . Uma apli
ação g : X → A tal que g ◦ i é a identidade em A é umaretração deX sobre A. Se além disso a 
omposição i◦g : X → X é homotópi
a àidentidade, então g é uma deformação retrátil e A é um retrato por deformaçãode X . Note que neste 
aso a in
lusão i é uma equivalên
ia de homotopia.
Corolário 26. Se i : A → X é a in
lusão de um retrato A de X, então i∗ :

H∗(A) → H∗(X) é um monomor�smo sobre um somando direto. Se A é umretrato por deformação de X, então i∗ é um isomor�smo.
Prova: O segundo resultado segue diretamente da Proposição 24. Para provaro primeiro, seja g : X → A uma retração. Então g∗ ◦ i∗ = (g ◦ i)∗ = Id∗ é aidentidade em H∗(A). Portanto, i∗ é um monomor�smo.De�na subgrupos de H∗(X) por G1 = Im(i∗) e G2 = ker(g∗). Seja α ∈
G1 ∩ G2, então α = i∗(β) para algum β ∈ H∗(A) e g∗(α) = 0. Entretanto
0 = g∗(α) = g∗i∗(β) = β e então α = i∗(β) deve ser zero. Por outro lado,seja γ ∈ H∗(X). Então γ = i∗g∗(γ) + (γ − i∗g∗(γ)) expressa γ 
omo a somade um elemento de G1 e um elemento de G2. Portanto, H∗(X) ≈ G1 ⊕G2 e ademonstração está 
ompleta.
5 Seqüência Exata de Homologia

Definição 27. Uma tripla C f−→ D
g−→ E de grupos abelianos e homomor�s-mos é exata se Im(f) = ker(g). Uma seqüên
ia de grupos abelianos e homo-mor�smos · · · −→ G1

f1−→ G2
f2−→ G3

f3−→ · · · fn−1−→ Gn
fn−→ · · · é exata se 
adatripla é exata. Uma seqüên
ia exata 0 −→ C

f−→ D
g−→ E −→ 0 é 
hamadaexata 
urta. Isto é uma generalização do 
on
eito de isomor�smo no sentidoque h : G1 → G2 é um isomor�smo se, e somente se, 0 −→ G1

h−→ G2 −→ 0 éexata. BICMat, Volume V, Outubro de 2008



36 Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores na EsferaNote que em uma seqüên
ia exata 
urta 
omo a
ima, f é um monomor�smoe identi�
a C 
om um subgrupo C ′ ⊆ D. Além disso, g é um epimor�smo 
omnú
leo C′. Logo, a menos de isomor�smo a seqüên
ia se reduz a 0 −→ C ′ i−→
D

π−→ D/C′ −→ 0.Suponha agora que C = {Cn}, D = {Dn} e E = {En} são 
omplexos de
adeias e 0 −→ C
f−→ D

g−→ E −→ 0 é uma seqüên
ia exata 
urta onde f e g sãoapli
ações de 
adeias de grau zero. Conseqüentemente, para 
ada p existe umatripla asso
iada de grupos de homologia Hp(C)
f∗−→ Hp(D)

g∗−→ Hp(E). Agoraqueremos examinar pre
isamente o quanto isto diverge de ser exata 
urta.Assim, estamos pressupondo que temos um diagrama in�nito no qual aslinhas são seqüên
ias exatas 
urtas e 
ada quadrado é 
omutativo :...
��

...
��

...
��

0 // Cn

f //

∂

��

Dn

g //

∂

��

En
//

∂

��

0

0 // Cn−1
f //

∂
��

Dn−1
g //

∂
��

En−1
//

∂
��

0... ... ...Seja z ∈ Zn(E), isto é, z ∈ En e ∂z = 0. Visto que g é um epimor�smo,existe d ∈ Dn 
om g(d) = z. Do fato que g é uma apli
ação de 
adeias temos
g(∂d) = ∂(g(d)) = ∂z = 0. A exatidão impli
a que ∂d está na imagem de f ,então seja c ∈ Cn−1 
om f(c) = ∂d. Note que f(∂c) = ∂f(c) = ∂(∂d) = 0, e
omo f é um monomor�smo, ∂c deve ser zero, e c ∈ Zn−1(C).A 
orrespondên
ia z 7→ c de Zn(E) em Zn−1(C) não é uma função bemde�nida de 
i
los em 
i
los devido ao número de possíveis es
olhas no 
onstrução.Entretanto, mostraremos agora que a 
orrespondên
ia asso
iada nos grupos dehomologia é um homomor�smo bem de�nido.Sejam z, z′ ∈ Zn(E) 
i
los homólogos. Então existe e ∈ En+1 
om ∂(e) =BICMat, Volume V, Outubro de 2008
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z−z′. Sejam d, d′ ∈ Dn 
om g(d) = z, g(d′) = z′, e c, c′ ∈ Cn−1 
om f(c) = ∂d,
f(c′) = ∂d′. Devemos mostrar que c e c′ são 
i
los homólogos.Existe a ∈ Dn+1 
om g(a) = e. Pela 
omutatividade, g(∂a) = ∂g(a) =

∂e = z − z′, então observemos que (d − d′) − ∂a ∈ ker(g), portanto também
(d − d′) − ∂a ∈ Im(f). Seja b ∈ Cn 
om f(b) = (d − d′) − ∂a. Agora, temos
f(∂b) = ∂f(b) = ∂(d − d′ − ∂a) = ∂d − ∂d′ = f(c) − f(c′) = f(c − c′). Vistoque f é injetora, segue que c− c′ = ∂b e c e c′ são 
i
los homólogos. Portanto,a 
orrespondên
ia induzida nos grupos de homologia está bem de�nida e entãodeve ser um homomor�smo.Este homomor�smo é denotado por ∆ : Hn(E) → Hn−1(C) e 
hamado dehomomor�smo 
one
tante para a seqüên
ia exata 
urta

0 −→ C
f−→ D

g−→ E −→ 0.

Teorema 28. Se 0 −→ C
f−→ D

g−→ E −→ 0 é uma seqüên
ia exata 
urta de
omplexos de 
adeias e apli
ações de 
adeias de grau zero, então a seqüên
ia
· · · f∗−→ Hn(D)

g∗−→ Hn(E)
∆−→ Hn−1(C)

f∗−→ Hn−1(D)
g∗−→ · · ·é exata.É importante notar que a 
onstrução do homomor�smo 
one
tante é 
onve-nientemente natural, isto é, se

0 // C
f //

α

��

D
g //

β

��

E //

γ

��

0

0 // C′
f ′

// D′
g′

// E′ // 0é um diagrama de 
omplexos de 
adeias e apli
ações de 
adeias de grau zero noqual as linhas são exatas e os retângulos são 
omutativos, então vale a 
omuta-tividade em 
ada retângulo do diagrama asso
iado
· · · // Hn(D)

g∗ //

β∗

��

Hn(E)
∆ //

γ∗

��

Hn−1(C)
f∗ //

α∗

��

Hn−1(D) //

β∗

��

· · ·

· · · // Hn(D′)
g′

∗ // Hn(E)
∆′

// Hn−1(C
′)

f ′

∗ // Hn−1(D) // · · ·BICMat, Volume V, Outubro de 2008
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ia de Campos de Vetores na EsferaSeja X um espaço topológi
o e A ⊆ X um subespaço. O interior de A
(IntA) é a união de todos os sub
onjuntos abertos de X que estão 
ontidos em
A, ou equivalentemente o sub
onjunto maximal de A que é aberto em X . Uma
oleção U de sub
onjuntos deX é um re
obrimento de X seX ⊆ ⋃U∈U U . Dadauma 
oleção U , seja IntU a 
oleção de interiores de elementos de U . Estaremosinteressados naqueles U para os quais IntU é um re
obrimento de X .Para um re
obrimento qualquer U de X , denotemos por SU

n (X) o subgrupode Sn(X) gerado pelos n-simplexos singulares φ : σn → X para os quais φ(σn)está 
ontido em algum U ∈ U . Então para 
ada i, Im(∂iφ) ⊆ Im(φ) e temos obordo total ∂ : SU
n → SU

n−1(X).Então asso
iado 
om qualquer re
obrimento U de X existe um 
omplexo de
adeias SU
∗ (X) e a in
lusão natural i : SU

∗ (X) → S∗(X) é uma apli
ação de
adeias. Note que se V é um re
obrimento de um espaço Y e f : X → Y é umaapli
ação tal que para 
ada U ∈ U , f(U) está 
ontido em algum V de V , entãoexiste uma apli
ação de 
adeias f# : SU
∗ (X) → SV

∗ (Y ) e f# ◦ iX = iY ◦ f#.
Teorema 29. Se U é uma família de sub
onjuntos de X tal que IntU é umre
obrimento de X, então i∗ : Hn(SU

∗ (X)) → Hn(X) é um isomor�smo para
ada n.Este argumento 
ara
teriza a diferença bási
a entre teoria de homologia eteoria de homotopia. Intuitivamente, a aproximação para provar este teorema éa seguinte. Dada uma 
adeia c em X devemos 
onstruir uma 
adeia c′ em X talque c′ está na imagem de i e ∂c = ∂c′. Além disso, se c é um 
i
lo iremos quererque c′ seja homólogo a c. Isto é feito �subdividindo� a 
adeia c repetidamenteaté a 
adeia resultante ser a desejada c′. A té
ni
a de subdivisão é possível emteoria de homologia pois um n-simplexo pode ser subdividido em uma 
oleçãode n-simplexos menores. Entretanto, a subdivisão de uma esfera não resulta emuma 
oleção de esferas menores. É a ausên
ia de uma tal 
onstrução que torna o
ál
ulo de grupos de homotopia extremamente difí
il para espaços simples 
omouma esfera.BICMat, Volume V, Outubro de 2008
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ia de Campos de Vetores na Esfera 39Para ver que a exigên
ia que IntU 
obre X é essen
ial, sejam X = S1,
x0 ∈ S1 e U = {{x0}, S1 − {x0}}. Então qualquer 
adeia c em SU

1 (S1) podeser uni
amente es
rita 
omo a soma de uma 
adeia c1 em {x0} e uma 
adeia
c2 em S1 − {x0}. Além disso, visto que a imagem de c2 está 
ontida em umsub
onjunto 
ompa
to de S1 − {x0}, c será um 
i
lo se, e somente se, c1 e c2foram 
i
los. Agora, ambos c1 e c2 devem então ser bordos também; portanto,
H1(S

U
∗ (S1)) = 0. Porém, mostraremos em breve que H1(S

1) ≈ Z.A primeira apli
ação do Teorema 29 será o desenvolvimento de uma té
-ni
a para estudar a homologia de um espaço X em termos da homologia das
omponentes de um re
obrimento U de X . No 
aso não trivial mais simples, ore
obrimento U 
onsiste de dois sub
onjuntos U e V tais que IntU ∪ Int V = X .Por 
onveniên
ia sejam A′ o 
onjunto de todos os n-simplexos singulares em U e
A′′ o 
onjunto de todos os n-simplexos singulares em V . Então Sn(U) = F (A′),
Sn(V ) = F (A′′), Sn(U ∩ V ) = F (A′ ∩ A′′), SU

n (X) = F (A′ ∪ A′′). Note queexiste um homomor�smo natural h : F (A′) ⊕ F (A′′) → F (A′ ∪ A′′) dado por
h(a′j , a

′′
j ) = a′j +a′′j . Temos que h é um epimor�smo. Por outro lado, existe o ho-momor�smo g : F (A′ ∩A′′) → F (A′)⊕F (A′′) dado por g(bi) = (bi,−bi). Segueque g é um monomor�smo e h ◦ g = 0. Agora suponha h(∑nia

′
i,
∑
mja

′′
j ) = 0.Isto é,∑nia

′
i+
∑
mja

′′
j = 0. Visto que estes são grupos abelianos livres, a úni
amaneira de isso a
onte
er é para 
ada ni 6= 0, a′i = a′′j para algum j e além disso

mj = −ni. Todos os mj 6= 0 devem apare
er desta maneira. Isto impli
a quetodos os a′i estão em A′ ∩ A′′ e se x =
∑
nia

′
i, então ∑mja

′′
j = −x. Portanto,

x ∈ F (A′ ∩ A′′) e g(x) = (
∑
nia

′
i,
∑
mja

′′
j ). Isto prova que ker(h) ⊂ Im(g), einterpretando estes fatos em termos dos grupos de 
adeias temos para 
ada numa seqüên
ia exata 
urta

0 −→ Sn(U ∩ V )
g#−→ Sn(U) ⊕ Sn(V )

h#−→ SU
n (X) −→ 0.De�na um 
omplexo de 
adeias S∗(U) ⊕ S∗(V ) 
olo
ando (S∗(U) ⊕ S∗(V ))n =

Sn(U) ⊕ Sn(V ) e 
onsiderando o operador bordo 
omo o bordo usual em 
ada
omponente. Então a seqüên
ia a
ima se torna uma seqüên
ia exata 
urta deBICMat, Volume V, Outubro de 2008
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omplexos de 
adeias e apli
ações de 
adeias de grau zero.
6 Seqüência de Mayer VietorisPelo Teorema 28, existe uma seqüên
ia exata longa de grupos de homologiaasso
iada à seqüên
ia a
ima
· · · ∆→ Hn(U ∩V )

g∗→ Hn(S∗(U)⊕S∗(V ))
h∗→ Hn(SU

∗ (X))
∆→ Hn−1(U ∩V ) → · · ·Pela de�nição do 
omplexo de 
adeias, temos queHn(S∗(U)⊕S∗(V )) ≈ Hn(U)⊕

Hn(V ), e pelo Teorema 29 temos Hn(SU
∗ (X)) ≈ Hn(X). In
orporando estesisomor�smos à seqüên
ia exata longa, temos estabele
ida a seqüên
ia de Mayer-Vietoris

· · · ∆→ Hn(U ∩ V )
g∗→ Hn(U) ⊕Hn(V )

h∗→ Hn(X)
∆→ Hn−1(U ∩ V ) → · · · .Note que se de�nirmos por

U
k

((PPPPPPPPP

U ∩ V

i
88qqqqqqq

j &&MMMMMMM U ∪ V = X

V
l

66nnnnnnnnnas respe
tivas apli
ações in
lusão, então g∗(x) = (i∗(x),−j∗(x)) e h∗(y, z) =

k∗(y) + l∗(z). O homomor�smo 
one
tante ∆ pode ser interpretado geome-tri
amente 
omo segue: qualquer 
lasse de homologia ω em Hn(X) pode serrepresentada por um 
i
lo c + d onde c é uma 
adeia em U e d é uma 
adeiaem V . (Isto segue do Teorema 29) Então ∆(ω) é representado pelo 
i
lo ∂c em
U ∩ V .A 
onstrução da seqüên
ia de Mayer-Vietoris é natural no sentido que seX ′ éum espaço, U ′ e V ′ são sub
onjuntos 
om Int(U ′)∪Int(V ′) = X , e f : X → X ′ éuma apli
ação para a qual f(U) ⊆ U ′ e f(V ) ⊆ V ′, então temos 
omutatividadeem 
ada retângulo do seguinte diagrama, que se estende para a direita e para aBICMat, Volume V, Outubro de 2008
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Hn(U ∩ V )

g∗ //

f∗

��

Hn(U) ⊕Hn(V )
h∗ //

f∗⊕f∗

��

Hn(X)
∆ //

f∗

��

Hn−1(U ∩ V )

f∗

��
Hn(U ′ ∩ V ′)

g′

∗ // Hn(U ′) ⊕Hn(V ′)
h′

∗ // Hn(X ′)
∆′

// Hn−1(U
′ ∩ V ′)

Exemplo 30. Seja X = S1 e denotemos por z e z′ os pólos norte e sul, respe
-tivamente, e por x e y os pontos no equador (Figura 1.5). Sejam U = S1 −{z′}e V = S1 − {z}. Então na seqüên
ia de Mayer-Vietoris asso
iada a este re
o-brimento temos
H1(U) ⊕H1(V )

h∗−→ H1(S
1)

∆−→ H0(U ∩ V )
g∗−→ H0(U) ⊕H0(V ).O primeiro termo é zero visto que U e V são 
ontráteis. Logo, ∆ é ummonomor�smo e H1(S

1) será isomorfo à Im(∆) = ker(g∗). Um elemento de
H0(U ∩ V ) ≈ Z ⊕ Z pode ser es
rito na forma ax+ by, onde a e b são inteiros.

Figura 1.5: S1.Agora, g∗(ax + by) = (i∗(ax + by),−j∗(ax + by)). Visto que U e V são
onexos por 
aminhos, i∗(ax+ by) = 0 se, e somente se, a = −b e analogamentepara j∗. Logo, o nú
leo de g∗ é o subgrupo de H0(U ∩ V ) 
onsistindo de todosos elementos da forma ax − ay. Isto é um subgrupo 
í
li
o in�nito gerado por
x − y. Portanto, 
on
luímos que H1(S

1) ≈ Z. Para dar geometri
amente umgerador ω para este grupo, devemos representar ω pela soma de duas 
adeias,
c+ d, onde c ∈ U e d ∈ V , para as quais ∂(c) = x− y = −∂(d). As 
adeias c e
d podem ser es
olhidas 
omo mostrado na Figura 1.6.BICMat, Volume V, Outubro de 2008
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Figura 1.6: Cadeias c e d para S1.Para qualquer inteiro n > 1, a porção da seqüên
ia de Mayer-Vietoris

Hn(U) ⊕Hn(V )
h∗−→ Hn(S1)

∆−→ Hn−1(U ∩ V )tem os dois extremos iguais a zero. Portanto, Hn(S1) = 0.Isto 
ompleta a determinação da homologia de S1.
7 Homologia da EsferaAgora pro
edemos indutivamente para 
al
ular a homologia de Sn, para 
ada
n. Relembremos que Sn = {(x1, . . . , xn+1) | xi ∈ R,

∑
x2

i = 1} ⊆ Rn+1. Daforma usual 
onsidere Rn ⊆ Rn+1 
omo todos os pontos da forma (x1, . . . , xn, 0).Sob esta in
lusão Sn−1 ⊆ Sn 
omo o �equador�. Denotemos por z = (0, . . . , 0, 1)e z′ = (0, . . . , 0,−1) os pólos norte e sul de Sn. Então, pela projeção estere-ográ�
a, Sn−{z} e Sn −{z′} são homeomorfos a R
n. Além disso, Sn −{z∪ z′}é homeomorfo a Rn − {0}.

Proposição 31. Sn−1 é um retrato por deformação de Rn − {0}.
Prova: Seja i : Sn−1 → Rn − {0} a apli
ação in
lusão. Pre
isamos en
ontrar
g : Rn−{0} → Sn−1 tal que g◦i : Sn−1 → Sn−1 é a identidade e i◦g : Rn−{0} →
Rn − {0} é homotópi
a à identidade. Tomamos g : Rn − {0} → Sn−1 dada por

g(x1, . . . , xn) =
(x1, . . . , xn)

‖(x1, . . . , xn)‖ .Então, temos que (g ◦ i)(x1, . . . , xn) = g[i(x1, . . . , xn)] = g(x1, . . . , xn) =

(x1, . . . , xn), pois (x1, . . . , xn) ∈ Sn−1, ou seja, ‖(x1, . . . , xn)‖ = 1.BICMat, Volume V, Outubro de 2008
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ia de Campos de Vetores na Esfera 43De�nimos então F : Rn−{0}×I → Rn−{0} por F (x, t) = (1−t)[(i◦g)(x)]+
tx. Temos F (x, 0) = (i ◦ g)(x); F (x, 1) = x. Portanto, (i ◦ g) é homotópi
a àidentidade.Logo, Sn−1 é um retrato por deformação de Rn − {0}.Sejam agora U = Sn−{z}, V = Sn−{z′}; temos que U ∩V = Sn−{z∪z′}.Então pelas observações e pela Proposição 31, a seqüên
ia de Mayer-Vietorispara este re
obrimento se torna
Hm(Rn) ⊕Hm(Rn)

h∗→ Hm(Sn)
∆→ Hm−1(S

n−1)
g∗→ Hm−1(R

n) ⊕Hm−1(R
n).Para m > 1 os termos dos extremos são zero e assim ∆ é um isomor�smo. Para

m = 1 e n > 1, g∗ e ∆ devem ambos ser monomor�smos e assim H1(S
n) = 0.Isto forne
e o passo indutivo na demonstração do seguinte:

Teorema 32. Para qualquer inteiro n ≥ 0, H∗(S
n) é um grupo abeliano livre
om dois geradores, um em dimensão zero e um em dimensão n.

Corolário 33. Para n 6= m, Sn e Sm não têm o mesmo tipo de homotopia.
Definição 34. De�na o n-dis
o em Rn 
omo Dn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn|∑x2

i ≤
1} e note que Sn−1 ⊆ Dn é o seu bordo.
Corolário 35. Não existe retração de Dn sobre Sn−1.
Prova: Para n = 1 isto segue do fato que D1 é 
onexo e S0 não. Suponha n > 1e f : Dn → Sn−1 uma apli
ação tal que f ◦ i = Id, onde i é a in
lusão de Sn−1em Dn.Isto impli
a que o seguinte diagrama de grupos de homologia e homomor�s-mos induzidos é 
omutativo

Hn−1(S
n−1)

Id //

i∗

��

Hn−1(S
n−1)

Hn−1(D
n)

f∗

77nnnnnnnnnnnn
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44 Sobre a Existên
ia de Campos de Vetores na EsferaEntretanto, 
omo Hn−1(D
n) = 0, isto nos dá uma fatoração da identidade emum grupo 
í
li
o in�nito através do zero, o que é impossível. Portanto, nãoexiste tal retração f .

Corolário 36 (Teorema do ponto fixo de Brouwer). Dada uma apli
ação
f : Dn → Dn, existe x ∈ Dn 
om f(x) = x.
Prova: Suponha f : Dn → Dn sem pontos �xos. De�na uma função g : Dn →
Sn−1 
omo segue: para x ∈ Dn existe uma semi-reta bem de�nida 
omeçandoem f(x) e passando por x. De�na g(x) 
omo o ponto da interse
ção da semi-reta 
om Sn−1 (Figura 1.7). Então g : Dn → Sn−1 é 
ontínua e g(x) = x paratodo x ∈ Sn−1. Mas a existên
ia de tal apli
ação g 
ontradiz o Corolário 35.Portanto, f deve ter um ponto �xo.

Figura 1.7: g : Dn → Sn−1.
8 O Grau de uma Aplicação

Definição 37. Seja n ≥ 1 e suponha que f : Sn → Sn é uma apli
ação. Es
olhaum gerador α de Hn(Sn) ≈ Z e note que o homomor�smo induzido por f em
Hn(Sn) tem f∗(α) = m · α para algum inteiro m. Este inteiro é independenteda es
olha do gerador visto que f∗(−α) = −f∗(α) = −m · α = m · (−α). OBICMat, Volume V, Outubro de 2008
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ia de Campos de Vetores na Esfera 45inteiro m é o grau de f , denotado por d(f). É freqüentemente 
hamado de graude Brouwer, 
omo resultado do trabalho de L. E. J. Brouwer. O grau de umaapli
ação é uma generalização direta do �número de enrolamento� asso
iado 
omuma apli
ação do 
ír
ulo nos números 
omplexos diferentes de zero.As seguintes propriedades bási
as do grau de uma apli
ação são 
onseqüên-
ias de resultados anteriores:(a) d(Id) = 1;(b) se f , g : Sn → Sn são apli
ações, d(f ◦ g) = d(f) · d(g);(
) d(apli
ação 
onstante) = 0;(d) se f e g são homotópi
as, então d(f) = d(g);(e) se f é uma equivalên
ia de homotopia, então d(f) = ± 1.Outra propriedade é que existem apli
ações de qualquer grau em Sn sempreque n > 0. Uma propriedade muito mais so�sti
ada é o resultado de teoria dehomotopia de Hopf, que é a re
ípro
a da propriedade (d), se d(f) = d(g), então
f e g são homotópi
as. Logo, o grau é um invariante algébri
o 
ompleto para oestudo de 
lasses de homotopia de apli
ações de Sn em Sn.
Proposição 38. Seja n > 0 e de�na f : Sn → Sn por

f(x1, x2, . . . , xn+1) = (−x1, x2, . . . , xn+1).Então d(f) = −1.
Figura 1.8: De�nição de f .

BICMat, Volume V, Outubro de 2008



46 Sobre a Existên
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Prova: Consideremos primeiro o 
aso n = 1 (Figura 1.8). Como antes, sejam
z = (0, 1), z′ = (0,−1) e x = (−1, 0), y = (1, 0). Os re
obrimentosU = S1−{z′}e V = S1 − {z} têm a propriedade que f(U) ⊆ U e f(V ) ⊆ V .Logo, pela naturalidade da seqüên
ia de Mayer-Vietoris o diagrama

0 // H1(S
1)

∆ //

f∗

��

H0(U ∩ V )

f3∗

��
0 // H1(S

1)
∆ // H0(U ∩ V )tem linhas exatas e o retângulo 
omuta, onde f3 é a restrição de f . Re
ordemosque um gerador α de H1(S

1) era representado pelo 
i
lo c+d, onde ∂c = x−y =

−∂d, e ∆(α) é representado por x− y. Agora
∆f∗(α) = f3∗∆(α) = f3∗(x− y) = y − x = −∆(α) = ∆(−α).Visto que ∆ é um monomor�smo, d(f) = −1.Suponha agora que a 
on
lusão é verdadeira na dimensão n − 1 ≥ 1 e 
on-sidere Sn−1 ⊆ Sn 
omo antes. Tomando U e V 
omo o 
omplemento dos pólossul e norte respe
tivamente, em Sn a in
lusão i : Sn−1 → U∩V é uma equivalên-
ia de homotopia. Visto que n ≥ 2, o homomor�smo 
one
tante na seqüên
iade Mayer-Vietoris é um isomor�smo. Logo, no diagrama

Hn(Sn)
∆

≈
//

f∗

��

Hn−1(U ∩ V )

f3∗

��

Hn−1(S
n−1)

i∗

≈
oo

f∗

��
Hn(Sn)

∆

≈
// Hn−1(U ∩ V ) Hn−1(S

n−1)
i∗

≈
oo
ada retângulo 
omuta e os homomor�smos horizontais são isomor�smos. Se αé um gerador de Hn(Sn),

f∗(α) = ∆−1f3∗∆(α) = ∆−1i∗f∗i
−1
∗ ∆(α) = −∆−1i∗i

−1
∗ ∆(α) = α.Isto dá o passo indutivo e a demonstração está 
ompleta.

BICMat, Volume V, Outubro de 2008
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Corolário 39. Se f : Sn → Sn é dada por

f(x1, . . . , xn+1) = (x1, . . . ,−xi, . . . , xn+1)então d(f) = −1.
Prova: Seja h : Sn → Sn a apli
ação que tro
a a primeira 
om a i-ésima
oordenada. Então h é um homeomor�smo (h = h−1), e então d(h) = ± 1. Seja
g(x1, . . . , xn+1) = (−x1, . . . , xn+1). Então, d(g) = −1. Portanto,

d(f) = d(h ◦ g ◦ h) = d(h)2d(g) = (± 1)2(−1) = (−1).

Corolário 40. A apli
ação antipodal A : Sn → Sn de�nida por
A(x1, . . . , xn+1) = (−x1, . . . ,−xn+1) tem d(A) = (−1)n+1.
Prova: Pelo Corolário 39, A é a 
omposição de (n+1) apli
ações, todas de grau
−1.
Proposição 41. Se f, g : Sn → Sn são apli
ações 
om f(x) 6= g(x) para todo
x ∈ Sn, então g é homotópi
a a A ◦ f .

Figura 1.9: Homotopia entre Af(x) e g(x).
BICMat, Volume V, Outubro de 2008
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Prova: Gra�
amente a idéia é a seguinte: 
omo g(x) 6= f(x), o segmento em
Rn+1 de Af(x) até g(x) não passa pela origem. Logo, fazendo projeções daorigem sobre a esfera obtemos um 
aminho entre Af(x) e g(x) (Figura 1.9).Estes são os 
aminhos que produzem a homotopia desejada. Em parti
ularde�nimos uma função F : Sn × I → Sn por

F (x, t) =
(1 − t)Af(x) + t · g(x)
‖(1 − t)Af(x) + t · g(x)‖ ,que dá a homotopia expli
itamente.

Corolário 42. Se f : S2n → S2n é uma apli
ação 
ontínua, então existe x ∈ S2n
om f(x) = x ou existe y ∈ S2n 
om f(y) = −y.
Prova: Se f(x) 6= x para todo x, então pela Proposição 41 f é homotópi
a a
A. Por outro lado, se f(x) 6= −x = A(x) para todo x, então f é homotópi
a a
A ◦A = Id.Quando estas duas 
ondições a
onte
em, temos d(A) = d(f) = d(Id).Porém, d(A) = (−1)2n+1 = −1 e d(Id) = 1, então as duas 
ondições nãopodem o
orrer simultaneamente.
9 Campos de Vetores

Definição 43. Um 
ampo de vetores em Sn é uma função 
ontínua f : Sn → Sntal que x e f(x) são perpendi
ulares para 
ada x em Sn. Um 
ampo de vetores
f em Sn é interpretado 
omo segue: f é uma função 
ontínua que asso
ia a
ada vetor unitário x de Rn+1 um vetor unitário de Rn+1 tal que x e f(x) sãoperpendi
ulares. Se imaginarmos que o vetor f(x) é transladado de modo a ter
x em Sn 
omo ponto ini
ial, então f(x) deve ser tangente à esfera Sn.Estamos agora em 
ondições de provar nosso resultado prin
ipal:
Teorema 44 (Teorema de Brouwer-Poincaré). Existe um 
ampo de vetoresem Sn, n ≥ 1 se, e somente se, n é ímpar.BICMat, Volume V, Outubro de 2008
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Prova: Se n é ímpar, um 
ampo de vetores em Sn pode ser de�nido por:
f(x1, x2, . . . , xn+1) = (x2,−x1, x4,−x3, . . . , xn+1,−xn), 
om (x1, x2, . . . , xn+1)em Sn. Temos que f é uma função 
ontínua de Sn em Sn. Além disso,
x · f(x) = (x1x2 − x1x2) + (x3x4 − x3x4) + · · · + (xnxn+1 − xnxn+1) = 0.Portanto, f é um 
ampo de vetores em Sn.Agora, se n é par, segue do Corolário 42 que não existe 
ampo de vetoresem Sn.Para n = 2, este resultado pode ser visualizado da seguinte maneira: penseem 
ada vetor 
omo um �o de 
abelo. En
ontrar um 
ampo de vetores em S2 éequivalente a des
rever um método para �pentear os �os de 
abelo� tal que 
ada�o é tangente à esfera e suas direções variam 
ontinuamente. De a
ordo 
om oTeorema de Brouwer-Poin
aré, tal penteado é impossível.
Abstract: In this work we present a study on the existen
e of ve
tor �elds onthe sphere, via degree maps and Mayer-Vietoris sequen
e.
Keywords: Mayer-Vietoris sequen
e, ve
tor �elds, maps degree
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Homeomor�smos e HomotopiasKaren Regina Panzarin1Orientador(a): Ali
e Kimie Miwa Libardi
Resumo: Há duas questões primordiais em Topologia: extensão de funções e
lassi�
ação de espaços topológi
os. A 
lassi�
ação de espaços topológi
os podeser feita através de homeomor�smos ou de uma maneira mais fra
a através dehomotopia ou ainda por uma relação de bordismo. Neste trabalho, tratamosda 
lassi�
ação através de homeomor�smos, porém mostrando a diferença en-tre a 
lassi�
ação por homeomor�smo e por homotopia através de um exemplobastante intuitivo, porém fortemente motivador. A 
lassi�
ação por homeomor-�smos é feita através de invariantes topológi
os, 
omo a 
onexão, a 
ara
terísti
ade Euler, o grupo fundamental, os grupos de homologia e de 
ohomologia.
Palavras-chave: homeomor�smo, homotopia, 
lassi�
ação de espaços
1 Homeomorfismos

Definição 1. Sejam X e Y espaços topológi
os. Dizemos que f : X → Y éum homeomor�smo se é 
ontínua, bijetora e 
om inversa g, também 
ontínua.Nesse 
aso, dizemos que X e Y são homeomorfos e denotamos por X ≃ Y .Vamos ver, intuitivamente, a idéia geométri
a através de um exemplo.
Exemplo 2. Considere as letras M e N.

1MEC/SESu 51



52 Homeomorfismos e HomotopiasEm M, se tomarmos NI do lado esquerdo e �zermos a 
orrespondên
ia 
om Nsobre o segmento da esquerda mais a diagonal, e esti
armos o lado direito de Mfazendo a 
orrespondên
ia 
om o segmento da direita de N então transformamoso M em N. De modo análogo, se tomarmos o segmento NI da esquerda mais adiagonal de N e �zermos a 
orrespondên
ia 
om M sobre o lado esquerdo, edobrarmos o segmento da direita de N fazendo a 
orrespondên
ia 
om a outrametade de M, então transformamos N em M.
Exemplo 3. Consideremos agora, as letras I e X. Não 
onseguimos um homeo-mor�smo de X em I (I em X), pois, ao tirarmos o ponto 
entral de X e o ponto
entral de I, teremos X 
om quatro segmentos, enquanto que I terá apenas dois,porém são homotópi
os.Vejamos agora, formalmente, dois exemplos de espaços homeomorfos.
Exemplo 4. Sejam X1 = {(x, y); (x, y) 6= (0, 0)} e X2 = {(x, y, z);x2 + y2 = 1}dois espaços. De�na h′ : X2 → X1 por (x, y, z) 7→ (xez , yez), isto é, projete
ada ponto (x, y, z) ∈ X2 no ponto (x, y) e em seguida, estique-o multipli
andosuas 
oordenadas pela função ez.Para de�nir h : X1 → X2, pro
eda da seguinte forma: normalize 
ada ponto
(x, y) ∈ X1 para obter ( x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

) e a seguir asso
ie o ponto
(

x√
x2 + y2

,
y√

x2 + y2
,
1

2
ln (x2 + y2)

) 
uja 
ota 1

2
ln (x2 + y2) é obtida resol-vendo-se a equação ez =

√
x2 + y2.Disso, tem-se h ◦ h′(x, y, z) =

=

(
xez

√
(xez)2 + (yez)2

,
yez

√
(xez)2 + (yez)2

,
1

2
ln((xez)2 + (yez)2)

)

=

(
xez

ez
√
x2 + y2

,
yez

ez
√
x2 + y2

, ln
(
ez
√
x2 + y2

))

=(x, y, ln ez) = (x, y, z).BICMat, Volume V, Outubro de 2008



Homeomorfismos e Homotopias 53Também,
h′ ◦ h(x, y) =

(
x√

x2 + y2
eln

√
x2+y2

,
y√

x2 + y2
eln

√
x2+y2

)
= (x, y).Portanto, h é inversa de h′ e 
omo ambas são 
ontínuas, temos que X1 e X2são homeomorfos.

Exemplo 5. Consideremos agora f : S2 − {(0, 0, 1)} → R2 de�nida por
f(x, y, z) =

(
x

1 − z
,

y

1 − z

)
,onde dado (x, y, z) ∈ S2−{(0, 0, 1)} e 
onsiderando a reta determinada por esteponto e (0, 0, 1), tem-se f(x, y, z) 
omo o ponto que esta reta inter
epta o plano

xy. A apli
ação g : R2 → S2 − {(0, 0, 1)} de�nida por
g(x, y) =

(
2x

x2 + y2 + 1
,

2y

x2 + y2 + 1
,
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

)é obtida de maneira similar a anterior. As apli
ações f e g são 
ontínuas, poissuas funções 
omponentes são 
ontínuas.Além disso,
(f ◦ g)(x, y) = f(g(x, y)) = f

(
2x

x2 + y2 + 1
,

2y

x2 + y2 + 1
,
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

)

=




2x

x2+y2+1

1 −
(

x2+y2−1
x2+y2+1

) ,
2y

x2+y2+1

1 −
(

x2+y2−1
x2+y2+1

)





=

(
2x

2
,
2y

2

)
= (x, y),para qualquer (x, y) ∈ R2 e

(g ◦ f)(x, y, z) = g(f(x, y, z)) = g

(
x

1 − z
,

y

1 − z

)
=

=




2
(

x
1−z

)

(
x

1−z

)2

+
(

y
1−z

)2

+ 1
,

2
(

y
1−z

)

(
x

1−z

)2

+
(

y
1−z

)2

+ 1
,

(
x

1−z

)2

+
(

y
1−z

)2

− 1
(

x
1−z

)2

+
(

y
1−z

)2

+ 1


 =

= (x, y, z)BICMat, Volume V, Outubro de 2008



54 Homeomorfismos e Homotopiaspara qualquer (x, y, z) ∈ S2 − {(0, 0, 1)}.E 
on
luímos assim que f é um homeomor�smo.Para a 
lassi�
ação de espaços topológi
os por homeomor�smos, de�nimosa seguinte relação de equivalên
ia: X ≡ Y ⇔ X e Y são homeomorfos.
2 Homotopias

Definição 6. Duas apli
ações g, h : X → Y de um espaço topológi
o X aum espaço topológi
o Y são homotópi
as se existir uma família de apli
ações
ontínuas ft : X → Y (t ∈ [0, 1]) , tais que f0 = g e f1 = h . Denotamos por
g ∼ h e dizemos que ft (t ∈ [0, 1]) é uma homotopia entre eles.
Exemplo 7. Intuitivamente, se 
onsiderarmos as letras X e Y e se tomarmos aparte superior de X e a levarmos na parte superior de Y e fe
harmos a parteinferior de X levando-a na parte inferior de Y, estaremos transformando X emY, por uma homotopia.
Lema 8. A homotopia é uma relação de equivalên
ia no 
onjunto das apli
ações
Y → X.
Prova: [f ≃ f ℄ Usaremos a homotopia �
onstante� ft = f ; mais pre
isamente,
F : Y × I → X é de�nida por F (y, t) = f(y) para todo t. Ela é 
ontínua umavez que F = f ◦ p1.
[f ≃ g ⇒ g ≃ f ] Seja F : f ≃ g. De�nimos a apli
ação RY : Y × I → Y × I,por

RY (y, t) = (y, 1 − t).Ela é 
ontínua, já que suas apli
ações 
omponentes o são. Agora, F ◦RY : g ≃ fé 
ontínua já que F e RY são.
[f ≃ g e g ≃ h ⇒ f ≃ h] Seja F : f ≃ g e G : g ≃ h. De�nimos uma apli
ação
F ∗G : Y × I → X por

F ∗G(y, t) =

{
F (y, 2t), 0 ≤ t ≤ 1

2 ,
G(y, 2t− 1), 1

2 ≤ t ≤ 1.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



Homeomorfismos e Homotopias 55Primeiro observe que a função está de�nida duas vezes nos pontos (y, t) 
om
t = 1/2. Mas os dois valores 
oin
idem já que

F (y, 1) = g(y) = G(y, 0).Claramente F ∗ G é 
ontínua em Y × [0, 1
2 ] e em Y × [ 12 , 1]. Assim, 
omo F e

G são 
ontínuas, estão de�nidas em intervalos fe
hados e a interse
ção 
oin
ide,
F ∗G é 
ontínua.
Definição 9. Sejam X e Y espaços topológi
os. Uma apli
ação f : X → Y éuma equivalên
ia de homotopia entre X e Y se existe uma apli
ação g : Y → Xtal que as 
ompostas g◦f : X → X e f ◦g : Y → Y são homotópi
as à apli
açãoidentidade de X e Y , respe
tivamente.
Aplicação 1. Consideremos o 
onjunto das letras do alfabeto, e façamos uma
lassi�
ação por homeomor�smos e por homotopias.Por homeomor�smo, obtemos nove 
lasses:

{A,R} {B} {C,G,I,J,L,M,N,S,U,V,W,Z}
{D,O} {E,F,T,Y} {H,K}

{P} {Q} {X}Por homotopia, obtemos três 
lasses:
{A,R,D,O,P} {B,Q} {C,I,L,M,N,S,U,V,W,Z,F,J,T,Y,G,H,K,X}Essa apli
ação nos mostra que a 
lassi�
ação por homotopias em geral, émais fra
a do que por homeomor�smos.

Abstract: It has two primordial questions in Topology: extension of fun
tionsand 
lassi�
ation of topologi
al spa
es. The 
lassi�
ation of topologi
al spa
es
an be made through homeomorphisms or in a weaker way through homotopyor by a relation of bordism. In this work, we deal with the 
lassi�
ation throughhomeomorphisms, however showing the di�eren
e of the 
lassi�
ation for home-omorphism and for homotopy through an intuitive example. The 
lassi�
ationBICMat, Volume V, Outubro de 2008



56 Homeomorfismos e Homotopiasfor homeomorphisms 
an be made through topologi
al invariants, as the 
on-ne
tion, the 
hara
teristi
 of Euler, the fundamental group or the groups ofhomology and 
ohomology.
Keywords: homeomorphism, homotopy, 
lassi�
ation of spa
es
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Teorema Fundamental da ÁlgebraNorthon Canevari Leme Penteado1Orientador(a): João Peres Vieira
Resumo: O objetivo deste trabalho é o de demonstrar o teorema fundamentalda álgebra de uma forma elegante e rápida via o uso de ferramentas da topologiaalgébri
a.
Palavras-chave: homotopia, levantamento de função 
ontínua, grau de função
ontínua.
1 Definições e ResultadosNesta seção faremos brevemente um resumo das de�nições, teoremas e lemane
essários para o entendimento da demonstração do teorema fundamental daálgebra dado na seção 2.
Definição 1. Sejam f, g : Y → X 
ontínuas. Se existir F : Y × I → X 
ontínuatal que para todo y ∈ Y ,

F (y, 0) = f(y)

F (y, 1) = g(y),então F é uma homotopia entre f e g e dizemos que f e g são homotópi
as.
Definição 2. Seja f : Y → X uma função 
ontínua, f é nulohomotópi
a se f éhomotópi
a a g : Y → X onde g é uma função 
onstante.
Definição 3. SejamX um espaço topológi
o e f : X → S1 uma função 
ontínua.Se pudermos en
ontrar g : X → R tal que f = e ◦ g, onde e : R → S1 denota afunção exponen
ial, então diremos que g levanta f ou g é um levantamento de1PET-Matemáti
a 57



58 Teorema Fundamental da Álgebra
f . Em outras palavras, o diagrama

R

e

��
X

f //

g

>>}
}

}
}

S1é 
omutativo.
Teorema 4. Qualquer função 
ontínua f : I → S1 tem um levantamento
g : I → R, que é úni
o a menos de translação por um inteiro. Portanto, se
a0 ∈ R 
om e(a0) = f(0), existe um úni
o levantamento g, 
om g(0) = a0.
Prova: Vide [1℄, Theorem 6.2, pg. 66.
Definição 5. Seja f : S1 → S1 
ontínua, e 
onsidere o diagrama 
omutativo

I

e|I

��

g // R

e

��
S1

f // S1onde g é o levantamento para a função 
ontínua f ◦ (e|I) dado pelo teorema 4.Como e(0) = e(1) = 1, logo e(g(1)) = f(e(1)) = f(e(0)) = e(g(0)). Assim,
g(1) − g(0) é um número inteiro, o qual é 
hamado de grau de f .
Teorema 6. As seguintes 
ondições sobre f : S1 → S1 
ontínua, são equiva-lentes:i) f é nulohomotópi
a.ii) f tem grau zero.iii) f tem um levantamento f ′ : S1 → R.

Prova: Vide [1℄, Theorem 6.4, pg. 68.Ne
essitaremos também doBICMat, Volume V, Outubro de 2008
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Lema 7. Suponha que f : X → S1 não é sobrejetiva. Então f é nulohomotópi
a.
Prova: Vide [1℄, Corollary, pg. 66.
2 Teorema Fundamental da Álgebra

Teorema 8. Qualquer equação polinomial não 
onstante em C tem pelo menosuma raiz.
Prova: Suponhamos por absurdo que não tenha raiz e vamos 
hegar a uma
ontradição. Es
revamos o polin�mio 
omo

P (z) =

n∑

i=0

aiz
i, n ≥ 1, an 6= 0.Dividindo por an, o polin�mio tem 1 
omo 
oe�
iente de zn. Assim, sem perdade generalidade, podemos assumir que an = 1.De�namos a função F : S1 × R+ → S1 por

F (z, r) =
P (rz)

|P (rz)| .A função F está bem de�nida desde que P não se anula e é 
ontínua. Além disso,se es
revermos fr(z) = F (z, r) então F dá uma homotopia G : S1 × I → S1de�nida por G(z, t) = F (z, (1 − t)r1 + tr2) entre as apli
ações fr1
e fr2

, paraquaisquer r1, r2 ∈ R+. Observemos que
f0(z) = F (z, 0) =

P (0z)

|P (0z)| =
a0

|a0|
= ±1.Logo f0 é 
onstante e portanto tem grau zero.Mostremos que para r su�
ientemente grande, fr tem grau n. Isto dará uma
ontradição, pois 
omo f0 ≃ fr então fr teria grau zero. Tomemos

R > max

(
n−1∑

i=0

|ai|, 1
)
.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



60 Teorema Fundamental da ÁlgebraEntão, 
om |z| = 1 temos,
∣∣∣∣∣

n−1∑

i=0

ai(Rz)
i

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑

i=0

|ai(Rz)
i| =

n−1∑

i=0

|ai|Ri|z|i =

=

n−1∑

i=0

|ai|Ri ≤ Rn−1
n−1∑

i=0

|ai| < Rn−1R = Rn = |(Rz)n|.Assim ∣∣∣∣∣

n−1∑

i=0

ai(Rz)
i

∣∣∣∣∣
|(Rz)n| < 1. (∗)Segue, em parti
ular, que P (Rz)/(Rz)n tem uma parte real positiva, pois

P (Rz)

(Rz)n
=

n−1∑

i=0

ai(Rz)
i + (Rz)n

(Rz)n
=

n−1∑

i=0

ai(Rz)
i

(Rz)n
+ 1
uja parte real é 1 + Re

(
1

(Rz)n

n−1∑

i=0

ai(Rz)
i

). Mas por (∗),
∣∣∣∣∣Re

(
1

(Rz)n

n−1∑

i=0

ai(Rz)
i

)∣∣∣∣∣ < 1 =⇒ Re

(
P (Rz)

(Rz)n

)
> 0.Portanto,

P (Rz)

(Rz)n

∣∣∣∣
(Rz)n

P (Rz)

∣∣∣∣ =
P (Rz)

|P (Rz)|
|R|n|z|n
Rnzn

=
1

zn
fR(z).Assim fR(z)/zn tem parte real positiva e norma igual a 1. Logo a apli
ação

g : S1 → S1 de�nida por z → fR(z)/zn não é sobrejetiva. Portanto, pelo lema7, temos que g é homotopi
amente nula, o que impli
a que g tem grau zero.Assim 0 = deg(g) = deg(fRP−n) = deg(fR) + deg(P−n) = deg(fR) − n, onde
P−n(z) = z−n. Logo deg(fR) = n e portanto 
hegamos a uma 
ontradição.
Abstract: The purpose of this work is to prove the fundamental theorem ofalgebra of one elegant and qui
k form way the use of tools of the algebrai
topology.
Keywords: homotopy, lifting of 
ontinuous map, degree of 
ontinuous map.BICMat, Volume V, Outubro de 2008
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A Conexão Como Invariante Topológi
oCristiane Rodrigues, Flavia Gra
iani,Paulo R. Isler e Rodrigo de S. Bortolu

iOrientador(a): Vanderlei Mar
os do Nas
imento
Resumo: Neste trabalho apresentamos 
omo a 
onexão permite 
lassi�
ar osintervalos não degenerados da reta, a menos de homeomor�smos.
Palavras-chave: Conexão, Homeomor�smo e Invariante Topológi
o
1 IntroduçãoAqui apresentamos os 
on
eitos e resultados que utilizaremos, sem demons-trações. Essas podem ser en
ontradas em qualquer texto sobre espaços métri
os,por exemplo em [1℄.
Definição 1. Sejam M e N espaços métri
os. Um homeomor�smo de M sobre
N é uma bijeção 
ontínua f : M → N , 
uja inversa f−1 : N → M também é
ontínua. Se existe uma tal f , diz-se que M e N são homeomorfos.
Proposição 2. A 
omposta de dois homeomor�smos é um homeomor�smo.No 
onjunto I de todos os espaços métri
os, 
onsideremos a seguinte relaçãobinária: A e B perten
entes a I estão rela
ionados (A ≃ B) se, e somente se, Ae B são homeomorfos.
Proposição 3. Essa relação é de equivalên
ia.
Prova: 1. A ≃ A: Para todo A ∈ I, temos que id : A→ A é um homeomor-�smo. Logo A ≃ A.2. Se A ≃ B, então B ≃ A: A ≃ B, então existe um homeomor�smo h :

A→ B. Logo a inversa h−1 : B → A é 
ontínua e bijetora.63



64 A Conexão Como Invariante Topológi
oFalta mostrar que (h−1)−1 é 
ontínua. Mas (h−1)−1 = h, a qual é 
on-tínua. Logo h−1 : B → A é um homeomor�smo, o que impli
a B ≃ A.3. Se A ≃ B e B ≃ C então A ≃ C: Temos que A ≃ B ⇒ ∃f : A → Bhomeomor�smo e B ≃ C ⇒ ∃g : B → C homeomor�smo. De�nimos
h = g ◦ f : A → C. Mas h : A → C é a 
omposta de homeomor�smos,então, pela Proposição 2, h também é um homeomor�smo. Logo A ≃ C.

Proposição 4. Sejam M e N espaços métri
os, f : M → N um homeomor-�smo. Se retirarmos um 
onjunto �nito de pontos do domínio e seus 
orrespon-dentes do 
ontra-domínio obteremos
g : M − {a, b, . . . , k} → N − {f(a), f(b), . . . , f(k)}homeomor�smo, onde g = f |M − {a, b, . . . , k}.

Proposição 5. Em um espaço vetorial normado, duas bolas abertas são home-omorfas.
Definição 6. Um espaço métri
o M é 
onexo se o fato: M = A ∪ B, onde A e
B são abertos disjuntos, impli
ar A = ∅ ou B = ∅.
Proposição 7. Sejam M e N espaços métri
os e f : M → N um homeomor-�smo. M é 
onexo se, e somente se, N é 
onexo.
Teorema 8. Todos os intervalos de R, e apenas eles, são subespaços 
onexos.
2 Teorema Principal

Teorema 9. Os intervalos não degenerados da reta, 
om a métri
a usual são
lassi�
ados nas seguintes 
lasses de equivalên
ia.
I1 = {(a, b), (a,+∞), (−∞, b), (−∞,+∞); a, b ∈ R}
I2 = {[a, b), (a, b], [a,+∞), (−∞, b]; a, b ∈ R}
I3 = {[a, b]; a, b ∈ R} .BICMat, Volume V, Outubro de 2008



A Conexão Como Invariante Topológi
o 65Isto signi�
a que os intervalos de 
ada grupo são homeomorfos entre si, masnenhum deles é homeomorfo a um intervalo de outro grupo.
Prova: Mostremos que quaisquer A e B ∈ I1 são homeomorfos:Passo 1: Sejam (a,+∞), (−∞,+∞) ∈ I1. Tomemos: f : (−∞,+∞) → (a,+∞),onde f(t) = a + et, ∀t ∈ (−∞,+∞) e g : (a,+∞) → (−∞,+∞), onde
g(y) = ln(y − a), ∀y ∈ (a,+∞).Observemos que f e g são 
ontínuas pois as funções e e ln são 
ontínuas.Mostremos, então, que f e g são inversas uma da outra:

(f ◦ g)(y) = f(ln(y − a)) = a+ eln(y−a) = a+ y − a = y

(g ◦ f)(t) = g(a+ et) = ln(a+ et − a) = ln(et) = tPortanto f é homeomor�smo.Passo 2: Sejam (a, b), (−∞,+∞) ∈ I1.Sabemos que existe f : (a, b) → (−π
2 ,

π
2 ) homeomor�smo, pela Proposição 5.Consideremos, g : (−π

2 ,
π
2 ) → (−∞,+∞), onde g(t) = tan t. Onde g é 
on-tínua, bijetora e g−1 = arctan também é 
ontínua. Logo g é um homeomor�smo.Tomemos h = g ◦ f : (a, b) → (−∞,+∞). Sendo h 
omposta de doishomeomor�smos, h é homeomor�smo.Passo 3: Sejam (a, b), (a,+∞) ∈ I1.Já vimos em 2 que (a, b) é homeomorfo a (−∞,+∞) e em 1 que (−∞,+∞) éhomeomorfo a (a,+∞). Logo pela transitividade (a, b) é homeomorfo a (a,+∞).Mostremos agora que quaisquer A e B ∈ I2 são homeomorfos:Passo 1: Primeiramente mostremos que [a, b) é homeomorfo a (a, b]. Tomemos

ϕ : [a, b) → (a, b], onde ϕ(t) = a+ b− t ∀t ∈ [a, b), e também ψ : (a, b] → [a, b),onde ψ(v) = a + b − v ∀t ∈ (a, b]. Ambas são 
ontínuas, já que são lineares, e
omo
(ϕ ◦ ψ)(v) = ϕ(a+ b− t) = a+ b− a− b+ v = v,

(ψ ◦ ϕ)(t) = ψ(a+ b− t) = a+ b− a− b+ t = t,BICMat, Volume V, Outubro de 2008



66 A Conexão Como Invariante Topológi
otemos que ϕ e ψ são bijetoras.Passo 2: Agora, mostremos que [a, b) é homeomorfo a [a,+∞). Tomemos
α : [a, b) → [a,+∞), α(t) = a+

t− a

b− t
, ∀t ∈ [a, b),

β : [a,+∞) → [a, b), β(y) =
a

1 + y − a
+

b(y − a)

1 + y − a
, ∀y ∈ [a,+∞).Temos que α e β são 
ontínuas pois α e β são somas de quo
ientes de funções
ontínuas. Falta mostrar que uma é a inversa da outra.

(α ◦ β)(y) = α

(
a

1 + y − a
+

b(y − a)

1 + y − a

)

= a+

(
a

1 + y − a

)
+

(
b(y − a)

1 + y − a

)
− a

b−
(

a

1 + y − a
+

b(y − a)

1 + y − a

)

= a+

(
a+ b(y − a) − a(1 + y − a)

1 + y − a

)

(
b(1 + y − a) − a− b(y − a)

1 + y − a

)

= a+
(b− a)(y − a)

b− a
= a+ y − a = y

(β ◦ α)(t) = β

(
a+

t− a

b− t

)
=

a+ b

(
a+

t− a

b− t
− a

)

1 + a+

(
t− a

b− t

)
− a

=

=

a+

(
b(t− a)

b− t

)

(b− t)(t− a)

(b− t)

=
a(b− t) + b(t− a)

(b− a)
=

(b− a)t

(b− a)
= tPasso 3: (−∞, b] é homeomorfo a (a, b]: Para esta demonstração tomemos

ϕ : (−∞, b] → (a, b], ϕ(y) =
b+ a(y − b)

1 + y − b
, ∀y ∈ (−∞, b]

λ : (a, b] → (−∞, b], λ(x) = b+
(b− x)

(a− x)
, ∀x ∈ (a, b]BICMat, Volume V, Outubro de 2008



A Conexão Como Invariante Topológi
o 67Temos que ϕ e λ são 
ontínuas1, uma é a inversa da outra.2Do mesmo modo mostramos para os demais 
asos os homeomor�smos.Mostremos que [a, b] não é homeomorfo a nenhum A ∈ I1.Passo 1: Suponha que [a, b] é homeomorfo a (a, b) ∈ I1. Então existe f : [a, b] →
(a, b) um homeomor�smo. Pelo Teorema 8, [a, b] e (a, b) são 
onexos. PelaProposição 4 existe g : [a, b]−{a} → (a, b)−{f(a)} homeomor�smo. Mas (a, b]é 
onexo e (a, b) − {f(a)} não é 
onexo.3 Logo tal g não pode existir.Passo 2: Analogamente mostramos para os demais As ∈ I1.Mostremos que [a, b] não é homeomorfo a nenhum B ∈ I2.Passo 1: Suponha que [a, b] é homeomorfo a [a, b) ∈ I2. Então existe f : [a, b] →
[a, b) homeomor�smo. Analisemos dois 
asos:1) f(a) = a: Pela Proposição 4, existe g : [a, b] − {a} → [a, b) − {f(a)} = (a, b)homeomor�smo. Também pela Proposição 4 existe h(a, b] − {b} → (a, b) −
{g(b)} homeomor�smo. Mas isto não pode a
onte
er, pois (a, b) é 
onexo e
(a, b) − {g(b)} não.2) f(a) 6= a: Pela Proposição 4, existe g : [a, b] − {a} → [a, b) − {f(a)} home-omor�smo. Mas isto não pode a
onte
er, pois [a, b] é 
onexo e [a, b) − {f(a)}não.Passo 2: Analogamente mostramos para os demais B ∈ I2.Não há homeomor�smo entre I1 e I2: Se os elementos de I1 e os elementosde I2 estivessem numa mesma 
lasse, isto impli
aria todos os elementos de I1 e
I2 serem homeomorfos. Mostraremos que isto não o
orre, ou seja, os intervalosda forma (a, b) e [a, b) não são homeomorfos e, portanto, nenhum elemento doprimeiro 
onjunto é homeomorfo a um elemento do outro 
onjunto.Suponha que [a, b) ≃ (a, b), isto é, existe f : [a, b) → (a, b) homeomor�smo.1Pelo fato de serem somas e quo
ientes de funções 
ontínuas.2Omitiremos a demonstração pois ela se dá nos mesmos moldes do item 2.3A não 
onexidade de (a, b)−{f(a)} se dá ao fato de que (a, b)−{f(a)} = (a, f(a))∪(f(a), b),
om (a, f(a)) ∩ (f(a), b) = ∅, (a, f(a)) 6= ∅ e (f(a), b) 6= ∅. A garantia de f(a) ∈ (a, b) se dáao fato de supormos f bijetora. BICMat, Volume V, Outubro de 2008
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oEntão existe g : [a, b) − {a} → (a, b) − {f(a)} homeomor�smo. Porém [a, b) −
{a} = (a, b) é 
onexo, pelo Teorema 8, mas (a, b) − {f(a)} não é 
onexo. Logo,pela Proposição 7 tal homeomor�smo não pode existir.Portanto os elementos de I1 e I2 não podem perten
er a mesma 
lasse.Este método, de remover um número �nito de pontos, para mostrar que 
er-tos espaços não são homeomorfos, fun
iona apenas em 
asos simples. Situaçõesmais sutis ne
essitam de invariantes mais so�sti
ados. Por exemplo, no 
aso dedois dis
os, A e B, onde A é fe
hado e B é aberto, usamos a 
ompa
idade paramostrar que estes dis
os não são homeomorfos.
Abstract: In this work we will show how the 
onne
tion allows us to give a
lassi�
ation of all non-degenerate intervals, up to homeomorphisms.
Keywords: 
onne
tion, homeomorphism, topologi
al invariant
Referências Bibliográficas[1℄ Lima, E.L., Espaços Métri
os, Instituto de Matemáti
a Pura e Apli
ada,Edgard Blü
her, 1977.

BICMat, Volume V, Outubro de 2008



Introdução à Dinâmi
a na Vizinhança do PontoLagrangeano L1João Paulo Cerri1Orientador(a): Prof. Dr. Tadashi Yokoyama
Resumo: O objetivo deste trabalho é o estudo das té
ni
as de sistemas dinâmi
osna vizinhança dos pontos de equilíbrio instáveis. Em parti
ular, vamos apresen-tar a obtenção da Hamiltoniana do sistema dinâmi
o na vizinhança do pontode equilíbrio instável L1. Isto será feito numa série de potên
ias através dosPolin�mios de Legendre. Mostraremos a existên
ia de uma 
onveniente formade re
orrên
ia, a qual permite es
rever a Hamiltoniana numa forma muito 
on-fortável.
Palavras-chave: Pontos Lagrangeanos, Ponto de Equilíbrio Instável L1, Proble-ma Restrito dos 3 Corpos, Hamiltoniana na Vizinhança de L1.
IntroduçãoO Problema Restrito dos Três Corpos (PRTC) estuda o movimento de umapartí
ula de massa in�nitesimal sob a ação do 
ampo gravita
ional de dois
orpos (
orpos primários), que se movem em órbita kepleriana em torno do
entro de massa do sistema. A partí
ula in�nitesimal não afeta o movimentodos dois 
orpos, porém tem seu movimento afetado por eles. Apesar de tratar-se de um problema de simples formulação matemáti
a, isso não signi�
a queeste apresente uma solução analíti
a. Porém, soluções parti
ulares (soluçõesesta
ionárias) podem ser obtidas. Num sistema girante de 
oordenadas podemosdemonstrar a existên
ia de 5 soluções de equilíbrio: L1, L2, L3, L4 e L5, os
hamados Pontos Lagrangeanos do sistema. Duas destas soluções de equilíbrio,
L4 e L5, são estáveis e L1, L2 e L3 são instáveis.1Bolsista PET/MEC-SESU 69



70 Introdução à Dinâmi
a na Vizinhança do Ponto Lagrangeano L1

1 Expansão da HamiltonianaNesta seção des
reveremos os detalhes da obtenção da Hamiltoniana em ter-mos dos Polin�mios de Legendre. Ini
ialmente, faremos a expansão das equaçõesdo movimento em termos dos Polin�mios de Legendre, para em seguida es
rever-mos a Hamiltoniana na forma desejada. O método 
omo estes 
ál
ulos foramfeitos en
ontram-se nas referên
ias [5℄, [7℄, [8℄ e [9℄. Alguns dos 
ál
ulos serãoapresentados da maneira mais detalhada possível. O Ponto Lagrangeano aqui
onsiderado será L1.Ini
ialmente, transladamos a origem do sistema de 
oordenadas sinódi
opara o Ponto de Equilíbrio em questão. No 
aso, L1. Tomemos γ1 a distân
iaentre o Ponto de Equilíbrio L1 e o 
orpo primário de menor massa. Observamosque este valor é dado pela úni
a solução positiva da Quínti
a de Euler.A Quínti
a de Euler para os Pontos Lagrangeanos L1 e L2 é dada por:
γ5

j ± (µ− 3)γ4
j + (3 − 2µ)γ3

j − µγ2
j ± 2µγj − µ = 0, (1.1)para Lj onde j = 1, 2.Observamos que o sinal superior na equação a
ima 
orresponde ao Ponto La-grangeano L1 e o sinal inferior ao Ponto Lagrangeano L2. Estes dois polin�miospodem ser solu
ionados numeri
amente através do Método de Newton.Redimensionemos as variáveis de tal maneira que a distân
ia entre o 
orpoprimário de menor massa e a nova origem do sistema de 
oordenadas sejaunitária. Ou seja, a distân
ia entre o 
orpo primário de menor massa e o PontoLagrangeano L1 seja unitária.As velhas variáveis es
ritas em função das novas são dadas por:

x = −γjx
′ + µ+ c

y = −γjy
′ (1.2)

z = γjz
′para j = 1, 2, onde c = −1 + γ1 para L1 e c = −1 − γ2 para L2.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



Introdução à Dinâmi
a na Vizinhança do Ponto Lagrangeano L1 71Faremos agora a expansão das distân
ias r−1
1 e r−1

2 em série de potên
ias.De forma geral temos que r−1 é dado por:
1

r
=

1√
(x′ −A)2 + (y′ −B)2 + (z′ − C)2

, (1.3)onde A, B e C são 
onstantes.Consideremos o desenvolvimento abaixo:
(x′−A)2+(y′−B)2+(z′−C)2 = x′2+y′2+z′2−2(Ax′+By′+Cz′)+A2+B2+C2.Tomando

ρ = x′2 + y′2 + z′2, α = Ax′ +By′ + Cz′, D2 = A2 +B2 + C2,temos que:
(x′ −A)2 + (y′ −B)2 + (z′ − C)2 = ρ2 − 2α+D2.Logo:

1

r
=

1√
(x′ −A)2 + (y′ −B)2 + (z′ − C)2

=

(
ρ2 − 2α+D2

)− 1
2

. (1.4)Supondo que temos sempre D2 6= 0 e ρ2 6= 0, podemos es
rever então:
(
ρ2 − 2α+D2

)− 1
2

=

[
D2

(
1 − 2α

D2
+
ρ2

D2

)]− 1
2

=
1

|D|

[
1 − ρ

D

(
2α

Dρ
− ρ

D

)]− 1
2

.Denotando
t =

α

Dρe rees
revendo a equação a
ima, obtemos que:
(
ρ2 − 2α+D2

)− 1
2

=
1

|D|

[
1 − ρ

D

(
2t− ρ

D

)]− 1
2

=
1

|D|

(
1 − 2t

ρ

D
+
ρ2

D2

)− 1
2

.Logo:
(
ρ2 − 2α+D2

)− 1
2

=
1

|D|

(
1 − 2t

ρ

D
+
ρ2

D2

)− 1
2

.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



72 Introdução à Dinâmi
a na Vizinhança do Ponto Lagrangeano L1Impondo na equação a
ima que | ρ
D
| < 1, observamos que o lado direito daigualdade trata-se da função geradora dos Polin�mios de Legendre multipli
adapor um fator 
onstante, ou seja, 1

|D| . Sabemos que a função geradora para osPolin�mios de Legendre é dada por:
g(y, r) =

1√
1 − 2yr + r2

=

∞∑

n=0

Pn(y)rn, |r| < 1.Identi�
ando os termos
y = t =

α

Dρ
e r =

ρ

De fazendo as substituições, obtemos:
(
ρ2 − 2α+D2

)− 1
2

=
1

|D|

∞∑

n=0

(
ρ

D

)n

Pn

(
α

Dρ

)
. (1.5)Das equações (1.4) e (1.5) tiramos que:

1

r
=

1√
(x′ −A)2 + (y′ −B)2 + (z′ − C)2

=
1

|D|

∞∑

n=0

(
ρ

D

)n

Pn

(
α

Dρ

)
. (1.6)Impondo D > 0 na equação (1.6) 
on
luímos que:

1

r
=

1√
(x′ −A)2 + (y′ −B)2 + (z′ − C)2

=
1

D

∞∑

n=0

(
ρ

D

)n

Pn

(
Ax′ +By′ + Cz′

Dρ

)
, (1.7)onde Pn é o Polin�mio de Legendre de grau n.A equação a
ima é a expansão em série de potên
ias da distân
ia r−1.Fazendo uso da equação (1.7), obteremos agora as expansões em série depotên
ias de r−1

1 e r−1
2 para o Ponto Lagrangeano L1.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



Introdução à Dinâmi
a na Vizinhança do Ponto Lagrangeano L1 73Consideremos as mudanças de variáveis dadas em (1.2) para o Ponto La-grangeano L1, ou seja:
x = −γ1x

′ + µ− 1 + γ1

y = −γ1y
′ (1.8)

z = γ1z
′Lembrando que γ1 6= 0, pois trata-se da úni
a solução positiva da Quínti
ade Euler, ao substituirmos as mudanças de variáveis a
ima nas equações de r1e r2 identi�
amos as 
onstantes A1, B1, C1, D1 e A2, B2, C2, D2 de r1 e r2,respe
tivamente.As expansões de r−1

1 e r−1
2 , fazendo uso da equação (1.7), são dadas entãopor:

1

r1
=

1

γ1

∞∑

n=0

(−1)n

(
γ1

1 − γ1

)n+1

ρnPn

(
x′

ρ

) (1.9)e
1

r2
=

1

γ1

∞∑

n=0

ρnPn

(
x′

ρ

)
. (1.10)Foram obtidas então as expansões em série de potên
ias de r−1

1 e r−1
2 .Consideremos agora as equações do movimento do PRTC:

ẍ− 2ẏ =
∂Ω

∂x
, ÿ + 2ẋ =

∂Ω

∂y
, z̈ =

∂Ω

∂z
, (1.11)onde

Ω(x, y, z) =
1

2
(x2 + y2 + z2) +

(1 − µ)

r1
+
µ

r2
.Introduzindo nas equações a
ima, as mudanças de variáveis (1.8) juntamenteBICMat, Volume V, Outubro de 2008



74 Introdução à Dinâmi
a na Vizinhança do Ponto Lagrangeano L1
om as expansões em série de potên
ias de r1 e r2, obteremos:
ẍ′ − 2ẏ′ − (1 + c2)x

′ =
∂

∂x′

∞∑

n≥3

cnρ
nPn

(
x′

ρ

)

ÿ′ + 2ẋ′ + (c2 − 1)y′ =
∂

∂y′

∞∑

n≥3

cnρ
nPn

(
x′

ρ

) (1.12)
z̈′ + c2z

′ =
∂

∂z′

∞∑

n≥3

cnρ
nPn

(
x′

ρ

)
,onde ρ2 = x′2+y′2+z′2, Pn é o Polin�mio de Legendre de grau n e os 
oe�
ientes

cn são funções de µ e dados pela seguinte expressão:
cn(µ) =

1

γ3
1

[
µ+ (−1)n (1 − µ)

(1 − γ1)n+1
γn+1
1

]
. (1.13)É muito importante observar que o lado esquerdo das equações (1.12) 
ontémos termos lineares enquanto que o lado direito 
ontém os termos não lineares.As equações de (1.12) são as equações do movimento expressas em termosdos Polin�mios de Legendre. Os termos não lineares foram expandidos em sériede potên
ias.Faremos os 
ál
ulos para a obtenção da ter
eira equação de (1.12) e tambéma dedução da expressão para cn(µ). Os pro
edimentos para os 
ál
ulos daprimeira e da segunda expressão de (1.12) se dão de forma inteiramente análogaao que será realizado aqui. E, portanto não serão apresentados.Consideremos a equação:

z̈ =
∂Ω

∂z
.Como

∂Ω

∂z
= (1 − µ)

∂

∂z

(
1

r1

)
+ µ

∂

∂z

(
1

r2

)então a equação anterior pode ser rees
rita 
omo:
z̈ = (1 − µ)

∂

∂z

(
1

r1

)
+ µ

∂

∂z

(
1

r2

)
.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



Introdução à Dinâmi
a na Vizinhança do Ponto Lagrangeano L1 75Introduzindo as mudanças de variáveis dada por (1.8), temos:




x = γ1x
′ + µ− 1 + γ1

y = γ1y
′

z = γ1z
′

⇒





ẋ = γ1ẋ
′

ẏ = γ1ẏ
′

ż = γ1ż
′

⇒





ẍ = γ1ẍ
′

ÿ = γ1ÿ
′

z̈ = γ1z̈
′Observamos que

∂

∂z
=
∂z′

∂z

∂

∂z′
.Como

∂z′

∂z
=

1

γ1então temos que:
z̈ = (1 − µ)

∂

∂z

(
1

r1

)
+ µ

∂

∂z

(
1

r2

)

z̈′ =
1

γ2
1

[
(1 − µ)

∂

∂z′

(
1

r1

)
+ µ

∂

∂z′

(
1

r2

)]
.A equação do movimento em termos da nova variável z′ é dada por:

z̈′ =
1

γ2
1

∂

∂z′

[
(1 − µ)

1

r1
+ µ

1

r2

]
. (1.14)Es
reveremos a partir de agora a expressão

(1 − µ)
1

r1
+ µ

1

r2em termos dos Polin�mios de Legendre.Substituindo as expansões de r−1
1 e r−1

2 , dadas pelas equações (1.9) e (1.10),na equação a
ima, resulta:
(1 − µ)

1

r1
+ µ

1

r2
=

1

γ1

{ ∞∑

n=0

(−1)n (1 − µ)γn+1
1

(1 − γ1)n+1
ρnPn

(
x′

ρ

)
+

∞∑

n=0

µρnPn

(
x′

ρ

)}
.Em uma forma mais simpli�
ada, temos:

(1 − µ)
1

r1
+ µ

1

r2
=

∞∑

n=0

1

γ1

[
(−1)n (1 − µ)γn+1

1

(1 − γ1)n+1
+ µ

]
ρnPn

(
x′

ρ

)
. (1.15)Substituindo a equação (1.15) na equação (1.14), obtemos:

z̈′ =
1

γ2
1

∂

∂z′

{ ∞∑

n=0

1

γ1

[
(−1)n (1 − µ)γn+1

1

(1 − γ1)n+1
+ µ

]
ρnPn

(
x′

ρ

)}
.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



76 Introdução à Dinâmi
a na Vizinhança do Ponto Lagrangeano L1Ou melhor:̈
z′ =

∂

∂z′

∞∑

n=0

1

γ3
1

[
(−1)n (1 − µ)γn+1

1

(1 − γ1)n+1
+ µ

]
ρnPn

(
x′

ρ

)
. (1.16)De�nindo:

cn(µ) =
1

γ3
1

[
(−1)n (1 − µ)γn+1

1

(1 − γ1)n+1
+ µ

]
,rees
revemos a equação (1.16) na forma:

z̈′ =
∂

∂z′

∞∑

n=0

cn(µ)ρnPn

(
x′

ρ

)
. (1.17)Expandido os três primeiros termos da série a
ima, temos:

z̈′ =
∂

∂z′

{
c0(µ)P0

(
x′

ρ

)
+ c1(µ)ρP1

(
x′

ρ

)
+

+ c2(µ)ρ2P2

(
x′

ρ

)
+

∞∑

n=3

cn(µ)ρnPn

(
x′

ρ

)}
. (1.18)Para n = 0, 1 e 2 os Polin�mios de Legendre P0, P1 e P2 são dados por:

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2 − 1).Fazendo x =

x′

ρ
, temos:

P0

(
x′

ρ

)
= 1, P1

(
x′

ρ

)
=
x′

ρ
, P2

(
x′

ρ

)
=

1

2

[
3

(
x′

ρ

)2

− 1

]
.Substituindo P0, P1 e P2 a
ima, na equação (1.18), obtemos:

z̈′ =
∂

∂z′

{
c0(µ) + c1(µ)x′ +

3

2
c2(µ)x′ − 1

2
c2(µ)ρ2 +

∞∑

n=3

cn(µ)ρnPn

(
x′

ρ

)}
.Lembrando que ρ2 = (x′2 + y′2 + z′2) e cn(µ) é uma 
onstante dada emtermos de µ e γ1, ao 
al
ularmos a derivada obtemos:

z̈′ = −c2z′ +
∂

∂z′

∞∑

n=3

cnρ
nPn

(
x′

ρ

)
.BICMat, Volume V, Outubro de 2008



Introdução à Dinâmi
a na Vizinhança do Ponto Lagrangeano L1 77Portanto,
z̈′ + c2z

′ =
∂

∂z′

∞∑

n=3

cnρ
nPn

(
x′

ρ

)
. (1.19)Lembremos que, anteriormente, de�nindo os momentos 
omo sendo

px = ẋ− y, py = ẏ + x, pz = ż,foi possível obter a forma Hamiltoniana, abaixo, para o PRTC:
H =

1

2
(p2

x + p2
y + p2

z) + ypx − xpy − 1 − µ

r1
− µ

r2
.A forma Hamiltoniana a
ima também pode ser es
rita em termos dos Polin�-mios de Legendre. Isso possibilitará em seguida gerar através das formas dere
orrên
ia para os Polin�mios de Legendre a sua parte não linear. Ou seja, aparte não linear da Hamiltoniana será obtida através de fórmulas de re
orrên
iapara os Polin�mios de Legendre. A Hamiltoniana estará a partir daí numa formaadequada para o desenvolvimento 
omputa
ional.Observando que

H =
1

2
(p2

x + p2
y + p2

z) + ypx − xpy − 1 − µ

r1
− µ

r2e lembrando de 
ál
ulos anteriores que
1 − µ

r1
+
µ

r2
=

∞∑

n=0

1

γ1

[
(−1)n (1 − µ)γn+1

1

(1 − γ1)n+1
+ µ

]
ρnPn

(
x′

ρ

)
,então através da introdução das mudanças de variáveis, equações de (1.8), naforma Hamiltoniana a
ima, obtemos:

H =
1

2
(p2

x′ + p2
y′ + p2

z′) + y′px′ − x′py′ −
∞∑

n≥2

cnρ
nPn

(
x′

ρ

)
+K, (1.20)onde K é uma 
onstante envolvendo µ e γ1.A equação (1.20) é 
hamada de Forma Hamiltoniana Expandida do PRTC.Observamos que a parte não linear da forma Hamiltoniana a
ima pode sergerada 
onfortavelmente através das fórmulas de re
orrên
ia para os Polin�miosde Legendre. BICMat, Volume V, Outubro de 2008



78 Introdução à Dinâmi
a na Vizinhança do Ponto Lagrangeano L1De�nimos:
Tn(x′, y′, z′) = ρnPn

(
x′

ρ

)
. (1.21)Consideremos a seguinte fórmula de re
orrên
ia para os Polin�mios de Le-gendre:

(n+ 1)Pn+1(x) − (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0, para n ≥ 1. (1.22)Tomando n = m− 1 e substituindo na equação (1.22), obtemos:
mPm(x) − (2m− 1)xPm−1(x) + (m− 1)Pm−2(x) = 0, para m ≥ 2. (1.23)Fazendo x =

x′

ρ
na equação (1.23) e manipulando-a de forma 
onveniente,temos:

Pm

(
x′

ρ

)
=

(2m− 1)

m

(
x′

ρ

)
Pm−1

(
x′

ρ

)

− (m− 1)

m
Pm−2

(
x′

ρ

)
, para m ≥ 2. (1.24)Multipli
ando ambos os lados da equação (1.24) por ρm e simpli�
ando,obtemos:

ρmPm

(
x′

ρ

)
=

(2m− 1)

m
x′ρm−1Pm−1

(
x′

ρ

)

− (m− 1)

m
ρmPm−2

(
x′

ρ

)
, para m ≥ 2. (1.25)Podemos rees
rever a equação a
ima 
onvenientemente na forma:

ρmPm

(
x′

ρ

)
=

(2m− 1)

m
x′ρm−1Pm−1

(
x′

ρ

)

− (m− 1)

m
ρ2ρm−2Pm−2

(
x′

ρ

)
, para m ≥ 2. (1.26)BICMat, Volume V, Outubro de 2008



Introdução à Dinâmi
a na Vizinhança do Ponto Lagrangeano L1 79Lembrando que:
Tm−2(x

′, y′, z′) = ρm−2Pm−2

(
x′

ρ

)

Tm−1(x
′, y′, z′) = ρm−1Pm−1

(
x′

ρ

)

Tm(x′, y′, z′) = ρmPm

(
x′

ρ

)
,ao substituirmos as equações a
ima na equação (1.25), obtemos:

Tm(x′, y′, z′) =
(2m− 1)

m
x′Tm−1(x

′, y′, z′)

− (m− 1)

m
ρ2Tm−2(x

′, y′, z′), para m ≥ 2. (1.27)Como ρ2 = x′2 + y′2 + z′2 temos então que:
Tm(x′, y′, z′) =

(2m− 1)

m
x′Tm−1(x

′, y′, z′)

− (m− 1)

m
(x′2 + y′2 + z′2)Tm−2(x

′, y′, z′), para m ≥ 2, (1.28)de onde
T0(x

′, y′, z′) = 1 e T1(x
′, y′, z′) = x′.
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