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Sequênias Exatas e Grupos Abelianos LivresAline Cristina de SouzaOrientador(a): Prof. Dr. João Peres Vieira
Resumo: Neste trabalho desenvolvemos o estudo de dois tópios da Álgebra:grupos abelianos livres e sequênias exatas de grupos abelianos, que são degrande utilidade para a resolução de problemas da Topologia Algébria.
Palavras-chave: sequênias exatas; grupos abelianos livres
1 Sequências ExatasNesta seção apresentamos a de�nição de sequênias exatas de grupos abe-lianos e omo resultados mais úteis destaamos os orolários 3 e 5 dos teoremas2 e 4, respetivamente.
Definição 1. Sejam A1, A2, A3 grupos abelianos e φ1, φ2 homomor�smos. Asequênia

A1
φ1−→ A2

φ2−→ A3,é exata em A2 se, e somente se, ker(φ2) = Im(φ1).
Teorema 2. Dada uma sequênia exata

P
α→ Q

β→ R
γ→ S

0→ {0}e um homomor�smo δ : S → R om γδ = 1S, então a sequênia
P

{α,0}−→ Q⊕ S
(β,δ)−→ R

0→ {0}é exata.
Prova: Mostremos que a sequênia ∗ : P

{α,0}→ Q⊕ S
(β,δ)→ R

0→ {0} é exata em
Q ⊕ S, isto é, que ker(β, δ) = Im{α, 0}. De fato:7



8 Sequênias Exatas e Grupos Abelianos Livres
(x, y) ∈ ker(β, δ) =⇒ (β, δ)(x, y) = 0 =⇒ γ(β, δ)(x, y) = γ(0) =⇒ γ(β(x) +

δ(y)) = 0 =⇒ γβ(x) + γδ(y) = 0 =⇒ 0(x) + 1S(y) = 0 =⇒ y = 0 =⇒
(β, δ)(x, 0) = 0 =⇒ β(x) + δ(0) = 0 =⇒ β(x) = 0 =⇒ x ∈ kerβ = Imα =⇒ x =

α(p), p ∈ P =⇒ (x, y) = (α(p), 0) = (α(p), 0(p)) = {α, 0}(p), p ∈ P =⇒ (x, y) ∈
Im{α, 0}. Portanto ker(β, δ) ⊂ Im{α, 0};

∀p ∈ P, (β, δ){α, 0}(p) = (β, δ)(α(p), 0(p)) = (β, δ)(α(p), 0) = βα(p)+δ(0) =

βα(p) = 0. Portanto Im{α, 0} ⊂ ker(β, δ).Logo ker(β, δ) = Im{α, 0} e a sequênia ∗ é exata em Q⊕ S.Mostremos agora que a sequênia ∗ é exata em R, isto é, que R = ker(0) =

Im(β, δ). De fato:
Im(β, δ) ⊂ R por de�nição de subgrupo.
r ∈ R =⇒ γ(r) ∈ S =⇒ 1Sγ(r) = γ(r) =⇒ γδγ(r) = γ(r) =⇒ γ(r) −

γδγ(r) = 0 =⇒ γ(r − δγ(r)) = 0 =⇒ r − δγ(r) ∈ ker γ = Imβ =⇒ r − δγ(r) =

β(q), q ∈ Q =⇒ r = β(q) + δγ(r) = (β, δ)(q, γ(r)) =⇒ r ∈ Im(β, δ). Portanto
R ⊂ Im(β, δ).Logo R = ker(0) = Im(β, δ) e a sequênia ∗ é exata em R.Assim, onluimos que a sequênia ∗ : P

{α,0}→ Q ⊕ S
(β,δ)→ R

0→ {0} éexata.
Corolário 3. Dada uma sequênia exata {0} i−→ Q

β−→ R
γ−→ S

0→ {0} e
δ : S −→ R, om γδ = 1S, a função (β, δ) : Q⊕ S −→ R é um isomor�smo.
Prova: Fazendo P = {0}, α = i, pelo teorema 2, {0} {i,0}→ Q⊕ S

(β,δ)→ R
0−→ {0}é exata. Assim, {0} {i,0}→ Q⊕S (β,δ)→ R é exata em Q⊕S e Q⊕S (β,δ)→ R
0−→ {0}é exata em R. Portanto (β, δ) é injetor e (β, δ) é sobrejetor. Logo(β, δ) é bijetore (β, δ) é isomor�smo.Quando existe um homomor�smo tal omo δ no orolário aima, dizemosque a sequênia esplita. Também dizemos que R esplita omo soma de Q e S.

Teorema 4. Dada uma sequênia exata X {α,β}−→ A⊕B
(

a b

c d

)

−→ A′⊕B′ (α′,β′)−→ X ′tal que d : B −→ B′ é um isomor�smo, então a sequênia X
α−→ A

a−bd−1c−→BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Sequênias Exatas e Grupos Abelianos Livres 9
A′ α′

−→ X ′ é exata, e também kerα = ker{α, β}, Imα′ = Im(α′, β′).
Prova: Como a sequênia ∗ : X

{α,β}−→ A⊕B

(

a b

c d

)

−→ A′ ⊕B′ (α′,β′)−→ X ′ é exataem A⊕B,
0 =

(
a b
c d

)(
α
β

)
=

(
aα+ bβ
cα+ dβ

)
=⇒

{
aα+ bβ = 0
cα+ dβ = 0

(1.1)Como d é isomor�smo, existe d−1. Assim,
cα+ dβ = 0 =⇒ d−1(cα+ dβ) = 0

=⇒ d−1cα+ d−1dβ = 0 =⇒ β = −d−1cα (1.2)
x ∈ kerα =⇒ α(x) = 0 =⇒ β(x) = −d−1cα(x) = 0. Portanto {α, β}(x) =

(α(x), β(x)) = (0, 0) =⇒ x ∈ ker{α, β}.Portanto
kerα ⊂ ker{α, β} (1.3)

z ∈ ker{α, β} =⇒ (α(z), β(z)) = (0, 0) =⇒ α(z) = 0 =⇒ z ∈ kerα. Portanto
ker{α, β} ⊂ kerα (1.4)Logo, por (1.3) e (1.4), kerα = ker{α, β}.Provemos que a sequênia ⋄ : X

α−→ A
a−bd−1c−→ A′ α′

−→ X ′ é exata em A, istoé, que ker(a− bd−1c) = Imα.
y ∈ Imα =⇒ y = α(x), x ∈ X =⇒ (a − bd−1c)(y) = a(y) − bd−1c(y) =

a(α(x)) − bd−1c(α(x)) = aα(x) − bd−1cα(x)
(1.1)
= −bβ(x) + b(−d−1cα)(x)

(1.2)
=

−bβ(x) + bβ(x) = 0 =⇒ y ∈ ker(a− bd−1c). Portanto
Imα ⊂ ker(a− bd−1c) (1.5)

z ∈ ker(a− bd−1c) =⇒ (a− bd−1c)(z) = 0 =⇒ a(z)− bd−1c(z) = 0. (1.6)Seja w = −d−1c(z). Então
d(w) = −c(z) =⇒ c(z) + d(w) = 0. (1.7)BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



10 Sequênias Exatas e Grupos Abelianos LivresPor outro lado, de (1.6) temos que
a(z) + b(w) = 0. (1.8)De (1.7) e (1.8) segue que ( a b

c d

)
(z, w) = (0, 0). Portanto (z, w) ∈

ker

(
a b
c d

)
= Im{α, β}. Logo (z, w) = (α(x), β(x)), para algum x ∈ X .Assim z = α(x), para algum x ∈ X . Portanto z ∈ Imα e

ker(a− bd−1c) ⊂ Imα. (1.9)De (1.5) e (1.9), segue que Imα = ker(a − bd−1c) e a sequênia é exata em
A. Provemos, agora, que a sequênia ⋄ : X

α−→ A
a−bd−1c−→ A′ α′

−→ X ′ é exata em
A′, isto é, que ker(α′) = Im(a− bd−1c).Como a sequênia * é exata em A′ ⊕ B′, ker(α′, β′) = Im

(
a b
c d

). Logo
(α′, β′)

(
a b
c d

)
= 0 =⇒ (α′a+β′c, α′b+β′d) = 0 =⇒ ∀(u, v) ∈ A⊕B, (α′a+

β′c, α′b+ β′d)(u, v) = 0.Em partiular, para (0, v) ∈ A⊕B,
(α′a+ β′c, α′b+ β′d)(0, v) = 0 =⇒ (α′a+ β′c)(0) + (α′b+ β′d)(v) = 0,

∀v ∈ B =⇒ (α′b + β′d)(v) = 0, ∀v ∈ B =⇒ α′b + β′d = 0 =⇒ β′d = −α′b.Assim,
β′ = −α′bd−1 (1.10)Por outro lado, para (u, 0) ∈ A ⊕ B, (α′a + β′c, α′b + β′d)(u, 0) = 0 =⇒

(α′a+ β′c)(u) + (α′b+ β′d)(0) = 0, ∀u ∈ A =⇒ (α′a+ β′c)(u) = 0, ∀u ∈ A =⇒
α′a + β′c = 0. Mas β′ = −α′bd−1 e portanto α′a + (−α′bd−1)c = 0 e assim
α′(a− bd−1c) = 0. Logo

Im(a− bd−1c) ⊂ kerα′. (1.11)
p ∈ kerα′ =⇒ α′(p) = 0 =⇒ (α′, β′)(p, 0) = α′(p) + β′(0) = 0 =⇒ (p, 0) ∈

ker(α′, β′) = Im

(
a b
c d

)
=⇒ (p, 0) =

(
a b
c d

)
(u, v), (u, v) ∈ A ⊕ B =⇒BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Sequênias Exatas e Grupos Abelianos Livres 11
(au + bv, cu + dv) = (p, 0), (u, v) ∈ A ⊕ B =⇒

{
a(u) + b(v) = p
c(u) + d(v) = 0

=⇒ v =

−d−1c(u) e p = a(u)− bd−1c(u) = (a− bd−1c)(u), u ∈ A =⇒ p ∈ Im(a− bd−1c).Portanto
kerα′ ⊂ Im(a− bd−1c) (1.12)De (1.11) e (1.12) segue que kerα′ = Im(a− bd−1c) e portanto a sequênia ⋄ éexata em A′.

z ∈ Im(α′, β′) =⇒ z = (α′, β′)(a′, b′), para algum (a′, b′) ∈ A′ ⊕ B′ =⇒ z =

α′(a′) + β′(b′), a′ ∈ A′ e b′ ∈ B′ (1.10)
=⇒ z = α′(a′) + (−α′bd−1)(b′), a′ ∈ A′ e

b′ ∈ B′ =⇒ z = α′(a′ − bd−1b′), om a′ − bd−1b′ ∈ A′ =⇒ z ∈ Imα′. Portanto
Im(α′, β′) ⊂ Imα′. (1.13)Seja w ∈ Imα′. Assim, w = α′(a′), a′ ∈ A′. Tome (a′, 0) ∈ A′ ⊕ B′. Então,

(α′, β′)(a′, 0) = α′(a′) + β′(0) = w + 0 = w. Portanto w ∈ Im(α′, β′) e
Imα′ ⊂ Im(α′, β′) (1.14)De (1.13) e (1.14) segue que Imα′ = Im(α′, β′)

Corolário 5. Se ( a b
c d

)
: A⊕B −→ A′⊕B′ é um isomor�smo e d : B −→ B′é um isomor�smo, então A, A′ são isomorfos. Em partiular, se b = 0 ou c = 0,a é um isomor�smo.

Prova: Fazendo X = X ′ = {0}, pelo teorema 4 a sequênia △ : {0} −→
A

a−bd−1c−→ A′ −→ {0} é exata. Portanto a − bd−1c : A −→ A′ é um homo-mor�smo injetor, pois △ é exata em A e é sobrejetor porque △ é exata em A′.Portanto a− bd−1c é um homomor�smo bijetor entre A e A′. Logo A e A′ sãoisomorfos. Se b = 0 ou c = 0, a− bd−1c = a e portanto a é isomor�smo.
2 Grupos Abelianos LivresNesta seção de�niremos axiomatiamente grupos abelianos livres e onstrui-remos, para um onjunto X , o grupo abeliano livre gerado por X .BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



12 Sequênias Exatas e Grupos Abelianos Livres
Definição 6. Dados um onjunto X , um grupo abeliano G e uma função i :
X −→ G. Então (G, i) tem a propriedade universal para X se, para qualquergrupo abeliano A e função j : X −→ A, existe um únio homomor�smo φ :

G −→ A, om j = φ ◦ i. Quando isto aontee, dizemos que G é um grupoabeliano livre sobre os geradores i(X). O número ardinal de X é hamadoposto de G.
Proposição 7. Seja X = {x}, Z o grupo abeliano aditivo e i : X −→ Z de�nidapor i(x) = 1. Então (Z, i) tem a propriedade universal para X. Neste asodizemos que Z é um grupo abeliano livre sobre i(X) = {1} e, omo o númeroardinal de X é 1, dizemos que Z tem posto 1.
Prova: Seja A um grupo abeliano e j : X = {x} −→ A uma função, isto é,existe um únio a ∈ A tal que j(x) = a.Considere φ : Z −→ A de�nido por: φ(0) = 0, φ(n) = na, onde

na =





a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n vezes , se n > 0

(−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸(−n) vezes , se n < 0Mostremos que φ é homomor�smo. Sejam m,n ∈ Z.1) Se m < 0 e n < 0:
φ(m+ n) = (m+ n)a = (−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸

−(m + n) vezes
= (−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸

(−m) vezes +(−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸
(−n) vezes

= ma+ na = φ(m) + φ(n).2) Se m < 0 e n = 0:
φ(m + n) = φ(m+ 0) = φ(m) = ma = ma+ 0 = φ(m) + φ(0) = φ(m) + φ(n).BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Sequênias Exatas e Grupos Abelianos Livres 133) Se m < 0 e n > 0:3.1) m < 0 < m+ n < n:
φ(m) + φ(n) = ma+ na = (−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸

(−m) vezes + a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n vezes

= (−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸
−m vezes + a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

m+ n vezes + a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
−m vezes

= a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
m+ n vezes = (m+ n)a = φ(m+ n).3.2) m < 0 = m+ n < n:

φ(m+ n) = φ(0) = 0

φ(m) + φ(n) = ma+ na = ma+ (−m)a = (−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸
(−m) vezes + a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

−m vezes = 0.Portanto φ(m+ n) = φ(m) + φ(n).3.3) m < m+ n < 0 < n:
φ(m) + φ(n) = (−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸

−m vezes + a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n vezes

= (−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸
−(m + n) vezes +(−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸

n vezes + a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n vezes

= (−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸
−(m + n) vezes = (m+ n)a = φ(m+ n).4) Se m = 0 e n = 0:

φ(m+ n) = φ(0 + 0) = φ(0) = 0 = 0 + 0 = φ(0) + φ(0) = φ(m) + φ(n).5) Se m = 0 e n > 0:
φ(m+ n) = φ(0 + n) = φ(n) = na = 0 + na = φ(0) + φ(n) = φ(m) + φ(n).BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



14 Sequênias Exatas e Grupos Abelianos Livres6) Se m > 0 e n > 0:
φ(m+ n) = (m+ n)a

= a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
m+ n vezes = a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

m vezes + a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n vezes

= ma+ na = φ(m) + φ(n).Portanto φ é homomor�smo. Além disso, φ ◦ i(x) = φ(1) = a = j(x) =⇒
φ ◦ i = j. Suponha que exista ψ homomor�smo tal que ψ ◦ i(x) = j(x). Então,
ψ(1) = a = φ(1) e ψ(0) = 0 = φ(0).Se n > 0,

ψ(n) = ψ(1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n vezes ) = ψ(1) + · · ·ψ(1)︸ ︷︷ ︸

n vezes = a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n vezes = na = φ(n),

ψ(−n) = ψ ((−1) + · · ·+ (−1))︸ ︷︷ ︸
n vezes = ψ(−1) + · · ·+ ψ(−1)︸ ︷︷ ︸

n vezes
= (−ψ(1)) + · · ·+ (−ψ(1))︸ ︷︷ ︸

n vezes = (−a) + · · ·+ (−a)︸ ︷︷ ︸
n vezes = (−n)a = φ(−n).Portanto ψ = φ. Logo, por de�nição, (Z, i) tem a propriedade universal para X .Denotaremos por Hom(Z,A) o onjunto de todos os homomor�smos f : Z → A

Corolário 8. Para qualquer grupo abeliano A, a função ev : Hom(Z,A) → A,de�nida por ev(f) = f(1) é um isomor�smo.
Prova: ev(f + g) = (f + g)(1) = f(1) + g(1) = ev(f) + ev(g). Portanto ev éhomomor�smo. Para qualquer a ∈ A, onsidere o diagrama

{a}
N
n

j

~~}}
}}

}}
}} i

  
AA

AA
AA

AA

A Z
∃!f

ooComo, pela proposição 7, (Z, i) tem a propriedade universal para {a}, existeum únio homomor�smo f : Z −→ A tal que f ◦ i = j. Logo, existe um únioBICMat, Volume VII, Outubro de 2010
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f ∈ Hom(Z,A) tal que f ◦ i(a) = j(a), isto é ev(f) = f(1) = a. Portanto ev ébijetor. Logo ev é isomor�smo.
Proposição 9. Sejam A e G grupos abelianos. Se a sequênia 0 → A

i→ G
p→

B → 0 é exata e B é um grupo abeliano livre, então a sequênia esplita.
Prova: Dado um onjunto X e uma função b : X → B, de�na g : X → G daseguinte maneira: ∀x ∈ X , g(x) é o elemento de G tal que p(g(x)) = b(x).Como B é abeliano livre, (B, b) tem a propriedade universal para X . Entãopara o grupo abeliano G e a função g : X → G, existe um únio homomor�smo
φ : B → G tal que φ ◦ b = g. Então, p ◦ φ ◦ b = p ◦ g = b.Como (B, b) tem a propriedade universal para X , para o grupo abeliano Be a função b : X → B, existe um únio homomor�smo ψ : B → B tal que
ψ ◦ b = b. Como 1B ◦ b = b e (p ◦ φ) ◦ b = b então p ◦ φ = 1B.Assim, se a sequênia de grupos abelianos 0 → A

i→ G
p→ B → 0 é exata,om B abeliano livre, segue pelo orolário 3 que G ∼= A⊕B.

Proposição 10. Suponha que (G, i) e (H, j) tenham ambos a propriedade uni-versal para X. Então existe um únio isomor�smo φ : G −→ H, om j = φ ◦ i.
Prova: Como (G, i) tem a propriedade universal para X , para o grupo abeliano
H e função j : X −→ H existe um únio homomor�smo φ : G −→ H talque φ ◦ i = j. Também, omo (H, j) tem a propriedade universal para X ,para o grupo abeliano G e função i : X −→ G existe um únio homomor�smo
ψ : H −→ G tal que ψ ◦ j = i. Além disso, temos que φ ◦ (ψ ◦ j) = φ ◦ i = j e
1H ◦ j = j. Assim φ ◦ ψ = 1H . Também, ψ ◦ (φ ◦ i) = ψ ◦ j = i e 1G ◦ i = i.Portanto ψ ◦ φ = 1G, pois (G, i) tem a propriedade universal para X . Logo φ ébijetor. Portanto φ é um isomor�smo e G e H são isomorfos.
Proposição 11. Suponha que X1 ∩X2 = ∅ e que (G1, i1) tenha a propriedadeuniversal para X1 e (G2, i2) tenha a propriedade universal para X2. Então
(G1 ⊕ G2, i) tem a propriedade universal para X1 ∪ X2 onde i : X1 ∪ X2 −→BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



16 Sequênias Exatas e Grupos Abelianos Livres
G1 ⊕G2 é de�nida por:

i(x) =

{
(i1(x), 0), se x ∈ X1

(0, i2(x)), se x ∈ X2

Prova: Dado um grupo abeliano A e uma função j : X1 ∪X2 −→ A, devemosprovar que existe um únio homomor�smo φ : G1 ⊕G2 −→ A tal que φ ◦ i = j.Considere Ki : Xi −→ X1 ∪X2, i = 1, 2 as inlusões naturais.Para a apliação j ◦ K1 : X1 −→ A, existe um únio homomor�smo φ1 :

G1 −→ A tal que φ1 ◦ i1 = j ◦K1 e para a apliação j ◦K2 : X2 −→ A, existeum únio homomor�smo φ2 : G2 −→ A tal que φ2 ◦ i2 = j ◦K2.De�na φ = (φ1, φ2) : G1 ⊕G2 −→ A por φ(x, y) = φ1(x) + φ2(y). Então
φ ◦ i(x) =

{
φ(i1(x), 0), se x ∈ X1

φ(0, i2(x)), se x ∈ X2
=

{
φ1 ◦ i1(x), se x ∈ X1

φ2 ◦ i2(x), se x ∈ X2

=

{
j ◦K1(x), se x ∈ X1

j ◦K2(x), se x ∈ X2
=

{
j(x), se x ∈ X1

j(x), se x ∈ X2

= j(x), se x ∈ X1 ∪X2.Suponha que exista ψ = (ψ1, ψ2) tal que ψ ◦ i = j. Então
ψ ◦ i(x) =

{
ψ(i1(x), 0), se x ∈ X1

ψ(0, i2(x)), se x ∈ X2
=

{
ψ1 ◦ i1(x), se x ∈ X1

ψ2 ◦ i2(x), se x ∈ X2

=

{
j(x), se x ∈ X1

j(x), se x ∈ X2
=

{
j ◦K1(x), se x ∈ X1

j ◦K2(x), se x ∈ X2Então ψ1 ◦ i1 = j ◦ K1 e portanto ψ1 = φ1. Também ψ2 ◦ i2 = j ◦ K2 eportanto ψ2 = φ2. Logo ψ = φ e portanto existe um únio homomor�smo φ talque φ ◦ i = j.
Proposição 12. Se X é �nito, existe (G, i) om a propriedade universal para X.
Prova: Se X = {x} e i : X −→ Z tal que i(x) = 1, pela proposição 7, (Z, i) tema propriedade universal para X .Se X1 = {x} e i1 : X1 −→ Z tal que i1(x) = 1, pela proposição 7, (Z, i1)tem a propriedade universal para X1 e se X2 = {y} e i2 : X2 −→ Z tal que
i2(y) = 1, pela proposição 7, (Z, i2) tem a propriedade universal para X2. SejaBICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Sequênias Exatas e Grupos Abelianos Livres 17
X = {x, y} = X1 ∪ X2, G = Z ⊕ Z e i : X −→ Z ⊕ Z tal que i(x) = (1, 0) e
i(y) = (0, 1). Pela proposição 11 (Z⊕Z, i) tem a propriedade universal para X .Por indução, podemos mostrar que se X = {x1, x2, . . . , xn},
G = Z⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸

n vezes = Zn e i : X −→ G, om i(xj) = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
j

, 0, . . . , 0)então (Zn, i) tem a propriedade universal para X .Seja X um onjunto qualquer e de�namos F (X) = {ξ : X → Z; ξ(x) = 0,exeto possivelmente por um número �nito de elementos x ∈ X}. Dados ξ, η ∈
F (X) de�namos −ξ, ξ + η por (−ξ)(x) = −ξ(x) e (ξ + η)(x) = ξ(x) + η(x).Então (F (X),+) é um grupo abeliano. De�na iX : X → F (X) por

iX(x)(y) =

{
1, se x = y
0, se x 6= y.

Teorema 13. (F (X), iX) tem a propriedade universal para X.
Prova: Se Y ⊂ X , podemos fazer a identi�ação F (Y ) ≡ {ξ ∈ F (X); ξ(X −
Y ) = 0} da seguinte forma: dado η ∈ F (Y ), de�na ξ : X → Z tal que ξ(Y ) =

η(Y ) e ξ(X − Y ) = 0 e dado ξ ∈ {ξ ∈ F (X); ξ(X − Y ) = 0}, de�na η : Y → Zpor η = ξ|Y .Se ξ ∈ F (X), existe algum subonjunto Y de X , �nito, om ξ(X − Y ) = 0,então ξ ∈ F (Y ). Assim F (X) =
⋃{F (Y );Y ⊂ X,Y �nito}.Se Y é �nito, (F (Y ), iY ) tem a propriedade universal para Y , visto que

(F (Y ), iY ) pode ser identi�ado om (Zn, i), onde n é o número de elementosde Y e, pela proposição 12, (Zn, i) tem a propriedade universal para Y .Seja A um grupo abeliano qualquer e j : X → A, uma função. Vimos que se
Y ⊂ X é �nito, então existe um únio homomor�smo φY : F (Y ) → A tal que
φY ◦ iY = j|Y .Se Z ⊂ Y , então F (Z) ⊂ F (Y ), iZ = iY |Z e (φY |F (Z))◦iZ = j|Z . De fato, se
Z ⊂ Y , observamos que F (Z) ≡ {ξ ∈ F (Y ); ξ(Y −Z) = 0}. Logo F (Z) ⊂ F (Y ).Para qualquer x ∈ Z, iZ(x) ∈ F (Z) pode ser vista, pela identi�ação aima,omo uma função iZ(x) : Y → Z satisfazendo iZ(x)(Y − Z) = 0.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



18 Sequênias Exatas e Grupos Abelianos LivresPara provarmos que iZ = iY |Z basta veri�armos que, para qualquer x ∈
Z, iY (x) : Y → Z satisfaz iY (x)(Y − Z) = 0. Mas, de fato, se w ∈ Y −Z, omo
x ∈ Z,w 6= x e portanto iY (x)(w) = 0 por de�nição de iY (x). Logo iZ = iY |Z .Por outro lado, para qualquer x ∈ Z, (φY |F (Z)) ◦ iZ(x) = (φY |F (Z))(iZ(x)) =

φY (iZ(x)) = φY (iY |Z(x)) = j|Z(x).Como Z é �nito, (F (Z), iZ) tem a propriedade universal para Z. Assimexiste um únio homomor�smo φZ : F (Z) → A; φZ ◦ iZ = j|Z . Portanto
φZ = φY |F (Z).De�namos, agora φ : F (X) → A. Para qualquer ξ ∈ F (X) esolha Y ⊂ X ,�nito, om ξ ∈ F (Y ) e de�na φ(ξ) = φY (ξ). Note que isto não depende de Y ,pois se também ξ ∈ F (Y ′), temos φY (ξ) = φY ∪Y ′(ξ) = φY ′(ξ). Temos que φ éum homomor�smo, pois, dados ξ1, ξ2 ∈ F (X), esolha Y1, Y2 ⊂ X , �nitos, om
ξ1 ∈ F (Y1) e ξ2 ∈ F (Y2). Seja Y = Y1 ∪ Y2. Então φ(ξ1 + ξ2) = φY (ξ1 + ξ2) =

φY (ξ1) + φY (ξ2) = φ(ξ1) + φ(ξ2), pois φY é homomor�smo. Para todo x ∈ X ,temos φ(iX(x)) = φ{x}(i{x}(x)) = j(x). Assim φ ◦ iX = j.Dado qualquer homomor�smo ψ : F (X) → A, om ψ ◦ iX = j, temos paraqualquer Y ⊂ X , �nito, ψ|F (Y ) ◦ iY = ψ◦(iX |Y ) = j|Y = φY ◦ iY = φ|F (Y ) ◦ iY eportanto ψ|F (Y ) = φ|F (Y ). Como F (X) é a união desses subgrupos F (Y ), segueque ψ = φ.
Abstract: In this work we studied two topis of Algebra: free abelian groups andexat sequenes of abelian groups, whih are of great utility to solve algebraitopology problems.
Keywords: exat sequenes; free abelian groups
Referências Bibliográficas[1℄ Wall, C.T.C.; A Geometri Introdution to Topology, Addison-Wesley Pu-blishing Company, In., 1972.[2℄ Kelley, J.L.; General Topology. Van Nostrand, Prineton, 1955.
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Codimensão de Germes em EnDaiane Alie Henrique1Orientador(a): Profa. Dra. Elíris Cristina Rizziolli
Resumo: Neste trabalho mostramos omo alular a odimensão de germes de
Rn, 0 em R e provamos que este objeto é R-invariante.
Palavras-chave: germe de apliação, ideal jaobiano, odimensão de germe.
1 Germes e k-JatosConsidere o onjunto de todas as apliações f : U → Rp de lasse C∞,onde U ⊂ Rn aberto e x ∈ U . Nesse onjunto introduzimos uma relação deequivalênia (∼), omo segue:
Definição 1. Dadas duas apliações de lasse C∞ f1 : U1 → Rp e f2 : U2 → Rp,
Ui ⊂ Rn, aberto, i ∈ {1, 2},

f1 ∼ f2se existir uma vizinhança Wx de x em U tal que as restrições f1 |Wx e f2 | Wxoinidam, isto é, f1(z) = f2(z), ∀z ∈Wx.As lasses de equivalênia sobre essa relação são hamadas germes de apli-ações em x e um elemento da lasse de equivalênia é hamado representantedo germe em x.Notação: f : (U, x) → (Rp, y) , f(x) = y (hamamos U de fonte e Rp de meta).Para ada germe de apliação f : (U, x) → (Rp, y) assoiamos a derivada
Df(x) : Rn → Rp que é de�nida omo sendo a derivada em x de qualquerrepresentante. Um germe é invertível (note que é um difeomor�smo loal) se, esomente se, sua derivada é invertível. O posto de um germe é de�nido omo oposto de sua derivada em x. Quando o posto é igual a dimensão de U o germe1FAPESP 19



20 Codimensão de Germes em Ené imersível e quando o posto é igual a dimensão de Rp o germe é submersível.Logo, um germe é invertível se, e somente se, é imersível e submersível. Quandoo germe não é imersível e nem submersível em x dizemos que x é ponto singular.Denotamos por En,p o onjunto dos germes de apliações f : (Rn, 0) → Rpde lasse C∞. Quando p = 1 este onjunto é denotado por En.
Definição 2. O espaço dos jatos Jk(n, p) é o espaço vetorial real de todas asapliações g : Rn → Rp onde ada oordenada gi de g é um polin�mio de graumenor ou igual a k nas oordenadas an�nias x1, . . . , xn em Rn om termoonstante zero. Os elementos de Jk(n, p) são hamados k− jatos.Para ada germe de apliação f : (Rn, 0) → Rp e ada a ∈ Rn, é de�nida aapliação jkf ;

jkf : Rn → Jk(n, p)

a 7→ jkf(a)onde jkf(a) é o desenvolvimento até a ordem k (inlusive) da série de Taylor de
f(x)− f(a) em uma vizinhança da origem (note que tal série está bem de�nidapois f é de lasse C∞).Esta apliação de lasse C∞ é hamada k-jato de f em a.Ao onjunto En,p de�nimos uma topologia através de um sistema fundamen-tal de vizinhanças.
Definição 3. Seja f ∈ En,p. Dados ǫ > 0, R > 0 e k ∈ U assoiamos a f umavizinhança fundamental em En,p omposta de todos os germes de apliações
g : (Rn, 0) → Rp tais que

∀x ∈ Rn om ‖x‖ ≤ R, ‖jkf(x)− jkg(x)‖ < ǫ,onde ‖ ‖ é uma norma �xada no espaço dos jatos Jk(n, p) .BICMat, Volume VII, Outubro de 2010
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2 A Álgebra Real En

Definição 4. PorÁlgebra Real entendemos um par (V, ·), onde V é um espaçovetorial real e (·) é uma apliação bilinear de V × V em V , hamada Produtode Álgebra.Neste ontexto, estamos interessados em estudar duas álgebras real, a saber
En e Ên.O onjunto En dos germes f : (Rn, 0) → (R, f(0)) (de apliações de lasse
C∞) tem a estrutura de espaço vetorial, munido da adição e multipliação poresalar usuais para apliações. Ainda, a apliação bilinear:

· : En × En → En
(f, g) 7→ f · g, om (f · g)(x) := f(x)g(x)dá a En a estrutura de álgebra real (a bilinearidade de (·) segue das propriedadesdo orpo (R,+, ·)).De�nimos o onjunto Ên omo a oleção de todas as séries de potênias formal

f̂ =
∑
fαx

α nas indeterminadas reais x1, . . . , xn ainda esrevemos xα, om
x = (x1, . . . , xn) e α = (α1, . . . , αn), para denotar a expressão xα1

1 xα2
2 . . . xαn

n ,isto é, Ên = R[[x1, . . . , xn]]. Note que Ên munido om as operações adiçãoe multipliação usuais das séries de potênias formal tem uma estrutura deespaço vetorial real. Além disso, Ên é uma álgebra real, onde a álgebra produtoé de�nida da seguinte maneira:
· : Ên × Ên → Ên

(f̂ , ĝ) 7→ f̂ · ĝ := ĥonde, onsiderando f̂ =
∑
fαx

α e ĝ =
∑
gβx

β , temos ĥ =
∑
hγx

γ om
hγ =

∑
γ=α+β

fαgβ.
Definição 5. Dadas duas álgebras real V e W , um homomor�smo de álge-bras ϕ : V → W é uma apliação linear tal que ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y), paraquaisquer x, y ∈ V . BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



22 Codimensão de Germes em En

Exemplo 6. A apliação a seguir é um homomor�smo de álgebras:
ϕ : En → Ên

f 7→ f̂onde f̂ é a série de Taylor de f , a qual é onvergente, uma vez que f é um germede apliação C∞.Este fato segue das propriedades intrínseas de uma série.Note que (En,+, ·), onde (+) e (·) foram de�nidas aima, tem estrutura deum anel omutativo om unidade (neste aso, o elemento unidade é o germe daapliação f0 de (Rn, 0) em R de�nida por f0(x) = 1, ∀x ∈ Rn e tais propriedadessão herdadas do orpo (R,+, ·)).O resultado a seguir, desreve os elementos invertíveis em En.
Teorema 7. Uma ondição neessária e su�iente para que um germe f ∈ Enseja invertível é que f(0) 6= 0.
Prova: Suponha f invertível, então existe um germe g ∈ En tal que

(f · g)(x) = 1, ∀x ∈ R
n,logo, em partiular para x = 0, temos f(0) · g(0) = 1, isto implia que f(0) 6= 0.Suponha f ∈ En satisfazendo f(0) 6= 0, então g =

1

f
é o inverso de f .

Definição 8. Dizemos que dois germes de apliação C∞ f : (U, x1) → R e
g : (V, x2) → R são R-equivalentes se, e somente se, existe um germe invertível
h : (V, x2) → (U, x1) tal que f ◦ h = g.
Definição 9. Denotamos por mn o subonjunto dos germes f ∈ En tal que
f(0) = 0, isto é,

mn = {f ∈ En/f(0) = 0}.

Proposição 10. mn é o únio ideal maximal de En.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010
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Prova: (i) Sejam f, g ∈ mn, quaisquer, então f − g ∈ mn, pois f(0) = 0 e
g(0) = 0 temos então (f − g)(0) = f(0)− g(0) = 0− 0 = 0.(ii) Sejam f ∈ mn, g ∈ En, quaisquer, então f · g ∈ mn, pois (f · g)(0) =

f(0) · g(0) = 0 · g(0) = 0.Portanto, por (i) e (ii) segue que mn é um ideal.Suponha I ⊆ En um ideal om mn ⊂ I e mn 6= I, então existe f ∈ I tal que
f(0) 6= 0. Assim, pelo teorema 7 f é invertível e então f0 ∈ I e omo I é idealde En, para qualquer h ∈ En, h · f0 ∈ I portanto, I = En. Segue que mn é idealmaximal e pelo mesmo motivo é únio.
Proposição 11 (Lema de Hadamard). Sejam U uma vizinhança de 0 em Rnonexa e f : U × Rq → R de lasse C∞, tal que f(0, y) = 0, ∀y ∈ Rq. Entãoexistem funções f1, . . . , fn de�nidas em U × Rq tais que f = x1f1 + . . .+ xnfnonde x1, . . . , xn são as oordenadas de Rn.
Prova:

∫ 1

0

df

dt
(tx1, . . . , txn, y1, . . . , yq)dt =

f(x1, . . . , xn, y1, . . . , yq)− f(0, . . . , 0, y1, . . . , yq) =

f(x1, . . . , xn, y1, . . . , yq)− 0 = f(x1, . . . , xn, y1, . . . , yq).Mas,
∫ 1

0

df

dt
(tx1, . . . , txn, y1, . . . , yq)dt =

∫ 1

0

n∑

i=1

xi
∂f

∂xi
(tx1, . . . , txn, y1, . . . , yq)dt =

n∑

i=1

xi

∫ 1

0

∂f

∂xi
(tx1, . . . , txn, y1, . . . , yq)dt.Logo,

f(x1, . . . , xn, y1, . . . , yq) =

n∑

i=1

xifi(x1, . . . , xn, y1, . . . , yq),BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



24 Codimensão de Germes em Enonde para ada i ∈ {1, . . . , n} temos
fi(x1, . . . , xn, y1, . . . , yq) =

∫ 1

0

∂f

∂xi
(tx1, . . . , txn, y1, . . . , yq)dt.Ou seja, existem funções f1, . . . , fn de�nidas em U ×Rq tais que f = x1f1+

· · ·+ xnfn onde x1, . . . , xn são as oordenadas de Rn.
Corolário 12. O ideal maximal de En, mn, é tal que mn = 〈x1, . . . , xn〉.
Prova: (i) 〈x1, . . . , xn〉 ⊂ mn:Seja g ∈ 〈x1, . . . , xn〉, então g = n∑

i=1

xigi, gi ∈ En. Logo,
g(0) =

n∑

i=1

0gi(0) = 0.Portanto omo, g ∈ En e g(0) = 0 temos que g ∈ mn.(ii) mn ⊂ 〈x1, . . . , xn〉:Seja f ∈ mn, então f(0) = 0, logo pelo Lema de Hadamard, existem fi ∈ Entais que:
f(x) =

n∑

i=1

xifi(x) ∈ 〈x1, . . . , xn〉 .

Proposição 13. Seja Fk = {f ∈ En/jk−1f(x) = 0}. Então Fk = mn

k, isto é, égerado pelos mon�mios de grau k em x1, . . . , xn.
Prova: Se k = 1:

mn

1 = mn e F1 = {f ∈ En/j0f(x) = 0} = {f ∈ En/f(0) = 0} = mn.Portanto, F1 = mn

1. Mas, pelo orolário anterior, F1 = mn = 〈x1, . . . , xn〉, ouseja, F1 é o ideal gerado pelos mon�mios de grau 1.Queremos mostrar que Fk = mn

k, ou seja,
(i) Fk ⊂ mn

k e (ii) mn

k ⊂ Fk.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Codimensão de Germes em En 25Note que mn

k ⊂ Fk. De fato, omo mn

k é gerado pelos mon�mios de grau knas variáveis x1, . . . , xn segue que, se f ∈ mn

k então jk−1f(x+ 0) = 0, ou seja,
f ∈ Fk.A outra inlusão faremos usando o Prinípio da Indução Finita. Para tanto:Suponha que, Fk−1 ⊂ mn

k−1, deste fato queremos onluir que Fk ⊂ mn

k.Seja f ∈ Fk, logo jk−1f(x) = 0, onsequentemente, f(0) = 0, assim peloLema de Hadamard:
f =

n∑

i=1

xifi,onde
fi =

∫ 1

0

∂f

∂xi
(tx1, . . . , txn)dt.Mas,

fi =

∫ 1

0

∂f

∂xi
(tx1, . . . , txn)dt ∈ Fk−1pois, jk−2fi(x) = 0.Como, por hipótese de indução, Fk−1 ⊂ mn

k−1, segue que fi ∈ mn

k−1, assim:
f =

n∑

i=1

xifi ∈ mnmn

k−1 = mn

k.Observe que em partiular, mostramos que Fk é um ideal e ainda mais, éum ideal �nitamente gerado.
Lema 14 (Lema de Borel). O homomor�smo de álgebra ϕ : En → Ên é sobre-jetor.
Prova: [1, p. 228℄.Note f̂ g = f̂ ĝ. De fato, para mostrar que f̂ g = f̂ ĝ, é su�iente mostrar que
f̂ g = f̂ ĝ módulo mn

k+1, ∀k ∈ Z+.Seja k0 ∈ Z+. Denotamos f módulo mn

k0+1 por fk0 e analogamente, gmódulo mn

k0+1 por gk0 . Observe que da proposição 13 segue que fk0 e gk0 sãoBICMat, Volume VII, Outubro de 2010



26 Codimensão de Germes em Enambos polin�mios de grau k0, sendo assim as respetivas derivadas, superioresa k0, são todas nulas. Consequentemente,
f̂ g

mod mn

k0+1

= f̂k0gk0 = fk0gk0 = f̂ ĝ.

Observação 15. Ainda desta demonstração seguem as seguintes propriedades:(1) kerϕ =
∞⋂

k=1

mn

k(2) mn

∞ :=

∞⋂

k=1

mn

k(3) En
mn

∞
∼= R[[x1, . . . , xn]] = ÊnObservamos ainda que de (3) segue que o quoiente Ên

m̂
k
n

tem dimensão �nita,já que este é gerado pelos mon�mios de grau menor do que k nas n-variáveis.Ainda, uma vez que, En
mn

k
∼= Ên

m̂
k
n

, segue também que En
mn

k
tem dimensão �nita.

Lema 16 (Lema de Nakayama). Seja R um anel omutativo om identidade1. Seja m um ideal de R tal que 1 + x é invertível em R, ∀x ∈ m. Sejam Mum R- módulo, A e B submódulos om A �nitamente gerado. Se A ⊆ B +mAentão A ⊆ B.
Prova: Como A é �nitamente gerado, sejam a1, . . . , at ∈ A, tais que A =

〈a1, . . . , at〉. Como, por hipótese, A ⊆ B +mA segue que:
ai = bi + λi1a1 + . . .+ λitat,onde λij ∈ m, j = 1, . . . , t.De outra forma,
bi = ai − λi1a1 − . . .− λitat =

(1− λii)ai − λi1a1 − . . .− λi(i−1)ai−1 − λi(i+1)ai+1 − . . .− λitat. (I)Então oloando (I) na forma matriial, temos que,



b1...
bt


 =




1− λ11 . . . −λ1t... . . . ...
−λt1 . . . 1− λtt







a1...
at


 .
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Codimensão de Germes em En 27Seja Λ = (λij), então:
(I − Λ)




a1...
at


 =




b1...
bt


 .Será su�iente mostrar que (I − Λ) é invertível, pois assim temos que:

a = (I − Λ)−1 · b, ou seja, ada ai é ombinação linear de elementos de B eonsequentemente, ada ai ∈ B.Mostremos que det(I − Λ) é invertível em R. Observe que:
det(I − Λ) = 1− (soma de produto de elementos de m) = 1− λ = 1 + (−λ),onde λ ∈ m e (−λ) ∈ m. Mas, por hipótese, 1 + (−λ) é invertível em R, isto é,

det(I − Λ) é invertível em R.
Observação 17. Uma vez que Fk = mn

k, segue em partiular que, o submódulode En, Fk é �nitamente gerado, para todo k. Porém este fato nem sempreoorre, isto é, nem todo submódulo de En é �nitamente gerado, o que faz de
En um anel não Noetheriano. A seguir mostraremos que, o submódulo de En,
mn

∞ =

∞⋂

k=1

mn

k, não é �nitamente gerado.De fato, suponha por absurdo que mn

∞ =

∞⋂

k=1

mn

k é �nitamente gerado.Já temos que En é anel omutativo om unidade 1 (1 : Rn → R tal que
1(x) = 1), e que mn é um ideal em En tal que 1 + f é invertível, para todo
f ∈ mn (pois (1 + f)(0) = 1(0) + f(0) = 1 + 0 = 1 6= 0), logo, onsiderando
A = mn

∞ e B = {0}, omo mn

k ⊆ mn, ∀k ≥ 1 temos que A =

∞⋂

k=1

mn

k ⊆ mn,onsequentemente, A ⊆ B +mnA.Sob estas ondições pelo Lema de Nakayama, segue que, A ⊆ B, isto é,
mn

∞ ⊆ {0}. Consequentemente, mn

∞ = {0}, o que é absurdo.Seja M um En-módulo e seja I ⊂M um En-submódulo, note que, em parti-ular, I pode ser visto omo um subespaço do espaço vetorial real En.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



28 Codimensão de Germes em En

Definição 18. A odimensão de I, denotada por cod I é a dimensão de M

I
.Dizemos que I tem odimensão �nita em M se o espaço quoiente M

I
temdimensão �nita, isto é, número de geradores �nito.

Proposição 19. Sejam M um En- módulo livre �nitamente gerado (ou Ên�módulo) e I ⊂ M um submódulo. Então I tem odimensão �nita em M se,e somente se, existe um inteiro k ≥ 1 tal que mn

k ·M ⊆ I (ou m̂
k
n
·M ⊂ I).

Prova: (⇒) Considere a seguinte sequênia:
I+M ⊇ I+mn ·M ⊇ I+mn

2 ·M ⊇ I+mn

3 ·M ⊇ · · · ⊇ I+mn

k ·M ⊇ · · · ⊇ I.Consequentemente,
M

I +M
⊆ M

I +mn ·M
⊆ M

I +mn
2 ·M ⊆ · · · ⊆ M

I +mn
k ·M ⊆ · · · ⊆ M

I
. (∗)Tomando as dimensões,

dim

(
M

I +M

)
≤ · · · ≤ dim

(
M

I +mn
k ·M

)
≤ · · · ≤ dim

M

I
.Cada inlusão estrita na sequênia (*) tem uma ontribuição ≥ 1 na odi-mensão de I. Como a odimensão de I é �nita, existe k ≥ 1 tal que I+mn

k ·M =

I +mn

k+1 ·M . Por outro lado,
mn

k ·M ⊂ I +mn

k ·M = I +mn

k+1 ·M = I +mn ·mn

k ·M =⇒

mn

k ·M ⊂ I +mn ·mn

k ·M.Portanto, nestas ondições, pelo lema de Nakayama segue mn

k ·M ⊆ I, paraalgum inteiro k.(⇐) Por hipótese, existe k tal que mn

k ·M ⊆ I, onsequentemente,
M

I
⊆ M

mn
k ·M ,logo, dimM

I
≤ dim

M

mn
k ·M . MasM é um En�módulo livre �nitamente gerado,ou seja,

M ∼= En ⊕ · · · ⊕ En︸ ︷︷ ︸
s−parcelas

,
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Codimensão de Germes em En 29desta forma,
M

mn
k ·M

∼= En ⊕ · · · ⊕ En
mn

k (En ⊕ · · · ⊕ En)
∼= En

mn
k
⊕ · · · ⊕ En

mn
k
,o que aarreta, dim M

mn
k ·M = dim

En
mn

k
+ · · ·+ dim

En
mn

k
. Mas omo já obser-vado, dim En

mn
k
< ∞. Portanto, dimM

I
≤ dim

M

mn
k ·M = s dim

En
mn

k
< ∞, ouseja, cod I <∞.

Observação 20. Da demonstração anterior podemos também onluir que cod Ié �nita se mn

kM ⊆ I +mn

k+1M .
Definição 21. Seja k = 0, 1, 2, 3, . . .. A k-ésima odimensão de I é de�nidapor

codk I :=





dim
I +M

I +mn ·M
, se k = 0

dim
I +mn

k ·M
I +mn

k+1 ·M , se k ≥ 1

Proposição 22. Sobre as hipóteses da proposição 19 uma ondição neessáriae su�iente para I ⊆ M ter odimensão �nita em M é que, exeto para umnúmero �nito, codk I seja igual a zero, e neste aso
cod I = cod0 I + cod1 I + . . .

Prova: (⇒) Supondo que I tem odimensão �nita em M então pela proposição19 existe k ≥ 1 om mn

kM ⊆ I. Logo, I +mn

k ·M = I +mn

k+s ·M , s ∈ Z+.Consequentemente,
codk+l I = dim

I +mn

k+l ·M
I +mn

(k+l)+1 ·M = dim
I +mn

k ·M
I +mn

k ·M = 0,para todo j ≥ k, digamos j = k + s, segue que codj I = 0. Considerando queas inlusões estritas na sequênia (∗) tem uma ontribuição ≥ 1 na odimensãode I e codj I = 0, j = k + s segue que
cod I = cod0 I + cod1 I + . . . .BICMat, Volume VII, Outubro de 2010
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(⇐) Se codk I = 0 temos dim
I +mn

k ·M
I +mn

k+1 ·M = 0, então I + mn

k · M =

I +mn

k+1 ·M .Seja k = min{j ∈ Z+; codl I = 0, ∀l ≥ j}. Como mn

k ·M ⊆ I + mn

k ·M =

I +mn

k+1 ·M , ou seja, mn

k ·M ⊆ I +mnmn

k ·M .Sob esta hipótese, pelo Lema de Nakayama, segue que mn

k ·M ⊆ I e pelaproposição 19, isto implia que I tem odimensão �nita em M .
Definição 23. Seja f ∈ En, logo ∂f

∂xj
∈ En, o ideal jaobiano é de�nido por:

Jf :=

〈
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

〉

Enonde ∂f

∂xi
: Rn → R, x0 7→ ∂f

∂xi
(x0). Logo, se g ∈ Jf então g =∑

i

αi

∂f

∂xi
.

Definição 24. cod f = codJf = dim
En
Jf

.
Proposição 25. Suponha que o germe f ∈ En tenha odimensão �nita diferentede zero. Então a origem em Rn é um ponto singular isolado de qualquer re-presentante de f , isto é, existe uma vizinhança da origem na qual a origem é oúnio ponto singular do representante.
Prova: Observe que se ∂f

∂xj
(0) 6= 0 então a função derivada parial ∂f

∂xj
é umelemento invertível em En, onsequentemente o ideal jaobiano, isto é, Jf =〈

∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xj
, . . . ,

∂f

∂xn

〉 é tal que Jf = En e isto impliaria f ter odimensãozero, o que não oorre por hipótese.Por outro lado, omo f tem odimensão �nita não nula, existe k ≥ 1 tal que
〈
xk1 , . . . , x

k
n, . . .

〉
= mn

k ⊂ Jf =

〈
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

〉

En

. (I)Em partiular de (I), segue que xk1 , . . . , x
k
n são ombinações lineares de

∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn
, isto é, xkj =

n∑

j=1

gj
∂f

∂xj
, gj ∈ En.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Codimensão de Germes em En 31No ponto singular de f todas as derivadas se anulam, então neessariamente
xk1 , . . . , x

k
n também se anulam, onsequentemente o ponto singular é apenas a n-upla 0 = (0, . . . , 0). Este omportamento oorre em uma vizinhança da origem.Portanto, a origem é o únio ponto singular de f .A ontrapositiva da proposição 25 é muito útil para desobrir quando umgerme tem odimensão in�nita, já que para isso basta onstatar que a origemnão é uma singularidade isolada.A seguir um exemplo dessa apliação.

Exemplo 26. Considere o germe f(x, y, z) = y2 − z2x2 + x3. As suas derivadaspariais são:
∂f

∂x
(x, y, z) = −z2x+ 3x2,

∂f

∂y
(x, y, z) = 2y,

∂f

∂z
(x, y, z) = −2zx2,om todas se anulando simultaneamente no eixo z. Assim a origem em R3 nãoé um ponto singular isolado de f , e a proposição 25 nos diz que f deve terodimensão in�nita.Observe que a a�rmação reíproa da proposição 25 não é verdadeira, ouseja, mesmo a origem sendo um ponto singular isolado, pode aonteer do germeem questão ter odimensão in�nita. No entanto, no aso omplexo a a�rmaçãoreíproa é válida. Assim, uma maneira de deidir se a odimensão de um germeé �nita ou in�nita (real) é su�iente deidir no aso omplexo.

Exemplo 27. Seja o germe f(x) = xs+1 om s um inteiro maior ou igual a 1,temos Jf = 〈xs〉 então,
cod0 f = dim

E1
m1

= dim
R[[x]]

〈x〉 = dimR{1} = 1

cod1 f = dim
〈xs〉+ 〈x〉
〈xs〉+ 〈x2〉 = dimR{x} = 1

cod2 f = dim
〈xs〉+

〈
x2
〉

〈xs〉+ 〈x3〉 = dimR{x2} = 1... BICMat, Volume VII, Outubro de 2010
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cods−1 f = dim
〈xs〉+

〈
xs−1

〉

〈xs〉+ 〈xs〉 = dimR{xs−1} = 1

cods f = dim
〈xs〉+ 〈xs〉
〈xs〉+ 〈xs〉 = 0...Portanto, cod f = cod0 f + cod1 f + . . .+ cods−1 f = s.

Exemplo 28. Podemos alular a odimensão do germe f(x, y) = x2y + y4,temos Jf =
〈
xy, x2 + 4y3

〉, então:
cod0 f = dim

E2
m2

= 1

cod1 f = dim
Jf +m2

1

Jf +m2
2
= dim

〈
xy, x2 + 4y3

〉
+ 〈x, y〉

〈xy, x2 + 4y3〉+ 〈x2, xy, y2〉 = dimR{x, y} = 2

cod2 f = dim
Jf +m2

2

Jf +m2
3
= dim

〈
xy, x2 + 4y3

〉
+
〈
x2, xy, y2

〉

〈xy, x2 + 4y3〉+ 〈x3, xy2, x2y, y3〉
= dimR{y2} = 1

cod3 f = dim
Jf +m2

3

Jf +m2
4
= dim

〈
xy, x2 + 4y3

〉
+
〈
x3, xy2, x2y, y3

〉

〈xy, x2 + 4y3〉+ 〈x4, x3y, x2y2, xy3, y4〉
= dimR{y3} = 1

cod4 f = dim
Jf +m2

4

Jf +m2
5

= dim

〈
xy, x2 + 4y3

〉
+
〈
x4, x3y, x2y2, xy3, y4

〉

〈xy, x2 + 4y3〉+ 〈x5, x4y, x3y2, x2y3, xy4, y5〉 = 0

codk f = 0, ∀k ≥ 4Portanto, pelo orolário anterior, codk f = cod0 f + cod1 f + . . . = 5.
Exemplo 29. A odimensão do germe g(x, y) = x3 + xy3 é 7. De fato, temos
Jf =

〈
3x2 + y3, xy2

〉, assim,
cod0 f = 1

cod1 f = dim
Jf +m2

1

Jf +m2
2
= dim

〈
3x2 + y3, xy2

〉
+ 〈x, y〉

〈3x2 + y3, xy2〉+ 〈x2, xy, y2〉
= dimR{x, y} = 2BICMat, Volume VII, Outubro de 2010
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cod2 f = dim

Jf +m2

2

Jf +m2
3
= dim

〈
3x2 + y3, xy2

〉
+
〈
x2, xy, y2

〉

〈3x2 + y3, xy2〉+ 〈x3, xy2, x2y, y3〉
= dimR{xy, y2} = 2

cod3 f = dim
Jf +m2

3

Jf +m2
4
= dim

〈
3x2 + y3, xy2

〉
+
〈
x3, xy2, x2y, y3

〉

〈3x2 + y3, xy2〉+ 〈x4, x3y, x2y2, xy3, y4〉
= dimR{y3} = 1

cod4 f = dim
Jf +m2

4

Jf +m2
5

= dim

〈
3x2 + y3, xy2

〉
+
〈
x4, x3y, x2y2, xy3, y4

〉

〈3x2 + y3, xy2〉+ 〈x5, x4y, x3y2, x2y3, xy4, y5〉 = dimR{y4} = 1

cod5 f = dim
Jf +m2

5

Jf +m2
6

= dim

〈
3x2 + y3, xy2

〉
+
〈
x5, xy4, x2y3, x3y2, x4y, y5

〉

〈3x2 + y3, xy2〉+ 〈x6, xy5, x2y4, x3y3, x4y2, x5y, y6〉 = 0

codk f = 0, ∀k ≥ 5Portanto, codk f = cod0 f + cod1 f + . . . = 7.Dado um germe f : (Rn, 0) → (Rp, 0) obtemos uma apliação f∗ : Ep → Enpela fórmula λ 7→ λ ◦ f .Veja que f∗ é um homomor�smo de álgebra, de fato:
• Apliação linear:
f∗(λ+aβ) = (λ+aβ)◦f = (λ+aβ)(f) = λ◦f+a(β ◦f) = f∗(λ)+af∗(β)

• f∗(λ · β) = f∗(λ) · f∗(β), pois para todo x ∈ Rn

((λ · β) ◦ f)(x) = (λ · β)(f(x)) = λ(f(x)) · β(f(x)) = ((λ ◦ f) · (β ◦ f))(x),ou seja, (λ · β) ◦ f = (λ ◦ f) · (β ◦ f), portanto f∗(λ · β) = f∗(λ) · f∗(β).Este homomor�smo f∗ é hamado homomor�smo induzido por f .
Proposição 30. Homomor�smos induzidos por germes tem as seguintes propri-edades: BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



34 Codimensão de Germes em En(i) (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗, onde g ∈ Ep,n e f ∈ En,p, quaisquer;(ii) idRn : (Rn, 0) → (Rn, 0) é um germe da apliação identidade, então
(idRn)∗ = IdEn

;(iii) Se h ∈ En é invertível então h∗ é um isomor�smo e ainda, (h−1)
∗
=

(h∗)−1.
Prova: (i) Temos (f ◦g)∗(λ) = λ◦ (f ◦g) = (λ◦f)◦g = g∗(λ◦f) = g∗(f∗(λ)) =

(g∗ ◦ f∗)(λ), para todo λ ∈ En. Portanto, (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗.(ii) Note que (idRn)∗(λ) = λ ◦ id, mas (λ ◦ id)(x) = λ(id(x)) = λ(x), paratodo x ∈ Rn. Logo, (idRn)∗(λ) = λ = IdEn
(λ), qualquer que seja λ ∈ En, ouseja, (idRn)∗ = IdEn

.(iii) h : Rn → Rn é invertível, então existe h−1 : Rn → Rn tal que (h◦h−1) =

idRn = (h−1 ◦ h).Pelos itens (i) e (ii):
IdEn

= (idRn)∗ = (h ◦ h−1)∗ = (h−1)∗ ◦ h∗,

IdEn
= (idRn)∗ = (h−1 ◦ h)∗ = h∗ ◦ (h−1)∗,ou seja,

(h−1)∗ ◦ h∗ = IdEn
(I)

h∗ ◦ (h−1)∗ = IdEn
(II)De (I) temos que h∗ é injetora e de (II) h∗ é sobrejetora, ou seja, h∗ ébijeção e onsequentemente h∗ é um isomor�smo. Ainda de (I) e (II), segue que

(h−1)
∗
= (h∗)

−1
.

Proposição 31. Um germe f : Rn → Rn é invertível se, e só se, f∗ : En → Ené um isomor�smo.
Prova: (⇒) Item (iii) da proposição anterior.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010
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(⇐) f∗ é um isomor�smo, logo f∗(mn) = mn. De fato, seja λ ∈ mn =

〈x1, . . . , xn〉 então λ =

n∑

i=1

gixi, om gi ∈ En. Logo,
f∗(λ) = f∗ (i = 1ngixi) = i = 1nxif

∗(gi) = i = 1nhixi,onde hi = f∗(gi) ∈ En. Portanto, se λ ∈ mn então f∗(λ) ∈ mn, ou seja,
f∗(mn) ⊆ mn. (i)Por outro lado, seja λ ∈ mn = 〈x1, . . . , xn〉 então λ =

n∑

i=1

gixi, om gi ∈ En.Mas f∗ é isomor�smo, logo existe hi ∈ En tal que f∗(hi) = gi, assim
λ =

n∑

i=1

f∗(hi)xi = f∗

(
n∑

i=1

hixi

)
∈ f∗(mn).Consequentemente,

mn ⊆ f∗(mn). (ii)Portanto, por (i) e (ii), mn = f∗(mn). Identi�ando xi om a projeção,temos
f∗ : En → En

xi 7→ f∗(xi) = xi ◦ fonde, (xi ◦ f)(x) = xi(f(x)) = xi(f1(x), . . . , fn(x)) = fi(x), para todo x ∈ Rn.Portanto,
f∗(xi) = fi. (I)Como xi ∈ mn = f∗(mn) segue que xi = f∗(h), para algum h ∈ mn =

〈x1, . . . , xn〉, logo, xi = f∗(ξi,1x1 + . . .+ ξi,nxn), onde ξi,j ∈ En. Mas f∗ é umhomomor�smo de álgebras, assim xi =

n∑

j=1

f∗(ξi,j)f
∗(xj)

(I)
=

n∑

j=1

f∗(ξi,j)fj. Daí,
xi = λi,1f1 + . . .+ λi,nfn, λi,j = f∗(ξi,j) ∈ En. (II)Derivando (II) om relação a xk temos:

n∑

j=1

(
∂λi,j
∂xk

fj + λi,j
∂fj
∂xk

)
=

{
1, se i = k
0, se i 6= k

= δi,k. (III)BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



36 Codimensão de Germes em EnTomando x = 0, em (III) temos que
n∑

j=1

∂λi,j(0)

∂xk
fj(0) + λi,j(0)

∂fj(0)

∂xk
= δi,k,então

n∑

j=1

λi,j(0)
∂fj(0)

∂xk
= δi,k, ∀i ∈ {1, . . . , n}.Assim, (λi,j(0))(∂fj(0)

∂xk

)
= Id, o que implia det

(
(λi,j(0))

(
∂fj(0)

∂xk

))
= 1 6=

0, ou seja, det(λi,j(0)) det(∂fj(0)
∂xk

)
6= 0, logo det

(
∂fj(0)

∂xk

)
6= 0.Então, pelo Teorema da Função Inversa, segue que f é um difeomor�smo.O prinipal resultado deste estudo é o teorema que está enuniado abaixo,pois om ele demonstramos que a odimensão de um germe é um invariante soba R-equivalênia.

Teorema 32. Se os germes f, g ∈ En são R-equivalentes então cod f = cod g.
Prova: Uma vez que f e g são R-equivalentes segue que existe um germe in-vertível h : Rn → Rn tal que g = f ◦ h. Pela proposição anterior temos que hinduz um isomor�smo de álgebras h∗ : En → En.Observe que h∗(Jf ) = Jg, de fato, seja ∂g

∂xi
∈ Jg, qualquer, temos

∂g

∂xi
=
∂(f ◦ h)
∂xi

=

n∑

j=1

(
∂f

∂xj
◦ h
)
· ∂hj
xi

=

n∑

j=1

h∗
∂f

∂xj
· ∂hj
xi

∈ h∗(Jf ).Portanto, ∂g
∂xi

∈ h∗(Jf ) e assim temos, Jg ⊂ h∗(Jf ).Agora, seja ∂f

∂xi
∈ Jf , qualquer. Temos

∂f

∂xi
=
∂(g ◦ h−1)

∂xi
=

n∑

j=1

(
∂g

∂xj
◦ h−1

)
·
∂h−1

j

xi
=

n∑

j=1

(h−1)∗
∂g

∂xj
·
∂h−1

j

xi
∈ (h−1)∗(Jg).
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Codimensão de Germes em En 37Portanto, ∂f

∂xi
∈ (h−1)∗(Jg) = (h∗)−1(Jg) e assim temos Jf ⊂ (h∗)−1(Jg).Logo, h∗(Jf ) ⊂ Jg e portanto, h∗(Jf ) = Jg.Consequentemente En

Jf
e En
Jg

são isomorfos. Portanto, dim En
Jf

= dim
En
Jg

, ouseja, cod f = cod g.A ontra-positiva do teorema aima é muito utilizada, pois nos diz que sedois germes tem odimensão diferente então eles não são R-equivalentes. Nosexemplos 28 e 29 temos que cod f = 5 e cod g = 7, logo f e g não são germes
R-equivalentes.
Agradecimentos: Este onteúdo ientí�o é parte do projeto intitulado `So-bre o teorema da função inversa e suas apliações em Teoria de Singulari-dades' �naniado pela agênia de fomento FAPESP e vinulado ao projetotemátio `Singularidades, Geometria e Equações Difereniais', om a supervi-são do Prof. Dr. Marelo José Saia � Instituto de Ciênias Matemátias e deComputação�ICMC/USP/São Carlos.
Abstract: In this work we show how alulate the odimension of germs from
Rn, 0 to R and we prove that this objet is R-invariant.
Keywords: map germ, jaobian ideal and odimension of map germ.
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Os Modelos de Montroll, Gompertz e Smith paraDinâmia de PopulaçõesFranielle Santo PedroOrientador(a): Profa. Dra. Renata Zotin Gomes de Oliveira
Resumo: Analisamos neste trabalho os Modelos de Montroll, Gompertz e Smith,omparando as taxas de resimento intrínseo e os pontos de equilíbrio dosmesmos.
Palavras-chave: Dinâmia populaional, ponto de equilíbrio, taxa de variação.
1 IntroduçãoHá muito tempo os ientistas de diversas áreas prouram ferramentas mate-mátias para poderem estimar, por exemplo, o resimento de uma população.O eonomista e demógrafo inglês Thomas Robert Malthus foi responsável pelaprimeira tentativa de estimar o resimento da população mundial. Seu traba-lho, �An Essay on the Priniple of Population as it A�ets the Future Improve-ment of Soiety�, publiado anonimamente em 1798, usou um modelo baseadono fato que o resimento populaional se daria segundo uma progressão geo-métria, se não fosse ontrolado, enquanto os meios de sobrevivênia reseriamem progressão aritmétia. Lotka e Volterra também se destaaram pelo estudode modelos do tipo presa-predador e ompetição entre espéies, publiados nadéada de 30. O trabalho de Lotka e Volterra trouxe inúmeras ontribuiçõesà área e in�ueniou o trabalho de Kermak e MKendrik (1927) no estudo desurtos epidêmios.Muitas rítias foram feitas a estes modelos lássios por não onsideraremertas araterístias biológias, omo efeitos ambientais, taxas dependentes dotempo, distribuição espaial, dentre outros. No entanto, segundo Edelstein-Keshet[4℄ �a importânia destes modelos não está no realismo ou na preisão das39



40 Os Modelos de Montroll, Gompertz e Smith para Dinâmia de Populaçõesprevisões, mas em prinípios e fundamentos nos quais se baseiam: a tendêniade sistemas presa-predador osilarem, a tendênia de uma ompetição entreespéies extinguir uma delas, dentre outros�. O modelo malthusiano falha pelofato de prever resimentos populaionais ada vez maiores, o que não aonteena realidade. Dessa forma, novos modelos foram propostos modi�ando a taxade resimento intrínseo da população.Neste estudo daremos ênfase na evolução dos modelos de dinâmia populai-onal a partir do Modelo de Malthus, omparando-os quando possível. Podemosdestaar os modelos de Gompertz, Montroll e Smith, já que o de Verhulst, on-siderado a extensão mais simples de Mathus, é bastante onheido na literatura.Esses modelos levam em onta o efeito da superpopulação, onsiderando que ataxa de resimento intrínseo não é uma reta.
2 Os Modelos Clássicos: Malthus e VerhulstSegundo Malthus, o resimento populaional se daria por uma progressãogeométria, enquanto os meios de sobrevivênia reseriam em progressão arit-métia. Traduziremos essa lei em termos de equações difereniais. Considere
P = P (t) o total da população num instante t. Num intervalo de tempo ∆t,a Lei de Mathus pressupõe que o número de nasimentos seja αP (t)∆t e o nú-mero de mortes seja βP (t)∆t, onde α é o oe�iente de natalidade e β o demortalidade. Assim,

∆P

∆t
= (α− β)P (t)Considerando (α− β) = γ e tomando o limite quando ∆t→ 0, obtemos
dP

dt
= γP (1.1)A solução de 1.1 para P (0) = P0 é dada por

P (t) = P0e
(α−β)t. (1.2)Geralmente, os modelos de dinâmia populaional unidimensionais e den-sidade-dependentes são dados por dP/dt = f(P )P, onde f(P ) é hamado taxaBICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Os Modelos de Montroll, Gompertz e Smith para Dinâmia de Populações 41de resimento intrínseo da população. No mode-lo de Malthus f(P ) = γ, onde
γ é onstante. Levando em onta os fatores inibidores (guerra, fome, epidemias,ondições sanitárias, . . . ), o primeiro modelo que inorpora a in�uênia da po-pulação na taxa de resimento foi formulado pelo matemátio belga Pierre F.Verhulst, em 1837. Ele prop�s uma primeira modi�ação na equação originalde Malthus. O modelo de Verhulst supõe que uma população deverá reser atéum limite máximo sustentável, dado por

P∞ = lim
t→∞

P (t),e que a taxa de resimento intrínseo f(P ) depende da própria população.Além disso, essa taxa é deresente à medida que a população aumenta. Assim,o modelo de Verhulst é dado por
dP

dt
= λP

(
P∞ − P

P∞

)
, (1.3)onde λ > 0 e

f(P ) = λ

(
P∞ − P

P∞

)
.O ponto de in�exão oorre em P∞

2
. A equação (1.3) também é onheida omomodelo Logístio, e sua solução, onsiderando P (0) = P0 é

P (t) =
P0[

P∞

P0
− 1

]
e−λt + 1

(1.4)A vantagem do modelo de Verhulst sobre o de Malthus está prinipalmente nofato de inorporar os efeitos da superpopulação e, onsequentemente, P (t) tendea um valor P∞ �xado. Para maiores detalhes, veja Bassanezi (1988)[1℄.
3 Os Modelos de Montroll, Gompertz e SmithOutros modelos também levam em onta o efeito da superpopulação, onsi-derando que a taxa de resimento intrínseo não é uma reta. Destaamos aquios modelos de Montroll, Gompertz e Smith. Vamos onsiderar que a populaçãoatinja um limite máximo sustentável, dado por P∞ = lim

t→∞
= P (t).BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



42 Os Modelos de Montroll, Gompertz e Smith para Dinâmia de Populações
3.1 O Modelo De Montroll (1971)O modelo de Montroll é dado pela equação diferenial não linear

dP

dt
= λP

[
1−

(
P

P∞

)α]
, λ > 0 e α > 0, (1.5)ujos pontos de equilíbrio são em P = 0 e P = P∞ e λ é a taxa de resimentorelativa quando P é �pequeno�. Quando α = 1 a equação (1.5) é simplesmenteo modelo de Verhulst (1.4) e sabemos que o ponto de in�exão da urva soluçãooorre em P∞

2
. Para determinar o ponto Pm, onde o resimento é máximo, éneessário analisarmos o sinal de d2P

dt2
, dado por

d2P

dt2
= λ

dP

dt

[
1−

(
P

P∞

)α

− α

(
P

P∞

)α]
.Como:

• dP

dt
> 0 para 0 < P < P∞ e dP

dt
< 0 para P > P∞;

• 1− (α + 1)

(
P

P∞

)α

> 0 para P < P∞

(
1

α+ 1

) 1
α ,a análise do sinal de d2P

dt2
nos permite onluir que
Pm = P∞

(
1

α+ 1

) 1
α (1.6)é ponto de in�exão.Assim, dado P∞, o valor Pm depende somente do parâmetro α, ou seja, esteparâmetro é o indiador do ponto de in�exão da urva solução.Observamos de (1.6) que quando α > 0 derese, Pm também derese etende a um valor positivo igual a Pm

e
∼= 0, 3678P∞, isto é,

lim
α→0+

Pm =
P∞

e
.Por outro lado, quando α rese, o ponto Pm tende ao próprio valor P∞, ouseja,

lim
α→+∞

Pm = P∞.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Os Modelos de Montroll, Gompertz e Smith para Dinâmia de Populações 43O modelo de Montroll é utilizado para populações que têm omportamentosemelhante ao modelo logístio, mas o ponto de in�exão não é P∞

2
.

3.2 Modelo De GompertzO modelo de Gompertz (1825) utiliza uma taxa de inibição da variável deestado proporional ao logarítmo desta variável. Dessa forma, a taxa de res-imento é alta no iníio do proesso e muda rapidamente para um resimentomais lento.Em termos de equações difereniais, é dado por:
dP

dt
= λP ln

P∞

P
,onde λ > 0. Analisando os pontos de equilíbrio desse modelo, obtemos osmesmos do modelo de Verhulst, assim omo o seu omportamento assintótio.Com relação ao ponto de in�exão, obtemos através da equação

d2P

dt2
= λ2P ln

P∞

P

(
ln
P∞

P
− 1

)que ele é dado por
Pm =

P∞

e
.Podemos observar que o ponto de in�exão desse modelo orresponde ao valorlimiar (α → 0+) do modelo de Montroll. Outra formulação do modelo deGompertz é apresentada e analisada em Bassanezi (2002) [2℄. Os modelos deGompertz são bastante utilizados no estudo de tumores sólidos .

3.3 Modelo De SmithO modelo de Smith é dado pela equação diferenial não linear
dP

dt
=
λP (P∞ − P )

(P∞ + aP )
,onde λ e a são onstantes positivas. Os pontos de equilíbrio do modelo de Smithsão obtidos onsiderando dP

dt
= 0 na equação aima, ou seja, P = 0 ou P = P∞.Com relação ao ponto de in�exão, obtemos através da equação

d2P

dt2
=
λdP

dt
[P 2

∞ − 2PP∞ − aP 2]

(P∞ + aP 2)BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



44 Os Modelos de Montroll, Gompertz e Smith para Dinâmia de Populaçõesque ele é dado por
Pm = P∞

(√
1 + a− 1

a

)
.Novamente, o ponto de in�exão da urva solução depende dos parâmetros a e P∞.

4 Considerações finaisA solução dos modelos aqui apresentados se omportam de maneira seme-lhante, onde os pontos de equilíbrio, que são as soluções onstantes, são osmesmos. No entanto, o ponto de in�exão da urva solução, quando existe, édiferente para ada modelo estudado. Assim, levando em onta um resimentoinibido e assintótio de uma população, outros modelos podem ser onstruídosom essas mesmas araterístias.Um novo tratamento vem sendo dado a estes modelos utilizando teoria deonjuntos fuzzy e modelagem através de bases de regras fuzzy. Esse tipo deabordagem permite a inlusão de alguns aspetos de inertezas presentes nofen�meno, o que não é possível através de equações difereniais lássias (Barrose Bassanezi, 2006) [3℄.
Abstract: We reviewed in this work the Montroll, Gompertz and Smith models,omparing the rates of intrinsi growth and the equilibrium points of them.
Keywords: population dynamis, equilibrium point, variation rate.
Referências Bibliográficas[1℄ Bassanezi, R.C., Ferreira Jr., W.C.; Equações Difereniais om apliações,São Paulo: Harbra, 1988.[2℄ Bassanezi, R.C.; Ensino-aprendizagem om modelagem matemátia, SãoPaulo: Contexto, 2002.[3℄ Barros, L.C., Bassanezi, R.C.; Tópios de Lógia Fuzzy e Biomatemátia,Coleção IMECC Livros didátios - vol. 5, 2006.[4℄ Edelstein-Keshet, L.; Mathematial Models in Biology, New York:MGraw-Hill, 1988.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Introdução à Teoria das Equações Difereniaisom RetardamentoMaria Carolina Stefani Mesquita Maena1Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti
Resumo: Neste trabalho introduzimos o oneito de uma equação diferenialom retardamento (EDR), apresentamos uma prova para o Teorema de Existên-ia e Uniidade de solução e de�nimos estabilidade. Além disso, exempli�amosalgumas diferenças entre a teoria de EDO e EDR.
Palavras-chave: equações difereniais om retardamento, existênia de solução,estabilidade.
1 MotivaçãoConsideremos iniialmente a equação diferenial

ẋ(t) = x(t − 1) (1.1)onde t ≥ 0 e x real.Note que em (1.1), a derivada da função no instante t, depende da solu-ção no instante t − 1. Este exemplo é um tipo de equação diferenial omretardamento, om retardo igual a 1. Veremos que para este tipo de equa-ção, a determinação da solução depende não apenas do onheimento da mesmaem um instante iniial t0, omo no aso de uma equação diferenial ordinária(EDO), mas sim do onheimento da solução em um intervalo anterior a t0, oque implia que a ondição iniial deve ser uma função.Se onheermos uma função ontínua φ de�nida em [t0 − 1, t0], podemosonstruir uma solução de (1.1). Para isto, �xemos primeiramente t ∈ [t0, t0+1],então de�nimos x1(t) = x(t0) +

∫ t

t0

x(s− 1) ds, onde x(t0) = φ(t0) e x(s− 1) =

φ(s − 1) onde s ∈ [t0, t0 + 1].1Bolsista BAAE 45



46 Introdução à Teoria das Equações Difereniais om RetardamentoEm seguida, onstruímos a solução no intervalo t ∈ [t0 + 1, t0 + 2], que édada por x2(t) = x1(t0 + 1) +

∫ t

t0+1

x1(s− 1) ds.Proedendo dessa forma, teremos para t ∈ [t0 + n, t0 + (n+ 1)], a função
xn+1(t) = xn(t0 + n) +

∫ t

t0+n

xn(s− 1) ds.Ou seja, a solução da EDR (1.1) de�nida em [t0 − 1,∞) é dada por
x(t) = φ(t), om t ∈ [t0 − 1, t0] e

x(t) = xj(t) para t ∈ [t0 + j − 1, t0 + j] om j = 1, 2, . . .e depende da ondição iniial φ dada. Nessa onstrução �a laro a importâniade onheer a solução no intervalo [t0 − 1, t0] e não apenas no instante t0.
2 Equações Diferenciais com RetardamentoNesta seção de�nimos uma EDR geral e introduzimos as notações e oneitosneessários para estabeleermos o Teorema de Existênia e Uniidade de soluçãode equações difereniais om retardamento.Sejam h, H om 0 ≤ h < ∞, 0 < H ≤ ∞, onsideremos o onjunto
CH = {ϕ ∈ C; ‖ϕ‖ < H}, onde C = C([−h, 0],Rn) é o espaço de Banah dasapliações ontínuas de [−h, 0] em Rn, om a norma ‖ϕ‖ = sup−h≤θ≤0 |ϕ(θ)|,onde | · | é a norma usual do Rn.Sejam também A, 0 < A ≤ ∞ e x(t) uma função ontínua em [t0−h, t0+A)om valores em Rn. Para ada t, om t0 ≤ t < t0 +A, de�nimos xt omo sendoo elemento de C dado por xt(θ) = x(t+ θ), para −h ≤ θ ≤ 0.Dada x ∈ C([t0 − h, t0 +A],Rn), não é difíil provar que a apliação

F : [t0, t0 +A] −→ C

t 7−→ xté ontínua.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Introdução à Teoria das Equações Difereniais om Retardamento 47
Definição 1. Seja f(t, ϕ) uma apliação de�nida num subonjunto de R× CHom imagem em Rn, a relação

ẋ(t) = f(t, xt) (1.2)é hamada equação diferenial om retardamento e denotamos por EDR.Observemos que quando h = 0, a equação diferenial om retardamento sereduz a uma equação diferenial ordinária.
Definição 2. Uma função x(t), ontínua em [t0−h, t0+A), 0 < A ≤ ∞, t0 ≥ 0,é uma solução da equação diferenial om retardamento (1.2), se existir aderivada de x(t) em [t0, t0 +A) e ẋ(t) = f(t, xt) para todo t ∈ [t0, t0 +A).Em seguida temos a de�nição de ontração e o Teorema do Ponto Fixo deBanah, o qual será útil na prova de existênia e uniidade de solução para EDR.
Definição 3. Seja X um espaço métrio ompleto om a métria d. Uma apli-ação f : X → X é dita uma ontração uniforme, se existir uma onstante
0 ≤ β < 1 tal que d(f(x), f(y)) ≤ βd(x, y), ∀ x, y ∈ X .
Teorema 4 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja X um espaço métrioompleto om a métria d. Se a apliação f : X → X é uma ontração uniforme,então existe um únio ponto �xo x⋆ ∈ X de f , ou seja, f(x⋆) = x⋆.

Definição 5. Dizemos que f(t, ϕ) é lipshitziana relativamente à ϕ em
[0, τ ]× CH1 , 0 < H1 < H , se existir L = L(τ,H1) tal que

|f(t, ϕ2)− f(t, ϕ1)| ≤ L||ϕ2 − ϕ1||,para 0 ≤ t ≤ τ e ϕ1, ϕ2 em CH1 .

Definição 6. Dizemos que f(t, ϕ) é loalmente lipshitziana relativamenteà ϕ em [0,∞)×CH , se f(t, ϕ) for lipshitziana relativamente a ϕ em [0, τ ]×CH1para ∀ τ,H1, 0 < τ <∞, 0 < H1 < H.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



48 Introdução à Teoria das Equações Difereniais om Retardamento
Definição 7. Sejam t0 ≥ 0 e ψ ∈ CH , a função x(t), ontínua em [t0−h, t0+A)om A > 0, difereniável em [t0, t0 + A) é uma solução de (1.2) om funçãoiniial ψ em t0 se, xt ∈ CH para t0 ≤ t < t0 +A, xt0 = ψ e ẋ(t) = f(t, xt) para
t0 ≤ t < t0 +A.

Teorema 8 (Teorema de Existência e Unicidade para EDR). Seja f(t, ϕ) on-tínua e loalmente lipshitziana relativamente a ϕ em [0,∞) × CH . Entãopara qualquer t0 ≥ 0, ψ ǫ CH , existem A > 0 e uma função x(t) de�nidaem [t0 − h, t0 + A) que é solução de (1.2) om função iniial ψ em t0, isto é,
xt0 = ψ. Ainda mais, esta solução é únia.
Prova: Seja
F = {x ∈ C([t0 − h, t0 +A],Rn); ‖x‖ ≤ H1 e x(t0 + θ) = ψ(θ),−h ≤ θ ≤ 0},onde H1 é esolhido de modo que ‖ψ‖ < H1 < H e A > 0 a ser �xado onveni-entemente.Não é difíil provar que F é um espaço métrio ompleto.Consideremos T , a apliação de F em C([t0 − h, t0 + A],Rn), de�nida por

(Tx)(t0 + θ) = ψ(θ), se −h ≤ θ ≤ 0 e
(Tx)(t) = ψ(0) +

∫ t

t0

f(s, xs) ds, t0 ≤ t ≤ t0 +A.Vamos mostrar que T , para A onveniente, é uma apliação de F em F .Para isso basta mostrarmos que ||Tx|| ≤ H1. Notemos que,
|(Tx)(t)| ≤ |ψ(0)|+

∫ t0+A

t0

|f(s, xs)| ds, para t0 ≤ t ≤ t0 +A. (1.3)Temos também que ‖xs‖ = sup−h≤θ≤0 |xs(θ)| ≤ H1, para t0 ≤ s ≤ t0 + A,pois ‖x‖ ≤ H1. Fazendo a restrição A ≤ 1, obtemos
|f(s, xs)| ≤ |f(s, xs)− f(s, 0)|+ |f(s, 0)| ≤ ‖xs‖L+ |f(s, 0)| ≤ LH1 +K,onde K = supt0≤τ≤t0+1 |f(τ, 0)| e L = L(t0 + 1, H1).BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Introdução à Teoria das Equações Difereniais om Retardamento 49Substituindo em (1.3), segue que
|(Tx)(t)| ≤ |ψ(0)|+A[H1L+K], para t0 ≤ t ≤ t0 +A.Por outro lado, omo ‖ψ‖ < H1, existe H2 tal que ‖ψ‖ < H2 < H1, pois Ré arquimediano.Logo |(Tx)(t)| < H2 + A[H1L + K] < H1, para A = min{1, H1 −H2

H1L+K
}.Portanto, ‖Tx‖ < H1. Assim T é uma apliação de F em F , onsiderando Adado aima.Esolhendo agora A não só om a indiação anterior, mas também om aexigênia A <

1

L
, vamos mostrar que T é uma ontração de F em F .Dados x e y em F , sejam





(Tx)(t0 + θ) = ψ(θ), −h ≤ θ ≤ 0

(Tx)(t) = ψ(0) +

∫ t

t0

f(s, xs)ds, t0 ≤ t ≤ t0 +A





(Ty)(t0 + θ) = ψ(θ), −h ≤ θ ≤ 0

(Ty)(t) = ψ(0) +

∫ t

t0

f(s, ys)ds, t0 ≤ t ≤ t0 +AObservemos que para t0 − h ≤ t ≤ t0, temos Tx = Ty, assim
|(Tx)(t)− (Ty)(t)| = 0, para t0 − h ≤ t ≤ t0.Agora analisemos t ∈ [t0, t0 +A], neste aso

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| ≤
∫ t

t0

|f(s, xs)− f(s, ys)|ds ≤
∫ t0+A

t0

L‖xs − ys‖ds. (1.4)Notemos que ‖xs − ys‖ ≤ ‖x − y‖, para t0 ≤ s ≤ t0 + A, pois ‖xs − ys‖ =

sup−h≤θ≤0 |xs(θ)−ys(θ)| ≤ supt0−h≤t≤t0+A |x(t)−y(t)| = ||x−y||. Substituindoem (1.4), temos
|(Tx)(t)− (Ty)(t)| ≤ AL‖x− y‖, para t0 − h ≤ t ≤ t0 +A.Logo ‖Tx− Ty‖ ≤ AL‖x− y‖, om AL < 1, portanto T é uma ontração.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



50 Introdução à Teoria das Equações Difereniais om RetardamentoEntão, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banah, existe uma e só uma função
x ∈ F tal que





x(t0 + θ) = ψ(θ), −h ≤ θ ≤ 0

x(t) = ψ(0) +

∫ t

t0

f(s, xs)ds, t0 ≤ t ≤ t0 +A.Essa função orresponde à solução de (1.2) om a ondição iniial xt0 = ψ.
Exemplo 9. Dado o instante iniial t0 = 0, onsideremos o seguinte problema
ẋ(t) = x

(
t − 3π

2

), x0 = ψ, om ψ(θ) = sen θ, para θ ∈ [−3π
2 , 0]. Notemosque nesse exemplo f(t, φ) = f(φ) = φ(−3π/2) e portanto está nas ondições doTeorema de Existênia e Uniidade.Então vamos onstruir de forma reursiva, a sua únia solução:(i) Para t ∈ [0, 3π2 ],

x1(t) = x0(0) +

∫ t

0

x(s− 3π

2
)ds = − cos(t− 3π

2
) = sen t.(ii) Para t ∈ [ 3π2 , 3π],

x2(t) = x1(
3π

2
) +

∫ t

3π
2

x(s− 3π

2
)ds = −1 +

∫ t

3π
2

sen(s− 3π

2
)ds =

− cos(t− 3π

2
) = sen t.(iii) E assim suessivamente, podemos estabeleer que a solução deste problemaé dada por x(t) = sen(t), om t ∈ [−3π

2 ,∞).Por outro lado se tomarmos o segundo problema, ẋ(t) = x

(
t − 3π

2

), x0 =

ψ = cos θ, θ ∈ [−3π
2 , 0], podemos mostrar que a sua solução é dada por x(t) =

cos(t), om t ∈ [−3π
2 ,∞), de forma análoga.Este exemplo ilustra um dos ontrastes entre a teoria de EDO e EDR, poispara equações difereniais ordinárias, as soluções da mesma equação, om ondi-ções iniiais diferentes nuna se intereptam, diferentemente do que onstatamosaima, onde as funções sen t e cos t se intereptam em in�nitos pontos e são so-luções da mesma EDR.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Introdução à Teoria das Equações Difereniais om Retardamento 51
3 Estabilidade.Nesta seção vamos supor que a função f de (1.2) seja ontínua e loalmentelipshitziana relativamente a ϕ. Indiamos por x(t; t0, ϕ) a solução de (1.2) ujafunção iniial em t0 é ϕ. Usamos a notação xt(t0, ϕ), para indiar o elementode C dado por xt(t0, ϕ) = x(t + θ; t0, ϕ), para θ ∈ [−h, 0]. Vamos supor que
f(t, 0) = 0, ∀ t ≥ 0, para que a origem seja um ponto de equilíbrio de (1.2).A de�nição de estabilidade a seguir é dada em relação ao ponto de equilíbrio
x = 0 de (1.2).
Definição 10 (Estabilidade). Dados ǫ > 0 e t0 ≥ 0, existe δ = δ(ǫ, t0) > 0 talque ||ϕ|| < δ e t ≥ t0 impliam ||xt(t0, ϕ)|| < ǫ.
Observação 11. No aso de uma EDO do tipo ẋ = f(t, x), om a função fsatisfazendo f(t, 0) = 0, se δ(ǫ, t0) puder ser determinado de aordo om ade�nição aima para algum t0 = t̄0, então, δ(ǫ, t0) poderá ser determinadopara qualquer t0 ≥ t̄0. Isto se deve ao fato de que a apliação x0 7−→ x(t0, t̄0, x0)(neste aso x(t0, t̄0, x0) india a solução da EDO, que no instante t̄0 vale x0 ∈ Rn,alulada em t0) induz um homeomor�smo entre duas vizinhanças de x = 0,desde que f(t, x) seja ontínua e satisfaça alguma ondição de uniidade para oproblema de valor iniial.Para provarmos este fato para EDO, preisamos do resultado abaixo, ujaprova pode ser enontrada em [1℄.
Teorema 12. Suponha que f(t, x) seja ontínua para todo (t, x) ∈ A, onde Aé um aberto do Rn+1. Se x(t, t̄0, x0) om x(t̄0, t̄0, x0) = x0 é a únia soluçãode ẋ = f(t, x) em [a, b] om x(t̄0) = x0. Então existe uma solução x(t; s, η) daEDO dada por ẋ = f(t, x), de�nida em [a, b] e ∀ s, η su�ientemente próximosa t̄0, x0 e é uma função ontínua de (t, s, η) em (t, t̄0, x0).Agora vamos justi�ar a observação 11.Se f(t, 0) = 0, para todo t ≥ 0, então a solução nula x = 0 de ẋ = f(t, x) estáBICMat, Volume VII, Outubro de 2010



52 Introdução à Teoria das Equações Difereniais om Retardamentode�nida em [0, b], om b > 0 e suponha t̄0 ∈ [0, b], então existe uma vizinhança
U(0) de 0 para a qual a solução x(t, t̄0, x1), existe para t ∈ [0, b] om x1 ∈ U(0).Então de�nimos para ada t,

Ft : U(0) −→ R
n

x1 7−→ x(t, t̄0, x1)Ou seja, Ft é uma função de�nida numa vizinhança de x = 0 que leva ada
x1 ∈ Rn dessa vizinhança no ponto x(t, t̄0, x1) ∈ Rn. Mostremos que Ft éhomeomor�smo.(i) Ft é ontínua, pelo Teorema 12.(ii) Ft é injetora, pois pelo Teorema de Existênia e Uniidade para EDO,dado x1 ∈ U(0) existe uma únia solução x(t, t̄0, x1) e as soluções deuma mesma EDO não se intereptam. Considerando V = Ft(U(0)) então

Ft : U(0) → V é bijetora.(iii) Por (ii), existe
F−1
t : V −→ U(0)

x∗ 7−→ x(t̄0, t, x
∗) = x1Denotemos x2 = x(t̄0, t, x

∗∗) para algum x∗∗. Provemos que F−1
t é ontí-nua em x∗. De fato, ∀ǫ > 0, ∃ δ > 0 (garantido pelo Teorema 12), tal quese |x∗ − x∗∗| < δ, vale

|x1 − x2| = |x(t̄0, t, x∗)− x(t̄0, t, x
∗∗)| < ǫ.

Exemplo 13. Consideremos a seguinte equação om retardamento:
ẋ(t) = b(t)x

(
t− 3

2
π

) onde b(t) = 0, 0 ≤ t ≤ 3
2π

b(t) = − cos t, 3
2π ≤ t ≤ 3π

b(t) = 1, t > 3πDado uma ondição iniial ϕ ∈ C
([

−3π
2 , 0

]
,R
), vamos onstruir a solução:BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Introdução à Teoria das Equações Difereniais om Retardamento 53i) Para 0 ≤ t ≤ 3
2π, temos que:

ẋ(t) = 0 ⇒ x(t) = c = ϕ(0)ii) Para 3
2π ≤ t ≤ 3π, temos que:

3

2
π ≤ t ≤ 3π ⇒ 0 ≤ t− 3

2
π ≤ 3π − 3

2
πAssim,

ẋ(t) = − cos tϕ(0)Integrando, obtemos:
x(t)− x

(
3

2
π

)
= −

∫ t

3
2π

ϕ(0) cos tdt

x(t)− ϕ(0) = −ϕ(0) sen t− ϕ(0)

x(t) = −ϕ(0) sen tiii) Para t ∈ [3π, 92π], temos
ẋ = 1 · x

(
t− 3

2
π

)Note que, x (t− 3
2π
)
= −ϕ(0) sen t, pois 3π ≤ t ≤ 9

2π ⇒ 3
2π ≤ t − 3

2π ≤ 3π.Logo por (ii), segue o resultado e portanto
x(t) = −ϕ(0) sen t, para t ∈ [3π,

9

2
π].iv) Para t ≥ 3π, temos:

x(t) =

{
ϕ(0), 0 ≤ t ≤ 3

2π
−ϕ(0) sen t, t ≥ 3

2πObservemos que para t0 = 0 a ondição de estabilidade é satisfeita, poroutro lado se t = 3π, temos que nossa equação �a da forma ẋ = x
(
t− 3

2π
)para t ≥ 3π, e assim existe λ > 0 de modo que x = ceλt seja solução paratodo . Isto signi�a que, λceλt = ceλ(t−

3
2π) ⇒ λ = e−

3
2πλ ⇒ λe

3
2πλ = 1 egeometriamente analisando os grá�os de

{
y = λ

y = e−λ 3π
LBICMat, Volume VII, Outubro de 2010



54 Introdução à Teoria das Equações Difereniais om Retardamentopodemos ver que ∃ λ0 > 0 tal que λ0 = e−λ0
3π
2 . Portanto, |x(t)| = |c| eλ0t → ∞quando t → ∞ e em qualquer vizinhança da função iniial zero, existe umain�nidade de funções iniiais ϕ de modo que |x(t; 3π, ϕ)| → ∞, om t → ∞,assim a ondição de estabilidade não está satisfeita para t0 = 3π. Portantoa observação 11 não é válida para EDR, já que mostramos a existênia dedois instantes iniiais de modo que para um deles a ondição de estabilidade ésatisfeita e para o outro não.
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Distribuição Gama e ApliaçõesMaria Cristina Martins1Orientador(a): Prof. Dr. José Silvio Govone
Resumo: O estudo da função distribuição de probabilidade Gama tem grandeimportânia na estatístia e é um modelo de probabilidade muito usado paratempos de espera, por exemplo, em testes de vida útil. O tempo de espera até a�morte� é uma variável aleatória que tem, muitas vezes, uma distribuição gama.Como asos espeiais da Gama, temos a exponenial que é amplamente em-pregada em teoria de �las, relaionada a tempo de espera no atendimento e adistribuição qui-quadrado (χ2), muito útil na inferênia estatístia.
Palavras-chave: Distribuição Gama, Distribuição Qui-Quadrado, DistribuiçãoExponenial.
1 Distribuição GamaUma variável aleatória X om função distribuição de probabilidade ujafunção densidade de probabilidade (f.d.p.) f é da forma:

f(x) =





1
Γ(α)βαx

α−1 exp
−x
β , 0 < x <∞

0, aso ontrárioé dita ter uma distribuição gama om parâmetros α e β om α, β > 0, onde
Γ(α) = (α− 1)!De fato,

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1 exp−x dx (1.1)
Γ(α) é de�nida aima para algum valor real de α, exeto zero e integraisnegativas. Para integrais positivas faremos a demonstração:1Bolsista do Programa de Eduação Tutorial (PET) - SESu/MEC55



56 Distribuição Gama e ApliaçõesDa de�nição temos para α = 1

Γ(1) =

∫ ∞

0

exp−x dx = − exp |∞0 = −(0− 1) = 1. (1.2)Para investigar as propriedades da função Gama resolveremos primeiramentea seguinte integral por partes:
∫ t

0

xα−1 exp−x dx =

∫ t

0

udv = uv|t0 −
∫ t

0

vdu,om,
u = xα−1 dv = exp−x dx

du = (α− 1)xα−2dx v = − exp−xPortanto,
∫ t

0

xα−1 exp−x = −tα−1 exp−t +(α− 1)

∫ t

0

xα−2 exp−x dx.Usando o Teorema de L'Hopital, (tα−1 exp−t) se aproxima de 0 quando ttende a ∞. Assim, quando t tende a ∞:
Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1 exp−x dx = (α− 1)

∫ ∞

0

x(α−1)−1 exp−x dx. (1.3)Agora da segunda integral de Γ(α− 1) temos
Γ(α) = (α − 1)Γ(α− 1) (1.4)e substituindo α por α+ 1 temos

Γ(α+ 1) = αΓ(α) =⇒ Γ(α) =
Γ(α+ 1)

α
. (1.5)Por repetição do uso de 1.4 segue que

Γ(α) = (α − 1)Γ(α− 1) = (α− 1)(α− 2)Γ(α− 2) =

(α− 1)(α− 2)(α− 3) · · · 3 · 2 · 1 · Γ(1) = (α− 1)!já que por 1.2 temos que Γ(1) = 1. Portanto Γ(α) = (α−1)! se α é uma integralpositiva.Tabelas de valores Γ(α) são disponíveis para 1 < α < 2 e o uso das fórmulas
1.4 e 1.5 omputam Γ(α) para algum valor positivo de α.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Distribuição Gama e Apliações 57Observação: Para a variável aleatóriaW , o tempo neessário para obter exa-tamente k troas (possível morte), onde k é um inteiro positivo �xado, a funçãode distribuição aumulada de W é G(w) = Pr(W ≤ w) = 1− Pr(W > w).O evento W > w, para w > 0 é equivalente ao evento na qual a menos que
k mudanças num intervalo de tempo de omprimento w, isto é, se a variávelaleatória X é o número de mudanças no intervalo de omprimento w então
Pr(W > w) =

k−1∑

x=0

Pr(X = x) =

k−1∑

x=0

(λw)x exp−λw

x!
=

∫ ∞

λw

zk−1 exp−z

(k − 1)!
dz.Logo, para w > 0,

G(w) = 1−
∫ ∞

λw

zk−1 exp−z

(k − 1)!
dz =

∫ λw

0

zk−1 exp−z

Γ(k)
dze para w ≤ 0, G(w) = 0.Agora, fazendo a mudança de variável de integração na integral que de�ne

G(w) por esrever z = λy, temos
G(w) =





∫ w

0

λkyk−1 exp−λy

Γ(k)
dy, w > 0

0, aso ontrárioDesta forma, a f.d.p de W é
g(w) = G′(w) =





λkwk−1 exp−λw

Γ(k) , 0 < w <∞

0, aso ontrário
1.1 Função Geradora de MomentosAgora enontraremos a função geradora de momentos da distribuição Gama.Então,
M(t) =

∫ ∞

0

exptx
1

Γ(α)βα
xα−1 exp

−x
β dx =

∫ ∞

0

1

Γ(α)βα
xα−1 exp

−x(1−βt)
β dx.Podemos de�nir y = x(1−βt)

β
, t < 1

β
ou x = βy

(1−βt) e obter
M(t) =

∫ ∞

0

β
(1−βt)

Γ(α)βα

(
βy

1− βt

)α−1

exp−y dy,BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



58 Distribuição Gama e Apliaçõesisto é, M(t) =
(

1
1−βt

)α ∫ ∞

0

1

Γ(α)
yα−1 exp−y dy =

1

(1 − βt)α
, t <

1

β
.Agora,

M ′(t) = (−α)(1− βt)−α−1(−β),

M ′′(t) = (−α)(−α− 1)(1− βt)−α−2(−β)2.Portanto, para a distribuição gama temos:Média: µ =M ′(0) = αβVariânia: σ2 =M ′′(0)− µ2 = α(α + 1)β2 − α2β2 = αβ2A distribuição gama não apenas é um bom modelo de tempo de espera, masuma para muitas variáveis aleatórias não-negativas do tipo ontínuo. Comomaneira de ilustrar, a distribuição de ertas rendas poderia ser modelada satis-fatoriamente pela distribuição gama, já que os dois parâmetros α e β possibili-tam um grande fator de �exibilidade.
2 Distribuição Qui-QuadradoVamos onsiderar o aso espeial da distribuição gama em que α = r

2 , onde
r é uma inteiro positivo e β = 2. Uma variável aleatória X do tipo ontínuoque tem f.d.p.

f(x) =

{
1

Γ( r
2 )2

r
2
x

r
2−1 exp

−x
2 , 0 < x <∞

0, aso ontrárioe a função geradora de momentos M(t) = (1 − 2t)−
r
2 , t < 1

2 se diz que temuma distribuição qui-quadrado e qualquer f(x) dessa forma é hamada de f.d.p.qui-quadrado. A média e a variânia de uma distribuição qui-quadrado são
µ = αβ = ( r2 )2 = r e σ2 = αβ2 = ( r2 )2

2 = 2r respetivamente. Por ra-zões não óbvias, hamamos de parêmetro r o grau de liberdade da distribuiçãoqui-quadrado (ou de f.d.p. qui-quadrado). Como a distribuição qui-quadradotem um papel importante em estatístia e oorre om frequênia, a denomi-namos χ2(r) para signi�ar que a variável aleatória X tem uma distribuiçãoqui-quadrado om r graus de liberdade.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



Distribuição Gama e Apliações 59Exemplo: Se X tem f.d.p.
f(x) =

{
1
4x exp

−x
2 , 0 < x <∞

0, aso ontrárioentão X é χ2(4). Portanto µ = 4, σ2 = 8 e M(t) = (1− 2t)−2, t < 1
2 .

3 Distribuição ExponencialAgora, onsideremos W a distribuição Gama om α = 1 e β = 1
µ
. A f.d.pde W é

g(w) =

{
µ exp−µw, 0 < w <∞

0, aso ontrárioonde µ é a média e W é hamada de distribuição exponenial.Exemplo: Seja X uma variável aleatória exponenial om méida µ = 3. Cal-ule a) P (3 < X < 6); b) P (X > 6|X > 3). Se µ = 3 segue-se que β = 1
3 eportanto a densidade de probabilidade de X :

fX(x) =

{
1
3 exp

−1
3 x, x ≥ 0

0, aso ontrárioa) P (3 < X < 6) =

∫ 6

3

1

3
exp

−1
3 x dx = − exp

−1
3 x |63 = − exp−2 +exp−1 =

0, 232b) P (X > 6|X > 3) = P (X>6,X>3)
P (X>3) = P (X>6)

P (X>3) =

∫ ∞

6

1

3
exp−

1
3x dx

∫ ∞

3

1

3
exp−

1
3x dx

=

− exp−
1
3x|

∞

6

exp−
1
3x|

∞

3

=
exp−2

exp−1
= exp−1 ⇒ P (X > 6|X > 3) = exp−1 = 0, 3679

4 ConclusãoA distribuição de probabilidade Gama é muito útil em estatístia, omgrande número de apliações. Essa teoria nos motiva para o estudo de modelosestatístios bem omo suas apliações em resolução de problemas do nosso diaa dia. BICMat, Volume VII, Outubro de 2010
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A Integral de Riemann�Stieltjes e o Espaço Dualde C ([a, b])Vitor Simões Barbosa1Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti
Resumo: O objetivo deste trabalho é introduzir a integral de Riemann�Stieltjes,investigar algumas propriedades que essa integral satisfaz e relaioná-la om aintegral de Riemann. Além disso, mostrar a sua importânia para araterizaros funionais lineares ontínuos sobre C ([a, b]) = {f : [a, b] −→ R, f ontínua}.
Palavras-chave: Integral de Riemann�Stieltjes; Espaço Dual; Análise Funio-nal.
1 A Integral de Riemann–Stieltjes.Consideremos duas funções reais α, f : [a, b] −→ R, α resente e limitada em
[a, b]. Supondo f uma função limitada, a ada partição P = {x0, x1, x2, ..., xn}de [a, b], om a = x0 < x1 < . . . < xn = b, podemos de�nir

S(P, f, α) =

n∑

i=1

Mi∆αi e s(P, f, α) =

n∑

i=1

mi∆αionde
∆αi = α(xi)− α(xi−1) ≥ 0,

Mi = sup{f(x);x ∈ [xi−1, xi]},

mi = inf{f(x);x ∈ [xi−1, xi]}.A integral superior e inferior de Riemann�Stieltjes de f em [a, b] om respeitoa α são de�nidas respetivamente por:
∫ b

a

fdα = inf
P
S(P, f, α) (1.1)1Bolsista do Programa de Eduação Tutorial (PET) - SESu/MEC61



62 A Integral de Riemann�Stieltjes e o Espaço Dual de C ([a, b])

∫ b

a

fdα = sup
P

s(P, f, α). (1.2)O supremo e o ín�mo são tomados sobre todas as partições de [a, b].Segue das de�nições anteriores que se f é limitada, isto é, m ≤ f(x) ≤ M ,então
m(b− a) ≤ s(P, f, α) ≤ S(P, f, α) ≤M(b− a),logo
s(P, f, α) ≤

∫
fdα ≤

∫
fdα ≤ S(P, f, α).Quando (1.1) é igual a (1.2), de�nimos a integral de Riemann�Stieltjes de fom respeito a α sobre [a, b] omo sendo este valor. Neste aso, dizemos que fé R�S integrável em relação a α.Notação: ∫ b

a

fdα.
Observação 1. Podemos veri�ar que a integral de Riemann é um aso parti-ular da integral de Riemann�Stieltjes. Basta tomar α(x) = x em [a, b].
Definição 2. Diremos que a partição P ∗ é um re�namento de P se P ∗ ⊃ P .Dadas duas partições P1 e P2, dizemos que P ∗ é um re�namento omum de
P1 e P2 se P ∗ ⊃ P1 ∪ P2.
Lema 3. Se P ∗ é um re�namento de P , então:

s(P, f, α) ≤ s(P ∗, f, α) e S(P ∗, f, α) ≤ S(P, f, α).

Prova: Para provarmos a primeira desigualdade, suponhamos de iníio que P ∗ontém apenas um ponto a mais que P = {x0, x1, . . . , xn}. Seja x∗ tal ponto, esuponhamos que xi−1 < x∗ < xi, onde xi−1 e xi são dois pontos onseutivosde P . Coloquemos
w1 = inf f(x) em [xi−1, x

∗] ,

w2 = inf f(x) em [x∗, xi] .BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



A Integral de Riemann�Stieltjes e o Espaço Dual de C ([a, b]) 63Claramente w1 ≥ mi e w2 ≥ mi, onde
mi = inf f(x) em [xi−1, xi] .Sabendo que

s(P ∗, f, α) = m1(α(x1)− α(x0)) +m2(α(x2)− α(x1)) + · · ·

+ w1(α(x
∗)− α(xi − 1)) + w2(α(xi)− α(x∗)) + · · ·

+mn (α(xn)− α(xn−1)) .e que
s(P, f, α) = m1(α(x1)α(x0)) +m2(α(x2)− α(x1)) + · · ·

+mi(α(xi)− α(xi − 1)) + · · ·+mn (α(xn)− α(xn−1)) ,segue que
s(P ∗, f, α)− s(P, f, α) =

= w1[α(x
∗)− α(xi−1)] + w2[α(x1)− α(x∗)]−mi[α(xi)− α(xi−1)] =

= (w1 −mi)[α(x
∗)− α(xi−1)] + (w2 −mi)[α(xi)− α(x∗)] ≥ 0

⇒ s(P ∗, f, α) ≥ S(P, f, α).Se P ∗ ontém k pontos a mais que P , nós repetimos este proedimento para kpontos e obtemos o resultado. A demonstração é análoga para a outra desigual-dade.
Teorema 4. f é R�S integrável em [a, b] se, e somente se, ∀ε > 0 existe umapartição P tal que

S(P, f, α)− s(P, f, α) < ε. (1.3)
Prova: Para qualquer P temos, onforme observado anteriormente, que

s(P, f, α) ≤
∫
fdα ≤

∫
fdα ≤ S(P, f, α),BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



64 A Integral de Riemann�Stieltjes e o Espaço Dual de C ([a, b])assim, (1.3) implia que
0 ≤

∫
fdα−

∫
fdα ≤ ε.Portanto, se (1.3) for satisfeita para todo ε > 0 temos que

∫
fdα =

∫
fdα,ou seja, f é R�S integrável.Reiproamente, suponha que f seja R�S integrável e seja ε > 0 dado. Entãoexistem partições P1 e P2 tais que

S(P1, f, α)−
∫
fdα <

ε

2
, (1.4)

∫
fdα− s(P2, f, α) <

ε

2
, (1.5)Nós tomamos P omo sendo um re�namento omum de P1 e P2. Então, o Lema3, junto om (1.4) e (1.5) nos mostra que

S(P, f, α) ≤ S(P2, f, α) ≤
∫
fdα+

ε

2
≤ s(P1, f, α) + ε ≤ s(P, f, α) + ε,logo a equação (1.3) é válida para esta partição.

Exemplo 5. Sejam α(x) =

{
0, 0 ≤ x < 1

2
2, 1

2 ≤ x ≤ 1
e f(x) = x2, de�nida em [0, 1].Dado ε > 0 qualquer, mostremos que existe uma partição P de [0, 1] omono Teorema 4. Considere

0 = x0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xk ≤ · · · ≤ x2k = 1,

∆xi =
1

2k
, ∀i, logo xk = k

1

2k
=

1

2
. Preisamos enontrar k. Note que:(i) S(f, P, α) = (1

2

)2

[2− 0] =
1

2
.(ii) s(f, P, α) = (1

2
− 1

2k

)2

[2− 0] = 2

[
1

4
− 1

2k
+

1

4k2

].Logo,
S(f, P, α) − s(f, P, α) =

1

2k
− 1

4k2
.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



A Integral de Riemann�Stieltjes e o Espaço Dual de C ([a, b]) 65Então, se ε ≤ 1

4
, basta tomarmos k omo sendo o menor inteiro positivo maiorque

1 +
√
1− 4ε

4ε
.No aso em que ε > 1

4
, ∀k > 0 satisfaz. Portanto, dado ε > 0, existe umapartição P tal que S(f, P, α)− s(f, P, α) < ε determinado por k. Assim, existe∫ 1

0

fdα =
1

2
.Utilizando o Teorema 4, podemos estabeleer algumas propriedades paraa integral de Riemann�Stieltjes:1. Se f1 e f2 são R�S integráveis no intervalo [a, b], então:

f1 + f2 é R�S integrável em relação a α;
cf1 e cf2 são R�S integráveis om relação a α para uma ontante c;
∫ b

a

(f1 + f2)dα =

∫ b

a

f1dα+

∫ b

a

f2dα;
∫ b

a

cfdα = c

∫ b

a

fdα.2. Se f1 ≤ f2 no intervalo [a, b], então ∫ b

a

f1dα ≤
∫ b

a

f2dα.3. Se f é R�S integrável em relação a α no intervalo [a, b] e a < c < b então:
f é R�S integrável em [a, c] e em [c, b];
∫ b

a

fdα =

∫ c

a

fdα+

∫ b

c

fdα.4. Se f é uma apliação R�S integrável em respeiro a α no intervalo fehado
[a, b] e se |f(x)| ≤M em [a, b], então ∣∣∣∣∣∫ b

a

fdα

∣∣∣∣∣ ≤M [α(b)− α(a)].5. Se f é R�S integrável em relação a α1 e α2, então:
f é R�S integrável em relação a (α1 + α2);
∫ b

a

fd(α1 + α2) =

∫ b

a

fdα1 +

∫ b

a

fdα2.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



66 A Integral de Riemann�Stieltjes e o Espaço Dual de C ([a, b])6. Se f é R�S integrável em relação a α e c é uma ontante positiva, então:
f é R�S integrável em relação a cα;
∫ b

a

fd(cα) = c

∫ b

a

fdα.7. Se a < s < b, f é limitada em [a, b], f é ontínua em s e x1 = s < x2 <

x3 = b. Então ∫ b

a

fdα = f(s).A demonstração de tais propriedades podem ser enontradas em [1, pg. 128℄.
2 O dual de C([a, b]).Em espaços vetoriais de dimensão �nita V sabemos omo araterizar o es-paço dual que é o onjunto de todos os funionais lineares ontínuos
f : V −→ K, onde K é o orpo dos esalares. Em partiular se {v1, . . . , vn}é base de V então {f1, . . . , fn} onde

fj(v) = 〈v, vj〉 , om j = 1, 2, . . . , né base do dual. Entretanto, em espaços de dimensão �nita isso pode nãooorrer, para obtermos a araterização dos funionais ontínuos em C([a, b]), éneessário onsiderarmos o seguinte resultado:
Teorema 6. Se f é ontínua sobre o intervalo [a, b] então f é R�S integrávelem relação a α em [a, b].
Prova: Seja ε > 0 qualquer. Esolhamos η > 0 tal que [α(b)− α(a)] η < ε.O fato de f ser ontínua sobre um ompato nos dá que f é uniformementeontínua sobre [a, b], então existe δ > 0 tal que

x, t ∈ [a, b] e |x− t| < δ ⇒ |f(x)− f(t)| < η.Se P é alguma partição de [a, b] de tal forma que ∆xi < δ, ∀ i, então a equaçãoaima implia que
|f(x)− f(t)| ≤Mi −mi ≤ ηBICMat, Volume VII, Outubro de 2010



A Integral de Riemann�Stieltjes e o Espaço Dual de C ([a, b]) 67pois Mi −mi = sup{|f(x)− f(t)|}, onde x, t ∈ [xi−1, xi] e ainda
S(P, f, α) − s(P, f, α) =

n∑

i=1

(Mi −mi)∆αi ≤
n∑

i=1

η∆αi =

η

n∑

i=1

∆αi = η [α(b)− α(a)] < ε.Portanto, pelo Teorema 4 segue que f é R�S integrável.Logo, a função que assoia ada f ∈ C([a, b]) à sua integral de Stieltjes,de�ne um funional linear ontínuo para toda α limitada e resente em [a, b].De fato, hame T a apliação T : C([a, b]) −→ R onde T (f) = ∫ b

a

fdα,(i) Linearidade:
T (kf + g) =

∫ b

a

(kf + g)dα = k

∫ b

a

fdα+

∫ b

a

gdα =

= kT (f) + T (g), ∀f, g ∈ C([a, b]), k ∈ R.(ii) Continuidade: Para ada f ∈ (C([a, b]), ‖ ‖0) (norma do sup), pelo Teo-rema 6 f é R�S integrável om respeito a α, logo (1.1) = (1.2), e omo α élimitada, |α(x)| ≤Mα, ∀x ∈ [a, b]. Assim
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

Mi∆αi

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

Mi(α(xi)− α(xi − 1))

∣∣∣∣∣ ≤ ‖f‖
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

|(α(xi)− α(xi−1))|
∣∣∣∣∣ ≤

‖f‖2Mα = c‖f‖ ⇒
∣∣∣∣∣

∫ b

a

fdα

∣∣∣∣∣ ≤ c‖f‖,isto é, |T (f)| ≤ c‖f‖.
Teorema 7 (Hahn–Banach). Seja E um espaço vetorial real e p uma funçãode�nida sobre E tal que p satisfaz p(λx) = λp(x) e p(x+ y) ≤ p(x) + p(y); seja
E0 um subespaço vetorial de E e seja g0 uma forma linear de�nida sobre E0 etal que g0(y) ≤ p(y) para todo y ∈ E0. Então existe uma forma linear g de�nidasobre E, prolongando g0 e tal que g(x) ≤ p(x) para todo x ∈ E.
Prova: A prova deste resultado pode ser enontrada em [2, pg. 176℄.BICMat, Volume VII, Outubro de 2010



68 A Integral de Riemann�Stieltjes e o Espaço Dual de C ([a, b])

Corolário 8. Seja E um espaço normado, então toda forma linear ontínua f0de�nida sobre um subespaço E0 de E pode ser prolongada a uma forma linearontínua f de�nida em E e tal que ‖f‖ = ‖f0‖.
Prova: A prova deste resultado pode ser enontrada em [2, pg. 182℄.O resultado abaixo mostra omo é a expressão de um elemento do dual de
C ([a, b]).
Teorema 9 (Riesz). Dado T no espaço dual de C([a, b]), existe uma função αde variação limitada em [a, b] tal que para todo x ∈ C([a, b]) tem-se T (x) =∫ b

a

x(t)dα(t) e a variação de α é igual a ‖T ‖.
Prova: Indiquemos por B ([a, b]) o espaço vetorial de todas as funções limitadasde�nidas no intervalo [a, b]; munimos este espaço om a norma

x ∈ B ([a, b]) 7−→ ‖x‖∞ = sup
a≤t≤b

|x(t)|.Pelo Corolário 8 do Teorema de Hahn-Banah podemos estender T a umfunional linear ontínuo em B ([a, b]) e que tenha ainda a mesma norma que
T ; indiquemos por T este funional estendido.Para todo s ∈ [a, b] vamos agora de�nir uma função xs ∈ B ([a, b]): xa = 0e para a < s ≤ b de�nimos

xs(t) =

{
1, a ≤ t ≤ s
0, s < t ≤ b

.Para todo t ∈ [a, b] seja α(t) = T (xt), vamos mostrar que α é de variaçãolimitada em [a, b], que para todo x ∈ C([a, b]) temos T (x) = ∫ b

a

x(t)dα(t) e quea variação de α, denotada por V [α], é igual a ‖F‖.Seja P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} uma partição qualquer de [a, b], temos
Vn[α] =

n∑

i=1

|α(ti)− α(ti−1)| =
n∑

i=1

[T (xti)− T (xyi−1)] =

= T

(
n∑

i=1

(xti − xti−1 )

)
= T (α̃n) ≤ ‖T ‖ · ‖α̃n‖ ≤ ‖T ‖,
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A Integral de Riemann�Stieltjes e o Espaço Dual de C ([a, b]) 69pois |α̃n(t)| ≤ 1 para todo t ∈ [a, b] onde α̃n(t) =
n∑

i=1

(
xti(t)− xti−1(t)

). Daísegue que V [α] ≤ ‖T ‖ e portanto α tem variação limitada.Dado x ∈ C([a, b]) sabemos por um lado que
n∑

i=1

x(ti)[α(ti)− α(ti−1)], ti ∈ [ti−1, ti],tende para ∫ b

a

x(t)dα(t) quando n→ ∞ e por outro lado
n∑

i=1

x(ti)[α(ti)− α(ti−1)] =

n∑

i=1

x(ti)[T (xti)− T (xti−1)] =

= T

(
n∑

i=1

x(ti)[xti − xti−1 ]

)
= T (xn),onde

xn(t) =
n∑

i=1

x(ti)[xti (t)− xti−1(t)],e temos que xn tende uniformemente (isto é, na norma de B ([a, b])) para xquando n tende para in�nito, pois, x sendo uniformemente ontínua, dado
ε > 0, ∃ δ > 0 tal que para t′, t′′ ∈ [a, b] om |t′−t′′| < δ temos |x(t′)−x(t′′)| < ε,então para toda partição P om ∆ti < δ temos |xn(t) − x(t)| < ε para todo
t ∈ [a, b]. Portanto, segue da ontinuidade de T que T (xn) tende para T (x).
Abstract: The purpose of this work is to introdue the Riemann�Stieltjes Inte-gral, investigate some of their properties and relate it to the Riemann Integral.Furthemore, to show their importane to haraterize the ontinuous linear fun-ional on C ([a, b]) = {f : [a, b] −→ R, f ontínua}.
Keywords: Riemann�Stieltjes Integral; Dual Spae; Funtional Analysis.
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