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EDITORIAL

O Boletim de Iniciacao Cientifica em Matematica — BICMat é uma publica-
¢a0 que se destina a difundir prioritariamente trabalhos de iniciacdo cientifica
em Matematica que fazem parte de projetos desenvolvidos por alunos do Curso
de Graduacdo em Matematica do IGCE — Unesp — Rio Claro. Eventualmente
trabalhos de Iniciagao Cientifica realizados em outras institui¢oes poderao tam-
bém ser publicados neste Boletim.

O BICMat foi criado em 1998 e nessa época foram publicados dois volumes;
o primeiro no ano de criagao e o segundo em 2000.

Considerando a importancia da Iniciacdo Cientifica para o graduando, e o
sempre crescente nimero de projetos desta natureza desenvolvidos em nossa
instituigdo, resolvemos reativar a publicacdo do BICMat, com ISSN 1980-024X.

Destacamos que a autoria dos trabalhos apresentados no BICMat ¢ dos alu-
nos. O orientador figura apenas como responsavel cientifico.

Este Boletim também estd aberto & divulgacao de trabalhos que nao sejam
frutos de projetos de iniciacao cientifica, mas que sejam de interesse dos alunos
do curso de graduacao em Matemaética. Estes trabalhos serao selecionados pelos
Editores.

Este namero estard disponibilizado eletronicamente na pagina do Departa-

mento de Matemética no endereco www.rc.unesp.br/igce/matematica
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Sequéncias Exatas e Grupos Abelianos Livres

Aline Cristina de Souza

Orientador(a): Prof. Dr. Jodo Peres Vieira

Resumo: Neste trabalho desenvolvemos o estudo de dois topicos da Algebra:
grupos abelianos livres e sequéncias exatas de grupos abelianos, que sao de

grande utilidade para a resolucdo de problemas da Topologia Algébrica.

Palavras-chave: sequéncias exatas; grupos abelianos livres

1 Sequéncias Exatas

Nesta secao apresentamos a definicao de sequéncias exatas de grupos abe-
lianos e como resultados mais tteis destacamos os coroléarios 3 e 5 dos teoremas

2 e 4, respectivamente.

Definicdo 1. Sejam A;, Ay, A3 grupos abelianos e ¢1, ¢ homomorfismos. A
sequéncia

AL 25 Ay 22 A,

é exata em Ay se, e somente se, ker(¢z) = Im(¢y).
Teorema 2. Dada uma sequéncia exata
PAQA RS (0}
e um homomorfismo § : S — R com v = lg, entdo a sequéncia

P Qes B R (0

¢ exata.

Prova: Mostremos que a sequéncia * : P {030} QS (

Q & S, isto &, que ker(8,6) = Im{«, 0}. De fato:

RO {0} é exata em
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(x,y) € ker(8,6) = (B,6)(x,y) = 0 = (8,0)(z,y) = 7(0) = (B(z) +
6(y)) = 0 = B(x) +70(y) = 0 = 0(x) +1s(y) = 0 = y = 0 —
(8,0)(,0) =0=B(2)+0(0)=0=p(z) =0 =z €kerf=Ima =z =
a(p),p € P = (,y) = (a(p),0) = (a(p), 0(p)) = {a,0}(p),p € P = (z,9) €
Im{a, 0}. Portanto ker(8,d) C Im{«,0};

Vp € P, (B,0){c,0}(p) = (8,6)(a(p),0(p)) = (B,0)(a(p),0) = Bex(p)+5(0) =
Ba(p) = 0. Portanto Im{«, 0} C ker(3, ).

Logo ker(3,0) = Im{a, 0} e a sequéncia  é exata em Q & S.

Mostremos agora que a sequéncia * é exata em R, isto &, que R = ker(0) =
m(S3,4). De fato:

Im(B, ) C R por defini¢do de subgrupo.

r€R= () €S = lsy(r) = 7(r) = 70y(r) = 7(r) = ~(r) -
v0y(r) =0 = ~v(r —6v(r)) =0 = r — dy(r) e kery=Im B = r — dv(r) =
B(a),q € Q = r = B(g) + 07(r) = (8,0)(¢,7(r)) = r € Im(B,6). Portanto
R C Im(B,9).

Logo R = ker(0) = Im(f3,0) e a sequéncia * é exata em R.

P 0as W RS (0}

exata. |

Assim, concluimos que a sequéncia * :

Corolario 3. Dada uma sequéncia exata {0} 5 Q Y RSN {0} e

§:8 — R, com~d =1g, a funcao (5,6): Q ® S — R € um isomorfismo.

{Z 0} (8,9)

0os R 0}
é exata. Assim, {0} "> ey QeSS = @9 R ¢ exata em QeSeQdS = @O R0, {0}
é exata em R. Portanto (3, d) é injetor e (3, 4) é sobrejetor. Logo(3, ) é bijetor

Prova: Fazendo P = {0}, « = i, pelo teorema 2, {0} =

e (B,9) é isomorfismo. ]

Quando existe um homomorfismo tal como ¢ no corolario acima, dizemos

que a sequéncia esplita. Também dizemos que R esplita como soma de Q e S.

a b
Teorema 4. Dada uma sequéncia exata X {—ﬁ>} A®B ( <y ) A'eB’ (%) X’
-1
tal que d : B — B’ € um isomorfismo, entio a sequéncia X —— A “ b, e
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SEQUENCIAS ExaTAS E GRUPOS ABELIANOS LIVRES 9

A X e exata, e também ker a = ker{«, 8}, Ima’ = Im(c/, 5').

(e g)

Prova: Como a sequéncia x : X — (o) ApB > — " AoB (a A1) X' é exata
em A® B,

[ a b a) [ aa+b8 ax+ b8 =0
O(C d)(ﬁ)(ca+d6):>{ca+dﬁzo (1.1)
Como d é isomorfismo, existe d—!. Assim,

ca+dB=0=d (ca+dB)=0
—dlcat+dldf=0= f=—d 'ca (1.2)

x € kera = a(zr) = 0 = B(x) = —d tca(z) = 0. Portanto {a, B}(z) =
(a(z), 8(x)) = (0,0) = x € ker{a, 8}.
Portanto
ker o C ker{a, 8} (1.3)

z € ker{a, 8} = (a(2), (%)) = (0,0) = a(z) = 0 = z € kera. Portanto
ker{a, 8} C kera (1.4)

Logo, por (1.3) e (1.4), ker o = ker{«, 8}.

Provemos que a sequéncia ¢ : X — A abdie g1 9 X7 ¢ exata em A, isto
é, que ker(a — bd~1c) = Ima.

y € Ima = y = alz),r € X = (a —bd~tc)(y) = aly) — bd~c(y)
a(a(x)) —bd~te(a(z)) = aa(x) — bd~Lca(x) (1:1) —bB(x) + b(—d tca)(z) = “
—bB(z) +bB(x) =0 =y € ker(a — bd~'c). Portanto

2

Ima C ker(a — bd ™ c) (1.5)

z € ker(a —bd™'c) = (a —bd tc)(2) =0 = a(z) —bd 'c(z) =0. (1.6)

Seja w = —d~'c(z). Entdo

BICMar, VoruME VII, OuTtuBro DE 2010



10 SEQUENCIAS ExaTAS E GRUPOS ABELIANOS LIVRES

Por outro lado, de (1.6) temos que
a(z) + b(w) = 0. (1.8)

De (1.7) e (1.8) segue que ( Z ) (z,w) = (0,0). Portanto (z,w) €

a
c

ker( (cl Z ) = Im{e,8}. Logo (z,w) = (a(x),B(x)), para algum =z € X.

Assim z = af(x), para algum = € X. Portanto z € Ima e
ker(a — bd~'c) C Tm . (1.9)

De (1.5) e (1.9), segue que Im o = ker(a — bd~!c) e a sequéncia é exata em

A.
-1 ’

Provemos, agora, que a sequéncia ¢ : X — A ambd e g1 2, X7 ¢ exata em
A’ isto é, que ker(a’) = Im(a — bd~c).

Como a sequéncia * é exata em A’ @ B, ker(¢/,5') = Im ( LCL b ) Logo

d

(o, 8" CCL Z =0= (da+pfc,d'b+3d) =0 = V(u,v) € A® B, (d/a+

B'c,a’b+ F'd)(u,v) =0.

Em particular, para (0,v) € A® B,

(¢a+pf'c,d'b+ 8'd)(0,v) =0= (¢’a+ f'¢)(0) + (&/b+ p'd)(v) =0,
Vv € B = (a/b+ 3'd)(v) =0,Yv € B= a'b+ d=0= p'd = —ab.
Assim,

B = —a'bd! (1.10)

Por outro lado, para (u,0) € A® B, (¢/a+ f'¢,a'b+ 'd)(u,0) = 0 =
(@a+ Be)w) + (@'b+ Fd)0) = 0,Yu € A= (a’a+ Ble)(u) = 0,Yuc A=
o'a+ f'c=0. Mas 8/ = —a’bd~! e portanto o’a + (—a’bd~1)c = 0 e assim

o'(a—bd~tc) = 0. Logo

Im(a — bd'c) C kera/. (1.11)
p € kera' = d/(p) =0 = (/, 3')(p,0) = &'(p) + #'(0) = 0 = (p,0) €
ker(o/, 8") = Im< Z Z ) = (p,0) = < LCL Z >(u,v),(u,v) € A®B =

BICMar, VoruME VII, OuTtuBro DE 2010



SEQUENCIAS ExaTAS E GRUPOS ABELIANOS LIVRES 11

a(u) +b(v) = p
c(u)+dwv)=0
—d~e(u) e p=a(u)—bd~tc(u) = (a—bd~tc)(u),u € A= p € Im(a—bd~'c).

(au+bv,cu+dv)(p,O),(u,v)eA@B:>{ — =

Portanto
kera’ C Im(a — bd ') (1.12)
De (1.11) e (1.12) segue que ker o’ = Im(a — bd~'c) e portanto a sequéncia o é
exata em A’
ze€Im(o,f) = z = (,8)(d, V), para algum (a’,b0') € A/ @B = 2z =
@)+ BW),d € Aet e B Y = (@) + (—abd " )(V),d' € A e
bV e€B = z=d'(d —bd~ V'), com a’ —bd~10 € A’ = z € Im /. Portanto

Im(a/,3') C Imc’. (1.13)

Seja w € Ima’. Assim, w = o/(a’),a’ € A’. Tome (a’,0) € A’ ® B’. Entao,
(o, 8")(a’,0) =/ (a’) + 5/(0) = w+ 0 = w. Portanto w € Im(a/, 5’) e

Ima’ C Im(c, 3) (1.14)

De (1.13) e (1.14) segue que Im o/ = Im(o/, B') ]

Corolario 5. Se ( a b

c d

é um isomorfismo, entdo A, A’ sdo isomorfos. Em particular, seb=0 ouc =0,

: ApB — A®B’ é um isomorfismoed: B — B’

a € um isomorfismo.

Prova: Fazendo X = X’ = {0}, pelo teorema 4 a sequéncia A : {0} —
AT {0} é exata. Portanto a —bd~'c : A — A’ é um homo-
morfismo injetor, pois A é exata em A e é sobrejetor porque A é exata em A’.
Portanto a — bd~'c é um homomorfismo bijetor entre A e A’. Logo A e A’ sdo

isomorfos. Se b =0 ou ¢ =0, a — bd~'c = a e portanto a é isomorfismo. [

2 Grupos Abelianos Livres

Nesta se¢do definiremos axiomaticamente grupos abelianos livres e construi-

remos, para um conjunto X, o grupo abeliano livre gerado por X.

BICMar, VoruME VII, OuTtuBro DE 2010



12 SEQUENCIAS ExaTAS E GRUPOS ABELIANOS LIVRES

Definicdo 6. Dados um conjunto X, um grupo abeliano G e uma fungio i :
X — G. Entdo (G,i) tem a propriedade universal para X se, para qualquer
grupo abeliano A e funcdo j : X — A, existe um tUnico homomorfismo ¢ :
G — A, com j = ¢ oi. Quando isto acontece, dizemos que G é um grupo
abeliano livre sobre os geradores i(X). O numero cardinal de X é chamado

posto de G.

Proposicdo 7. Seja X = {x}, Z o grupo abeliano aditivo e i : X — Z definida
por i(x) = 1. Entao (Z,i) tem a propriedade universal para X. Neste caso
dizemos que 7Z € um grupo abeliano livre sobre i(X) = {1} e, como o nimero

cardinal de X é 1, dizemos que Z tem posto 1.

Prova: Seja A um grupo abeliano e j : X = {z} — A uma fungdo, isto &,
existe um unico a € A tal que j(z) = a.

Considere ¢ : Z — A definido por: ¢(0) = 0, ¢(n) = na, onde

a+---+a, sen >0
—_——
o n vezes
ne=19 (—a)+---+(—a), sen<0

(—n) vezes

Mostremos que ¢ é homomorfismo. Sejam m,n € Z.

1) Sem<0en<O0:

¢(m+mn)=(m+nja=(-a)+---+(-a)
(

2) Sem<0en=0:

¢(m +n) = ¢(m +0) = ¢(m) = ma = ma+0 = ¢(m) + $(0) = ¢(m) + é(n).

BICMar, VoruME VII, OuTtuBro DE 2010
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3) Sem<0en>0:

3.1) m<O0<m+n<n:

¢(m) + ¢(n) = ma+na=(—a)+-+(-a)+at---+a

(—m) vezes T vezes

:(_a)_|_...+(_a)+a+...+a+a+...+a
—m vezes m + n vezes —m vezes
=a+---+a=(m+n)a=g¢(m+n).

m + n vezes

3.2) m<O0=m+n<n:

B(m +n) = 6(0) = 0
o(m) + ¢(n) =ma+na=ma+ (—m)a=(—a)+---+(—a)+a+---+a=0.

(—m) vezes —m vezes

Portanto ¢(m +n) = ¢(m) + ¢(n).
3.3) m<m+4+n<0<n:

6(m) + 6(n) = (—a) + -+ (~a) +a+ - +a

—m vezes n vezes

(o)t (ca)+ ()t ()t ta

—(m +n) vezes n vezes n vezes

= (—a)+-- 4 (—a) = (m +n)a = ¢(m +n).

—(m +n) vezes
4) Sem=0en=0:

¢(m+n)=¢(0+0) =¢(0) =0=0+0=¢(0) + ¢(0) = ¢(m) + d(n).
5) Sem=0en>0:

¢(m +n) = ¢(0+n) = ¢(n) = na =0+ na = ¢(0) + ¢(n) = ¢(m) + ¢(n).

BICMar, VoruME VII, OuTtuBro DE 2010
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6) Sem>0en>0:

¢(m +n) = (m+na
:a+...+a:a+...+a+a+...+a

m + n vezes m vezes n vezes

=ma+ na = ¢(m) + ¢(n).

Portanto ¢ é homomorfismo. Além disso, ¢ o i(z) = ¢(1) = a = j(z) =
¢ o4 = j. Suponha que exista ¢ homomorfismo tal que 9 o i(z) = j(x). Entao,
B(1) = a = 6(1) e $(0) = 0 = H(0).

Sen >0,

() =9+ +D=9v0)+---9(1) =a+---+a=na=¢(n),

P=n) =y (1) + -+ (=1)) =(=1) +--- + (1)

=(=9M) + -+ (=9(1) = (=a) + - - + (—a) = (=n)a = ¢(-n).

Portanto ¢ = ¢. Logo, por definigdo, (Z, i) tem a propriedade universal para X.

Denotaremos por Hom(Z, A) o conjunto de todos os homomorfismos f : Z — A

Corolario 8. Para qualquer grupo abeliano A, a funcdo ev : Hom(Z,A) — A,

definida por ev(f) = f(1) € um isomorfismo.

Prova: ev(f +g) = (f +9)(1) = f(1) + g(1) = ev(f) + ev(g). Portanto ev &

homomorfismo. Para qualquer a € A, considere o diagrama

{a}
El
A— g
Como, pela proposicao 7, (Z,) tem a propriedade universal para {a}, existe

um unico homomorfismo f : Z — A tal que f oi = j. Logo, existe um dnico

BICMar, VoruME VII, OuTtuBro DE 2010
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f € Hom(Z, A) tal que foi(a) = j(a), isto é ev(f) = f(1) = a. Portanto ev é

bijetor. Logo ev é isomorfismo. ]

Proposicdo 9. Sejam A e G grupos abelianos. Se a sequéncia 0 — A Lah

B — 0 ¢é exata e B € um grupo abeliano livre, entao a sequéncia esplita.

Prova: Dado um conjunto X e uma funcdo b : X — B, defina g : X — G da
seguinte maneira: Vo € X, g(x) é o elemento de G tal que p(g(z)) = b(z).
Como B & abeliano livre, (B, b) tem a propriedade universal para X. Entdo
para o grupo abeliano G e a fungdo g : X — G, existe um tinico homomorfismo
¢:B— Gtal que pob=g. Entdo, pogpob=pog=nb.
Como (B,b) tem a propriedade universal para X, para o grupo abeliano B
e a funcdo b : X — B, existe um tnico homomorfismo ¢ : B — B tal que

Yob=>b. Comolgpob=be (po¢d)ob=">bentdopo¢=1p. ]

Assim, se a sequéncia de grupos abelianos 0 — A = G 5 B — 0 ¢ exata,

com B abeliano livre, segue pelo corolario 3 que G =2 A ® B.

Proposicdo 10. Suponha que (G,i) e (H,j) tenham ambos a propriedade uni-

versal para X . Entdo existe um unico isomorfismo ¢ : G — H, com j = ¢ oi.

Prova: Como (G, %) tem a propriedade universal para X, para o grupo abeliano
H e fungdo j : X — H existe um tnico homomorfismo ¢ : G — H tal
que ¢ oi = j. Também, como (H,j) tem a propriedade universal para X,
para o grupo abeliano G e funcao i : X — G existe um tGnico homomorfismo
¥ : H — G tal que ¢ o j = 4. Além disso, temos que ¢po (¢poj) =doi=je
lgoj=j. Assim ¢pop = 1g. Também, o (poi) =voj=ielgoi=ri.
Portanto ¢ o ¢ = 1¢, pois (G, ) tem a propriedade universal para X. Logo ¢ é

bijetor. Portanto ¢ é um isomorfismo e G e H sdo isomorfos. ]

Proposicdo 11. Suponha que X1 N Xo = & e que (G1,41) tenha a propriedade
universal para X; e (Ga,i2) tenha a propriedade universal para Xo. Entao

(G1 ® Ga,1) tem a propriedade universal para X1 U X5 onde i : X3 U Xo —

BICMar, VoruME VII, OuTtuBro DE 2010



16 SEQUENCIAS ExaTAS E GRUPOS ABELIANOS LIVRES

G1 ® Gy é definida por:

| G1(x),0), sexe Xy
z(x)—{ (0,i2(x)), sexe X

Prova: Dado um grupo abeliano A e uma funcdo j : X3 U Xo — A, devemos
provar que existe um tnico homomorfismo ¢ : G; & Go — A tal que ¢poi = j.
Considere K; : X; — X1 U X5, i = 1,2 as inclusoes naturais.

Para a aplicacdo j o K1 : X; — A, existe um tnico homomorfismo ¢ :
G1 — A tal que ¢ 0i; = jo K e para a aplicagao j o Ky : Xo —> A, existe
um unico homomorfismo ¢5 : Go — A tal que ¢o 0 i = j o Ko.

Defina ¢ = (¢1,¢2) : G1 & G2 — A por ¢(z,y) = ¢1(z) + P2(y). Entdo

$(0,i2(x)), sex € Xo b2 0iz(x), sex e Xy
{]ole sex € X {j(m), sex € X3

. o ( ( ,O), Se.TEXl o (bloz'l(a:), se:z:eXl
poi(r) = { ) —{
(
(

joKs(x), sexe€ Xo jlx), sex € Xy

:](ZL'), se x € X7 UXos.

Suponha que exista 1) = (11,13) tal que 1 oi = j. Entdo
Voilz) = ¥(i1(x),0), sex € X, _ P1oi1(z), sezx € X
¥(0,i2(x)), sex € Xy o 0ig(x), sex € X

| i), sexeXs | joKi(x), sexe Xy
T (@), sexeXs T | joKa(z), sexe Xy

Entao ¢ o3 = j o K; e portanto 1 = ¢;. Também 19 045 = jo Ko e
portanto 12 = ¢2. Logo 1) = ¢ e portanto existe um tnico homomorfismo ¢ tal

que ot =j. ]
Proposicao 12. Se X ¢ finito, existe (G,i) com a propriedade universal para X .

Prova: Se X = {z} ei: X — 7Z tal que i(x) = 1, pela proposicdo 7, (Z,i) tem
a propriedade universal para X.

Se X7 = {z} ei1 : X1 — Z tal que i1(x) = 1, pela proposicio 7, (Z,i1)
tem a propriedade universal para X; e se Xy = {y} e is : Xo — Z tal que

i2(y) = 1, pela proposicéo 7, (Z,i2) tem a propriedade universal para Xs. Seja

BICMar, VoruME VII, OuTtuBro DE 2010



SEQUENCIAS ExaTAS E GRUPOS ABELIANOS LIVRES 17

X=A{r,y} =X1UXe,G=ZBZei: X — Z®Z tal que i(z) = (1,0) e
i(y) = (0,1). Pela proposicdo 11 (Z @ Z, i) tem a propriedade universal para X.

Por indugdo, podemos mostrar que se X = {x1,29,...,Zn},
G=ZL®ZD --®ZL=Z"ei:X — G, com i(z;) = (0,...,0,\1/,0,...,0)

n vezes i
entdo (Z™,1i) tem a propriedade universal para X. ]

Seja X um conjunto qualquer e definamos F(X) = {£ : X — Z;{(x) = 0,
exceto possivelmente por um ntimero finito de elementos € X}. Dados &,7n €
F(X) definamos —¢,& + 1 por (~€)(x) = —¢(@) © (€ + m)(@) = £(@) + ().
Entdo (F(X),4+) é um grupo abeliano. Defina ix : X — F(X) por

1, sex=y

ix@w={ g =Y

Teorema 13. (F(X),ix) tem a propriedade universal para X .

Prova: Se Y C X, podemos fazer a identificacio F(Y) = {€ € F(X);¢{(X —
Y) = 0} da seguinte forma: dado n € F(Y), defina £ : X — Z tal que (V) =
nY)ed(X —-Y)=0edado £ € {{ € F(X);{(X —-Y) =0}, definan:Y - Z
por 1 = ¢ly.

Se ¢ € F(X), existe algum subconjunto Y de X, finito, com £(X —Y) =0,
entdo £ € F(Y). Assim F(X) = {F(Y);Y C X,Y finito}.

Se Y é finito, (F(Y),iy) tem a propriedade universal para Y, visto que
(F(Y),iy) pode ser identificado com (Z",i), onde n é o nimero de elementos
de Y e, pela proposigdo 12, (Z™, i) tem a propriedade universal para Y.

Seja A um grupo abeliano qualquer e j : X — A, uma funcdo. Vimos que se
Y C X é finito, entdo existe um unico homomorfismo ¢y : F(Y) — A tal que
py oiy = jly.

Se Z CY,entdo F'(Z) C F(Y),iz = iy|z e (dy|r(z))oiz = j|z. De fato, se
Z C Y, observamos que F(Z) ={{ € F(Y);{(Y—Z) = 0}. Logo F(Z) C F(Y).
Para qualquer x € Z,iz(x) € F(Z) pode ser vista, pela identificagdo acima,

como uma funcdo iz(z) : Y — Z satisfazendo iz(x)(Y — Z) = 0.
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18 SEQUENCIAS ExaTAS E GRUPOS ABELIANOS LIVRES

Para provarmos que iz = iy|z basta verificarmos que, para qualquer z €
Z,iy(x) 1 Y — Z satisfaz iy (x)(Y — Z) = 0. Mas, de fato, se w € Y — Z, como
r € Z,w # x e portanto iy (z)(w) = 0 por definicdo de iy (z). Logo iz = iy|z.
Por outro lado, para qualquer x € Z, (¢y|r(z)) o iz(z) = (¢v|pz))(iz(v)) =
oy (iz(x)) = ¢y (iv]z(x)) = jlz(x).

Como Z é finito, (F(Z),iz) tem a propriedade universal para Z. Assim
existe um tnico homomorfismo ¢z : F(Z) — A; ¢z oiz = jlz. Portanto
bz = by |r(z)-

Definamos, agora ¢ : F(X) — A. Para qualquer £ € F(X) escolha Y C X,
finito, com £ € F(Y) e defina ¢(§) = ¢y (£). Note que isto ndo depende de Y,
pois se também £ € F(Y”), temos ¢y (§) = dpyuy(§) = ¢y (§). Temos que ¢ é
um homomorfismo, pois, dados &1,&; € F(X), escolha Y7,Ys C X, finitos, com
&1€F(Y1)e& € F(Ya). SejaY =Y, UYs. Entdo (&1 + &) = oy (&1 + &) =
oy (1) + oy (&2) = ¢(&1) + ¢(&2), pois ¢y € homomorfismo. Para todo z € X,
temos ¢(ix(x)) = gb{l}(i{m}(z)) = j(z). Assim ¢poix = j.

Dado qualquer homomorfismo ¢ : F(X) — A, com ¢ oix = j, temos para
qualquer Y C X, finito, | p(yyoiy = Yo (ix|y) = jly = ¢y oiy = ¢|pyv)oiv e
portanto ¥ p(y) = ¢|p(y). Como F(X) & a unido desses subgrupos F (Y'), segue
que P = ¢. [

Abstract: In this work we studied two topics of Algebra: free abelian groups and
exact sequences of abelian groups, which are of great utility to solve algebraic

topology problems.

Keywords: exact sequences; free abelian groups
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Codimensao de Germes em &,

Daiane Alice Henrique!

Orientador(a): Profa. Dra. Eliris Cristina Rizziolli

Resumo: Neste trabalho mostramos como calcular a codimensao de germes de

R™ 0 em R e provamos que este objeto é R-invariante.

Palavras-chave: germe de aplicagdo, ideal jacobiano, codimensdo de germe.

1 Germes e k-Jatos

Considere o conjunto de todas as aplicagoes f : U — RP de classe O,
onde U C R"™ aberto e x € U. Nesse conjunto introduzimos uma relacdo de

equivaléncia (~), como segue:

Definicao 1. Dadas duas aplicacoes de classe C® f1: Uy — RP e fo : Us — RP,
U; C R™, aberto, i € {1,2},
Ji~ fa

se existir uma vizinhanga W, de = em U tal que as restri¢oes f1 | W, e fo | W,

coincidam, isto &, f1(z) = fa(2),Vz € W,.

As classes de equivaléncia sobre essa relacdo sdo chamadas germes de apli-
cacoes em x e um elemento da classe de equivaléncia é chamado representante
do germe em z.

Notagdo: f: (U,xz) — (RP,y) , f(z) =y (chamamos U de fonte e R? de meta).

Para cada germe de aplicagdo f : (U,z) — (RP,y) associamos a derivada
Df(z) : R — RP que é definida como sendo a derivada em z de qualquer
representante. Um germe é invertivel (note que ¢ um difeomorfismo local) se, e
somente se, sua derivada é invertivel. O posto de um germe é definido como o

posto de sua derivada em x. Quando o posto é igual a dimensao de U o germe

LFAPESP
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20 COoDIMENSAO DE GERMES EM &,

é imersivel e quando o posto é igual a dimensao de RP o germe é submersivel.
Logo, um germe é invertivel se, e somente se, é imersivel e submersivel. Quando
o germe nao é imersivel e nem submersivel em x dizemos que x é ponto singular.

Denotamos por &, , o conjunto dos germes de aplicagdes f : (R"™,0) — RP

de classe C*°. Quando p = 1 este conjunto é denotado por &,.

Definigéio 2. O espaco dos jatos J*(n,p) & o espaco vetorial real de todas as
aplicacoes g : R™ — RP onde cada coordenada g; de g é um polindomio de grau
menor ou igual a k nas coordenadas canonicas x1,...,x, em R"™ com termo

constante zero. Os elementos de J*(n,p) sdo chamados k — jatos.

Para cada germe de aplicagdo f : (R",0) — R? e cada a € R, é definida a

aplicacao j* f;

F*f R = J*(n,p)

a > j* f(a)

onde j*f(a) & o desenvolvimento até a ordem k (inclusive) da série de Taylor de
f(z) — f(a) em uma vizinhanga da origem (note que tal série estd bem definida
pois f é de classe C*°).

Esta aplicacao de classe C* é chamada k-jato de f em a.

Ao conjunto &, , definimos uma topologia através de um sistema fundamen-

tal de vizinhancas.

Definicdo 3. Seja f € &, ,. Dados € > 0, R > 0 e k € U associamos a f uma
vizinhang¢a fundamental em &, , composta de todos os germes de aplicacoes
g: (R™ 0) — RP tais que

Vo € R" com ||z|| < R, [|*f(z) — j*g(x)] <,

onde || || ¢ uma norma fixada no espago dos jatos J*(n,p) .
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2 A Algebra Real &,

Definigio 4. Por Algebra Real entendemos um par (V;-), onde V' & um espaco
vetorial real e () é uma aplicagao bilinear de V' x V em V, chamada Produto

de Algebra.

Neste contexto, estamos interessados em estudar duas algebras real, a saber
E, e én.

O conjunto &, dos germes f : (R™,0) — (R, f(0)) (de aplicagdes de classe
C*) tem a estrutura de espago vetorial, munido da adigdo e multiplica¢io por

escalar usuais para aplicacoes. Ainda, a aplicacdo bilinear:
i€ x &y En
(f:9) = f-g, com (f-g)(z) = f(x)g()
d4a a &, a estrutura de algebra real (a bilinearidade de (-) segue das propriedades

do corpo (R, +,-)).

Definimos o conjunto &,, como a colegao de todas as séries de poténcias formal

f =3 fax® nas indeterminadas reais x1,...,2, ainda escrevemos x®, com
x = (21,...,2n) € @« = (a1,...,ayn), para denotar a expressao z{'x5? ... xo",
isto &, &, = R[[z1,...,z]]. Note que &, munido com as operagdes adi¢do

e multiplicacdo usuais das séries de poténcias formal tem uma estrutura de
espaco vetorial real. Além disso, &, é uma algebra real, onde a algebra produto

é definida da seguinte maneira:

€} Ep — &y
(f,9) = f-g:=h
onde, considerando f =3 faz® e g = gpx?, temos h=% hyx? com
hy= > fags.

y=a+pB
Definicdo 5. Dadas duas élgebras real V e W, um homomorfismo de alge-
bras ¢ : V — W & uma aplicacdo linear tal que ¢(x - y) = ¢(x) - p(y), para
quaisquer x,y € V.
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22 COoDIMENSAO DE GERMES EM &,

Exemplo 6. A aplicagio a seguir é um homomorfismo de algebras:

cp:é’n—>én
fef

onde f é a série de Taylor de f, a qual é convergente, uma vez que f é um germe
de aplicagao C'*°.

Este fato segue das propriedades intrinsecas de uma série.

Note que (&, +,-), onde (+) e (-) foram definidas acima, tem estrutura de
um anel comutativo com unidade (neste caso, o elemento unidade é o germe da
aplicagao fo de (R™,0) em R definida por fy(x) = 1, Vo € R" e tais propriedades
sdo herdadas do corpo (R, +,)).

O resultado a seguir, descreve os elementos invertiveis em &,,.

Teorema 7. Uma condi¢io necessdria e suficiente para que um germe f € &,

seja invertivel é que f(0) # 0.
Prova: Suponha f invertivel, entdao existe um germe g € &, tal que
(f-g)(x) =1,Vz € R,

logo, em particular para = = 0, temos f(0)-¢g(0) = 1, isto implica que f(0) # 0.
1
Suponha f € &, satisfazendo f(0) # 0, entdo g = ? é o inverso de f. ]

Defini¢cdo 8. Dizemos que dois germes de aplicacdo C* f : (U,x1) — R e
g: (V,x2) — R sdo R-equivalentes se, e somente se, existe um germe invertivel

h:(V,zg) = (U,x1) tal que foh=g.

Definicdo 9. Denotamos por m, o subconjunto dos germes f € &, tal que
f(0) =0, isto &,

Proposicdo 10. m, € o winico ideal mazimal de &, .
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Prova: (i) Sejam f,g € m,, quaisquer, entdo f — g € my,, pois f(0) = 0 e
g(0) = 0 temos entdo (f — ¢)(0) = f(0) —g(0) =0—-0=0.

(ii) Sejam f € my, g € &,, quaisquer, entdo f-g € my, pois (f - g)(0) =
f(0)-g(0) =0-g(0) =0.

Portanto, por (i) e (ii) segue que m, é um ideal.

Suponha I C &, um ideal com m,, C I e m,, # I, entdo existe f € I tal que
f(0) # 0. Assim, pelo teorema 7 f é invertivel e entdo fo € I e como I é ideal
de &,, para qualquer h € &,, h- fo € I portanto, I = &,. Segue que m,, é ideal

maximal e pelo mesmo motivo é tnico. [

Proposicédo 11 (Lema de Hadamard). Sejam U uma vizinhanca de 0 em R™
coneza e f : U x R? = R de classe C™, tal que f(0,y) = 0,Vy € R%. Entdio
existem fungées f1,..., fn definidas em U x RY tais que f =x1f1+ ...+ xnfn

onde x1,...,x, $Go as coordenadas de R™.

Prova:

1
df
—(tx1, .ty Y1,y .-, Yg)dE =
/0 dt ’

f(xla-'-axnayla-'-ayq)_f(oa-'-aoayla-'-ayq):

f(-rla'-'axnayla'-'ayq)_0:f(xla-'-axnayla'-'ayq)'

Mas,
1
df
/0E(txl,...,t:cn,yl,...,yq)dt
1 n
of
/Oina—xi(tzl,...,t:cn,yl,...,yq)dt

n 1

0
Zx/ O 2y, .t yg)dt
= 0 8:01

Logo,

n
f(xla'-'axnayla'-'ayq) = infi(-rla-'-axnayla-'-ayq)a
=1
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onde para cada i € {1,...,n} temos
1 af
fi(xla sy T Y1 - ayq) = Oxs (t.’L'l, oo atxnayla s ’yq)dt
0 i
Ou seja, existem fungdes f1, ..., f, definidas em U x R? tais que f = x1 f1 +
-+ +xn fn onde x1, ..., 2, sdo as coordenadas de R™. [
Corolario 12. O ideal mazimal de &, my, € tal que my, = (x1,...,T,).

Prova: (i) (z1,...,%,) C my:

n
Seja g € (x1,...,2y,), entdo g = ingi, gi € €. Logo,
i=1

n

9(0) = 0g:(0) =0.

i=1
Portanto como, g € &, e g(0) = 0 temos que g € m,.
(i) my C (z1,...,2pn):
Seja f € my, entao f(0) = 0, logo pelo Lema de Hadamard, existem f; € &,

tais que:
fla) = wifix) € (x1,...,20).
i=1

Proposicdo 13. Seja F, = {f € £,/j* 1 f(x) = 0}. Entdo F,, = m,*, isto ¢, ¢

gerado pelos mondémios de grau k em x1,...,Ty.

Prova: Se k = 1:

myt =mue By = {f €&,/ (@) =0} = {f € £/f(0) = 0} = m,.
Portanto, F; = m,!. Mas, pelo corolério anterior, F} = m, = (x1,...,7,), ou
seja, F} é o ideal gerado pelos monémios de grau 1.

Queremos mostrar que Fj, = m,*, ou seja,

(i) Fy C myF e (ii) m.* C Fy.
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Note que m,* C F}. De fato, como m,”* é gerado pelos mon6mios de grau k
nas varidveis 1, ..., 1, segue que, se f € m,* entdo j*~1 f(z +0) = 0, ou seja,
f € Fy.

A outra inclusdo faremos usando o Principio da Indugéo Finita. Para tanto:

Suponha que, Fy_; C m,*~!, deste fato queremos concluir que Fj, C m,*.

Seja f € Fy, logo j*~1f(x) = 0, consequentemente, f(0) = 0, assim pelo

Lema de Hadamard:

f= infm
i—1

onde .
of
= | = (tar, ..., tzy,)dt.
f /08:131-(:01 ZL')
Mas,
1
of
= | ==—(tx1,...,tx,)dt € Fy_
f . axi(iﬁl T )dt € Fio_q

pois, j*~2fi(z) = 0.

Como, por hipétese de inducdo, F—; C m,*~1, segue que f; € m,*~!, assim:

n
[ = Zzzfz € mnmnk_l = mnk'
i=1

Observe que em particular, mostramos que Fy é um ideal e ainda mais, é

um ideal finitamente gerado.

Lema 14 (Lema de Borel). O homomorfismo de dlgebra ¢ : €, — &, € sobre-

jetor.
Prova: [1, p. 228]. |

Note E = fg. De fato, para mostrar que ?z] = fg, é suficiente mostrar que
fg = f§ moédulo mu*+1, Vi € Z, .
Seja ko € Z,. Denotamos f moédulo m,**+1 por fi, e analogamente, g

médulo m,*o*! por g;,. Observe que da proposi¢io 13 segue que fi, € gk, 530
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ambos polindmios de grau ko, sendo assim as respectivas derivadas, superiores
a ko, sao todas nulas. Consequentemente,

mod myFotl ——

fg fkogko :fkogk():fg

Observacao 15. Ainda desta demonstragdo seguem as seguintes propriedades:
o0
(1) kerp = ﬂ m,*

k=1
(2) mp™ = () my*
k=1
(3) o ~R[a =é
mnoo— 1y--+5&nl] = Cn

& ~ .
Observamos ainda que de (3) segue que o quociente A—Z tem dimensao finita,

n
ji que este é gerado pelos monoémios de grau menor do que k nas n-varidveis.

n n

) & . <
segue também que — tem dimensdo finita.
n

myF  mk’

Ainda, uma vez que,

Lema 16 (Lema de Nakayama). Seja R um anel comutativo com identidade
1. Seja m um ideal de R tal que 1 4+ x € invertivel em R, Y € m. Sejam M

um R- mddulo, A e B submddulos com A finitamente gerado. Se A C B+ mA
entao A C B.

Prova: Como A é finitamente gerado, sejam aq,...,a; € A, tais que A =
(ay,...,as). Como, por hipotese, A C B + mA segue que:
a; = b; + Ajpay + ...+ Ajpag,

onde \j; em, j=1,...,1.

De outra forma,

bi:ai—/\ilal—...f)\itat:
(1= Xid)ai — Airar — ... = N—1)@i—1 — Ni(i41) Git1 — - - - — Aig . (I
Entéo colocando (I) na forma matricial, temos que,
b1 1-— )\11 N *>\1t al
bt _)\tl e 1-— )\tt Q¢
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Seja A = (), entdo:

a1 bl
-n| | =

at by

Sera suficiente mostrar que (I — A) é invertivel, pois assim temos que:
a = (I —A)~!.b, ou seja, cada a; é combinagao linear de elementos de B e
consequentemente, cada a; € B.

Mostremos que det(I — A) é invertivel em R. Observe que:
det(I — A) =1 — (soma de produto de elementos dem) =1— A =14 (=),

onde A € me (—\) € m. Mas, por hipotese, 1 4+ (=) é invertivel em R, isto &,

det(I — A) é invertivel em R. |

Observacio 17. Uma vez que Fy, = m,*, segue em particular que, o submédulo
de &,, Fy é finitamente gerado, para todo k. Porém este fato nem sempre
ocorre, isto é, nem todo submoédulo de &, é finitamente gerado, o que faz de

&, um anel ndo Noetheriano. A seguir mostraremos que, o subméodulo de &,,
o0

m,>* = ﬂ mnk, ndo é finitamente gerado.
k=1
o0
De fato, suponha por absurdo que m,*° = ﬂ m,”* ¢ finitamente gerado.
k=1

J& temos que &, é anel comutativo com unidade 1 (1 : R® — R tal que
1(z) = 1), e que m,, & um ideal em &, tal que 1 4+ f & invertivel, para todo
f € my (pois (1 + f)(0) = 1(0) + f(0) =1+ 0 =1 # 0), logo, considerando

o0
A =m,>* e B = {0}, como m,* C m,,Vk > 1 temos que A = ﬂ me* C my,
k=1
consequentemente, A C B + m, A.

Sob estas condi¢oes pelo Lema de Nakayama, segue que, A C B, isto &,

m,* C {0}. Consequentemente, m,*>* = {0}, o que é absurdo.

Seja M um &,,-mdédulo e seja I C M um &,,-submédulo, note que, em parti-

cular, I pode ser visto como um subespaco do espacgo vetorial real &,.
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.. . - . ~ M

Definicdo 18. A codimensao de I, denotada por codI é a dimensao de T
M

Dizemos que I tem codimensao finita em M se o espaco quociente T tem

dimensao finita, isto é, namero de geradores finito.

Proposicdo 19. Sejam M um &,- mddulo livre finitamente gerado (ou En—
mddulo) e I C M um submddulo. Entao I tem codimensdio finita em M se,
e somente se, existe um inteiro k > 1 tal que mp* - M C I (ouwk - M CI).

Prova: (=) Considere a seguinte sequéncia:

I+MDI4+my-MDI4+m2 MDI4+m> MD---DI+m,* MD---D1I.

Consequentemente,
M M M M M
C - CCrr—F—=C - C— (¥
I+M ~IT+my- M~ IT+m,2- M I+myk - M I

Tomando as dimensoes,

di M < < di M < < di M
im im| ——— im—.
I+M)— - IT+myk-M) — - I

Cada inclusdo estrita na sequéncia (*) tem uma contribui¢cdo > 1 na codi-

mensio de I. Como a codimensio de I ¢é finita, existe k > 1 tal que I+m,*-M =

I +m,*1. M. Por outro lado,

m McIl+m? M=T4+m,""  M=T+m, m,* - M —
my" M T +my-my* - M.

Portanto, nestas condicoes, pelo lema de Nakayama segue m,*- M C I, para
algum inteiro k.

(<) Por hipétese, existe k tal que m,* - M C I, consequentemente,

M M
- Cc——,
I —m,k- M

M
logo, dim T < dim . Mas M é um &£,—moébdulo livre finitamente gerado,

mpyk - M

ou seja,

M=E, - &,
—————

s—parcelas
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desta forma,

M Lo 8é, ~ &n @...@5"
myF M o mE (e @) myk myk’
M & &
o que acarreta, dim ———— = dim —— + - - - + dim —=. Mas como j4 obser-
mpk - M my* my*
M &
vado, dim — < oco. Portanto, dim — < dim ——— = sdim — < o0, ou
myk I~ myk - M m,F
seja, cod I < oo. ]

Observacao 20. Da demonstragio anterior podemos também concluir que cod I

é finita se my,*M C I + m, 1 M.

Definicao 21. Seja k = 0,1,2,3,.... A k-ésima codimensao de I ¢é definida

por
I+M
dim —— k=0
1m]+mn-M’ se
cody I := i
I -M
dim —— M se k>1

m M
I+wmyk+l. M7 -

Proposicdo 22. Sobre as hipéteses da proposi¢io 19 uma condi¢io necessdria
e suficiente para I C M ter codimensio finita em M € que, exceto para um

nudmero finito, codg I seja igual a zero, e neste caso
codl =codgl +cody I+...

Prova: (=) Supondo que I tem codimenséo finita em M entdo pela proposi¢io
19 existe k > 1 com m,*M C I. Logo, I+m* M=I+m .M, se Zy.
Consequentemente,

I+ m . M " I+m.*- M
= m -————-—-=
I+ m,(kD+1 . 0 I+myk- M

codgy; I = dim 0,

para todo j > k, digamos j = k + s, segue que cod; I = 0. Considerando que
as inclusdes estritas na sequéncia (*) tem uma contribui¢do > 1 na codimensdo

de I ecod; I =0, j =k + s segue que

codl =codgl +cody I+....
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I+m)* - M

_ 5 k —
m 70, entao[+mn M =

(«) Se codx I = 0 temos dim
I+m,Ft. M.

Seja k = min{j € Z,; cod; I = 0,¥l > j}. Comom,* - M C I +m,*- M =
I +my"*t M, ou seja, my® - M C T+ mumy® - M.

Sob esta hipétese, pelo Lema de Nakayama, segue que m,* - M C I e pela

proposicdo 19, isto implica que I tem codimensao finita em M. [ |

Definicao 23. Seja f € &,, logo a@_f € &, o ideal jacobiano é definido por:
Ly

s lof o
fi= axl,...,axn .

af :Rn—)R,$0l—>gf

T T

of
8:01- ’

onde (x0). Logo, se g € Jy entdo g = Zai
i

Definicdo 24. cod f = cod J; = dim %
f

Proposicdo 25. Suponha que o germe f € &, tenha codimensdo finita diferente
de zero. Entao a origem em R™ € um ponto singular isolado de qualquer re-
presentante de f, isto €, existe uma vizinhanga da origem na qual a origem € o

inico ponto singular do representante.

0 0
Prova: Observe que se a—f(O) = 0 entao a fungao derivada parcial a—f é um
X j T

J
elemento invertivel em &,, consequentemente o ideal jacobiano, isto é, Jr =
of of of
Oz’ x0T Oy,
zero, 0 que nao ocorre por hipétese.

> é tal que Jr = &, e isto implicaria f ter codimensao

Por outro lado, como f tem codimensao finita nao nula, existe & > 1 tal que

of of

k k k

e Ty =M  C =, ) I
<:L'1 €T > n f <6$1 axn >gn ( )
Em particular de (I), segue que x%,...,z* sdo combinacdes lineares de

of of . . h_ N\~ Of
8—;“""’%’1%06’:%:j;gja—;pj’gjegn'
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No ponto singular de f todas as derivadas se anulam, entao necessariamente
2% ... 2F também se anulam, consequentemente o ponto singular é apenas a n-
upla 0 = (0,...,0). Este comportamento ocorre em uma vizinhanca da origem.

Portanto, a origem é o tinico ponto singular de f. [

A contrapositiva da proposi¢ao 25 é muito util para descobrir quando um
germe tem codimensdo infinita, ji que para isso basta constatar que a origem
nao é uma singularidade isolada.

A seguir um exemplo dessa aplicagao.

Exemplo 26. Considere o germe f(z,y,2) = y? — 2?22 + 23. As suas derivadas
parciais sao:
of 2 2 of of 2
—(z,y,2) = —2z"z + 327, —(z,y,2) =2 —(z,y,2) = —2zx~,
5 (&Y %) ay( ,2) =2y, oo(2,y,2)
com todas se anulando simultaneamente no eixo z. Assim a origem em R3 nio
é um ponto singular isolado de f, e a proposicao 25 nos diz que f deve ter

codimensao infinita.

Observe que a afirmacao reciproca da proposicao 25 nao é verdadeira, ou
seja, mesmo a origem sendo um ponto singular isolado, pode acontecer do germe
em questao ter codimensao infinita. No entanto, no caso complexo a afirmacao
reciproca é valida. Assim, uma maneira de decidir se a codimensdo de um germe

é finita ou infinita (real) é suficiente decidir no caso complexo.

Exemplo 27. Seja o germe f(x) = z°T!1 com s um inteiro maior ou igual a 1,

temos Jy = (z*) entdo,

& Rl B
COdO f = dlmm—l = dlmw = dlmR{l} =1
= dim <x5> * (z) =dimR{x} =
cody f=d ) T (22) dimR{z} =1
= dim <:CS> + <502> = dimR{z?} =
cody f =d ) dimR{z*} =1
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(@2) + (') = dimR{z* "'} =
cods_1 f = dim @ F (@) = dim R{ =1
o )
codg f=d @) T (%) 0

Portanto, cod f = cody f +cody f+...4+cods_1 f =s.

Exemplo 28. Podemos calcular a codimensdo do germe f(z,y) = 2%y + y*,
temos Jy = (zy, 2 + 4y®), entdo:

codof:dimézl

2

Jr 4+ m,! 2y, 22 + 443 + (z,
codlfzdimLz2 = dim < 92 3y> 2< y>2 =dimR{z,y} =2
Jp+m, (zy, 2* + 4y°) + (22, 2y, )
Jr+m,2 xy, 22 + 4y3) + (22, zy, y?
COdgf:dilegzdim <y2 3y> 3< 2y2y>3
Jp+m, (wy, * + 4y%) + (2%, 2y, 2%y, %)
=dimR{y*} =1
J 3 2y, 2% + 4P) + (23, 292, 22y, P
cod3f=dimLm4:dim <y2 3y> 4< 3 yz 2yy3>4
Jp+m, (wy, 2* + 4y°) + (24, 23y, 2%y?, 2y°, y*)
=dimR{y*} =1
. Jf+m24
COd4f:dlmm
i (zy,2? + 4y°) + (2, 3y, 2%y?, 2y, yh) o
~ T g 2 T4+ (8, oy, PR P g )
codg f =0,Vk >4
Portanto, pelo corolario anterior, cody, f = codg f +cody f + ... = 5.

Exemplo 29. A codimensao do germe g(z,y) = 2® + xy® ¢ 7. De fato, temos

Jr = (32? + y3, xy?), assim,

codg f=1

1 322 + 4, zy?) + (x,
cod; f = dimejLimz = dim (32”497, 2”) + {y)
Jp +m,? (322 +y3, 2y?) + (2%, 2y, y?)

= dimR{z,y} =2
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cod f = dim 20 _ gy (32 H 0N ay") + (% 2y, )
Jp+m,? (322 + 3, wy?) + (2°, 2y?, 2%y, %)
= dimR{xy,y*} =2
cody f — dim 2200 _ g (320 9t o) + (of g aty )
Jr 4+ m,? (322 + y3, wy?) + (x4, 23y, 22y2, 2y, y*)
=dimR{y®} =1
. Jf+m24
dy f = dim 702
cody f im T
g (322 + y3, ay?) + (2, 23y, 2%y?, ay®, y*) AR — 1
R Y R g B dy 32 2 g gy — GmR{yT} =
(322 + y3, wy?) + (2°, xty, 23y?, 22y3, vy, yP)
. Jf +mz5
de f = dim 2F 7 ™M2
cods f im Ty m,0
322 + 3, ay?) + (25, ayt, 2298, 2392, 2y, o
_ dim <:L' yzy> <z zy*, 27y, 2y zyy> _0

(322 43, 2y?) + (26, xy®, 22yt 23y3, wy?, 25y, yF)
codp f =0,Vk >5

Portanto, cody f = codg f +cody f+...=T.

Dado um germe f : (R™,0) — (RP,0) obtemos uma aplicacdo f*: &, — &,
pela formula A — Ao f.

Veja que f* é um homomorfismo de algebra, de fato:

e Aplicagdo linear:
[T(A+aB) = (A+aB)of = (A+af)(f) = Ao f+a(Bof) = f"(A)+af*(B)

o f*(A-B) = f*(\)- f*(B), pois para todo = € R"

ou seja, (\-B) o f = (Ao f)- (B f), portanto f*(A- 8) = f*(A) - /*(B)-
Este homomorfismo f* é chamado homomorfismo induzido por f.

Proposicdo 30. Homomorfismos induzidos por germes tem as sequintes propri-

edades:
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(i) (fog)*=g*of*, ondegc Epn e [ € Enp, quaisquer;

(ii) idgn : (R™,0) — (R™,0) € um germe da aplicagio identidade, entdo
(idgn)* = Idg, ;

(iii) Se h € &, € invertivel entio h* é um isomorfismo e ainda, (h=')" =
(h*) 7

Prova: (i) Temos (fog)"(\) = Ao(fog) = (Ao f)og=g"(Aof)=g"(f*(N) =
(g* o f*)(N\), para todo A € &,. Portanto, (f o g)* = g*o f*.

(ii) Note que (idgn)*(A\) = X oid, mas (A oid)(x) = A(id(z)) = A(z), para
todo = € R™. Logo, (idrn)*(\) = A = Idg, (M), qualquer que seja A € &,, ou
seja, (idgn)* = Idg, .

(iii) A : R™ — R™ ¢ invertivel, entao existe h=1 : R® — R” tal que (hoh™!) =
idgn = (h~1oh).

Pelos itens (i) e (ii):

Idg, = (idgn)* = (ho h™')* = (h™1)" o ¥,
Idg, = (idgn)* = (h™ o h)* = h* o (h™1)*,

ou seja,

(h"H* o h* = Idg, (1)
h* o (h™H* = Idg, (IT)

De (I) temos que h* é injetora e de (II) h* é sobrejetora, ou seja, h* é
bije¢io e consequentemente h* é um isomorfismo. Ainda de (I) e (II), segue que
(b1 = (h*)~". n

Proposicdo 31. Um germe f : R" — R"™ € invertivel se, e s6 se, f* : £, — &,

€ um isomorfismo.

Prova: (=) Item (iii) da proposi¢do anterior.
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(<) f* é um isomorfismo, logo f*(m,) = m,. De fato, seja A € m, =

n
(1,...,2n) entdo A = Zgixi, com g; € &,. Logo,
i=1

TN = f (i =1"giw;) =i = 1" f"(9:) =i = 1"z,
onde h; = f*(g;) € &,. Portanto, se A € m,, entdo f*(\) € my, ou seja,

fr(my) Cmy. (i)

n
Por outro lado, seja A € my = (21,...,2,) entdo A = Zgixi, com g; € &E,.
i=1
Mas f* é isomorfismo, logo existe h; € &, tal que f*(h;) = g;, assim

i=1 i=1
Consequentemente,
Mo C f*(ma). (i)
Portanto, por (i) e (ii), my, = f*(my,). Identificando x; com a projegao,
temos
friEn— En
z; = fH(w;) =m0 f

onde, (z; 0 £)(x) = 2:(f(@)) = 2:(f1(@), .., ful@)) = fi(), para todo « € R".

Portanto,
(@) = fi. I
Como z; € my, = f*(m,) segue que z; = f*(h), para algum h € m, =

(x1,...,2n), logo, x; = f*(&121+ ...+ & nn), onde & ; € E,. Mas f* é um
homomorfismo de 4lgebras, assim z; = Z [ &) (x)) @ Z £ (& ;) f;- Dai,
j=1 j=1
ri=XNafit o Xinfn, A = (&) € En. (IT)
Derivando (IT) com relagdo a xj, temos:

n a)\i,j ij _ 1, se ZZk .
> ( 9z, 17 +)\i,ja—zk) = { 0 s itk =0k (I11)

j=1
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Tomando = = 0, em (III) temos que

ON; J( ) 9f;(0)

——=[;(0) + A;,;(0) Dy = ik,

=1

entao

ZA,J afﬂ ) =0, Vie{l,...,n}.

Assim, (A;;(0)) (%(k)) = Id, o que implica det (()\i #(0)) (agp (kO))) =1+

0, ou seja, det(A; ;(0)) det (%(0)) £ 0, logo det ( a£;(0 )) £0.
Tk

Entao, pelo Teorema da Funcgao Inversa, segue que f é um difeomorfismo. m

O principal resultado deste estudo é o teorema que esta enunciado abaixo,
pois com ele demonstramos que a codimensao de um germe é um invariante sob

a R-equivaléncia.
Teorema 32. Se os germes f,g € &, sdo R-equivalentes entio cod f = cod g.

Prova: Uma vez que f e g sd@o R-equivalentes segue que existe um germe in-
vertivel h : R™ — R”™ tal que g = f o h. Pela proposicao anterior temos que h
induz um isomorfismo de algebras h* : &, — &,.

0]
A € Jg, qualquer, temos

Observe que h*(Jy) = Jg, de fato, seja — 3
i

dg G(foh)i(a_foh).%ih*ﬁ.%eh*uf).

8:131- 8951 xZ; = 89@ X,

(Jf) e assim temos, J, C h*(Jy).

Agora, sej qualquer. Temos
n -1
of _ 90h S5 (8 pr) P
ox; 8z] T;
j=1
. Jg Oh; 1
*—. h *
D g € ()
Jj=1
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Portanto, g—i (h=1H*(J,) = (h*)7Y(J,) e assim temos Jr C (R*)71(J,).
Logo, h*(Jy) C Jg4 e portanto, h*(J¢) = Jg.
Consequentemente —’; e —Z sdo isomorfos. Portanto, dim J—; = dim A ou
seja, cod f = cod g. [
A contra-positiva do teorema acima é muito utilizada, pois nos diz que se
dois germes tem codimensdo diferente entao eles nao sao R-equivalentes. Nos
exemplos 28 e 29 temos que cod f = 5 e codg = 7, logo f e g nao sao germes
R-equivalentes.
Agradecimentos: Este contetido cientifico é parte do projeto intitulado ‘So-
bre o teorema da funcdo inversa e suas aplicacoes em Teoria de Singulari-
dades’ financiado pela agéncia de fomento FAPESP e vinculado ao projeto
tematico ‘Singularidades, Geometria e Equac¢des Diferenciais’, com a supervi-
sao do Prof. Dr. Marcelo José Saia — Instituto de Ciéncias Mateméticas e de
Computagao-ICMC/USP /Sao Carlos.
Abstract: In this work we show how calculate the codimension of germs from

R™ 0 to R and we prove that this object is R-invariant.

Keywords: map germ, jacobian ideal and codimension of map germ.
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Os Modelos de Montroll, Gompertz e Smith para
Dinamica de Populacoes
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Resumo: Analisamos neste trabalho os Modelos de Montroll, Gompertz e Smith,
comparando as taxas de crescimento intrinseco e os pontos de equilibrio dos

mesmos.

Palavras-chave: Dinamica populacional, ponto de equilibrio, taxa de variacéo.

1 Introducao

H& muito tempo os cientistas de diversas areas procuram ferramentas mate-
maticas para poderem estimar, por exemplo, o crescimento de uma populacao.
O economista e demdgrafo inglés Thomas Robert Malthus foi responséavel pela
primeira tentativa de estimar o crescimento da populagdo mundial. Seu traba-
lho, “An Essay on the Principle of Population as it Affects the Future Improve-
ment of Society”, publicado anonimamente em 1798, usou um modelo baseado
no fato que o crescimento populacional se daria segundo uma progressao geo-
métrica, se ndo fosse controlado, enquanto os meios de sobrevivéncia cresceriam
em progressao aritmética. Lotka e Volterra também se destacaram pelo estudo
de modelos do tipo presa-predador e competicao entre espécies, publicados na
década de 30. O trabalho de Lotka e Volterra trouxe inimeras contribui¢oes
a area e influenciou o trabalho de Kermack e McKendrick (1927) no estudo de
surtos epidémicos.

Muitas criticas foram feitas a estes modelos classicos por ndo considerarem
certas caracteristicas biologicas, como efeitos ambientais, taxas dependentes do
tempo, distribuicao espacial, dentre outros. No entanto, segundo Edelstein-

Keshet[4] “a importancia destes modelos ndo esta no realismo ou na precisdo das
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previsoes, mas em principios e fundamentos nos quais se baseiam: a tendéncia
de sistemas presa-predador oscilarem, a tendéncia de uma competicdo entre
espécies extinguir uma delas, dentre outros”. O modelo malthusiano falha pelo
fato de prever crescimentos populacionais cada vez maiores, o que nao acontece
na realidade. Dessa forma, novos modelos foram propostos modificando a taxa
de crescimento intrinseco da populacao.

Neste estudo daremos énfase na evolucao dos modelos de dinamica populaci-
onal a partir do Modelo de Malthus, comparando-os quando possivel. Podemos
destacar os modelos de Gompertz, Montroll e Smith, ja que o de Verhulst, con-
siderado a extensao mais simples de Mathus, é bastante conhecido na literatura.
Esses modelos levam em conta o efeito da superpopulacao, considerando que a

taxa de crescimento intrinseco nao é uma reta.

2  Os Modelos Cléssicos: Malthus e Verhulst

Segundo Malthus, o crescimento populacional se daria por uma progressao
geométrica, enquanto os meios de sobrevivéncia cresceriam em progressao arit-
mética. Traduziremos essa lei em termos de equacoes diferenciais. Considere
P = P(t) o total da populagdo num instante t. Num intervalo de tempo At,
a Lei de Mathus pressupde que o ntimero de nascimentos seja aP(t)At e o nu-
mero de mortes seja SP(t)At, onde « é o coeficiente de natalidade e 5 o de

mortalidade. Assim,
AP

At

Considerando (o — 8) = v e tomando o limite quando At — 0, obtemos
ap _

dt

= (a = p)P(t)

AP (L.1)
A solugédo de 1.1 para P(0) = Py é dada por
P(t) = Pyelo=At, (1.2)

Geralmente, os modelos de dinAmica populacional unidimensionais e den-

sidade-dependentes sdo dados por dP/dt = f(P)P, onde f(P) é chamado taxa
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de crescimento intrinseco da populagdo. No mode-lo de Malthus f(P) = ~, onde
~ é constante. Levando em conta os fatores inibidores (guerra, fome, epidemias,
condigdes sanitérias, ...), o primeiro modelo que incorpora a influéncia da po-
pulagdo na taxa de crescimento foi formulado pelo matemético belga Pierre F.
Verhulst, em 1837. Ele prop6s uma primeira modificacdo na equacao original
de Malthus. O modelo de Verhulst supoe que uma populacio devera crescer até
um limite méximo sustentédvel, dado por

Py = lim P(t),

t—o0
e que a taxa de crescimento intrinseco f(P) depende da propria populagio.
Além disso, essa taxa é decrescente & medida que a populacdo aumenta. Assim,

o modelo de Verhulst é dado por

dP P,—P
— = \P| — 1.
n < — ) (1.3)
onde A >0e
P.,—P
P) =) —=—).
1) =a(F5=E)

P,
O ponto de inflexdo ocorre em ?’O A equacdo (1.3) também é conhecida como
modelo Logistico, e sua solugao, considerando P(0) = Py é

Py

P(t) = (1.4)

P
Py

— 1] e M1
A vantagem do modelo de Verhulst sobre o de Malthus esté principalmente no
fato de incorporar os efeitos da superpopulacio e, consequentemente, P(t) tende

a um valor Py, fixado. Para maiores detalhes, veja Bassanezi (1988)[1].

3 Os Modelos de Montroll, Gompertz e Smith

Outros modelos também levam em conta o efeito da superpopulacao, consi-
derando que a taxa de crescimento intrinseco nao é uma reta. Destacamos aqui
os modelos de Montroll, Gompertz e Smith. Vamos considerar que a populacio

atinja um limite maximo sustentavel, dado por P, = tlim = P(t).
— 00
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3.1 O Modelo De Montroll (1971)

O modelo de Montroll é dado pela equacao diferencial nao linear

dP P\“

— =AP|1— | — A>0 0 1.5

I [(POO)] S0 e a>0, (15)
cujos pontos de equilibrio sio em P =0e P = P, e ) é a taxa de crescimento
relativa quando P ¢ “pequeno”. Quando o = 1 a equacédo (1.5) é simplesmente
o modelo de Verhulst (1.4) e sabemos que o ponto de inflexdo da curva solugao

ocorre em % Para determinar o ponto P,,, onde o crescimento é maximo, é

- . . d’P
necessario analisarmos o sinal de TR dado por

d2P_)\dP1 P\“ P\”
dt2 T dt Py @ Py ’

dP dP
° %>Opara0<P<Poer

Como:

< 0 para P > P;

P\° 1 \*
ol(a+1)<P—> >0paraP<Poo<—> ,

[e%} o+ 1
2
a anélise do sinal de —- nos permite concluir que

dt?
1 \ =

é ponto de inflexao.

Assim, dado P, o valor P, depende somente do parametro «, ou seja, este
parametro é o indicador do ponto de inflexdo da curva solucao.

Observamos de (1.6) que quando « > 0 decresce, P, também decresce e

tende a um valor positivo igual a —= 22 0, 3678 P, isto &,
e

Por outro lado, quando « cresce, o ponto P, tende ao proprio valor P, ou
seja,

lim P, = P.

a— 400
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O modelo de Montroll é utilizado para populagoes que tém comportamento

semelhante ao modelo logistico, mas o ponto de inflexao nio é ?’O

3.2 Modelo De Gompertz

O modelo de Gompertz (1825) utiliza uma taxa de inibicdo da variavel de
estado proporcional ao logaritmo desta variavel. Dessa forma, a taxa de cres-
cimento é alta no inicio do processo e muda rapidamente para um crescimento
mais lento.Em termos de equagoes diferenciais, é dado por:

dP P
— = A\PIln—
dt APIn P’

onde A > 0. Analisando os pontos de equilibrio desse modelo, obtemos os
mesmos do modelo de Verhulst, assim como o seu comportamento assintotico.
Com relagdo ao ponto de inflexdo, obtemos através da equagio

P P, P,
—— =XPh—=2(m—=-1
at? HP(DP )

que ele é dado por

Podemos observar que o ponto de inflexdo desse modelo corresponde ao valor
limiar (o — 0%) do modelo de Montroll. Outra formula¢ao do modelo de
Gompertz é apresentada e analisada em Bassanezi (2002) [2]. Os modelos de

Gompertz sdo bastante utilizados no estudo de tumores sélidos .

3.3 Modelo De Smith

O modelo de Smith é dado pela equacao diferencial nao linear
dP  AP(Px — P)
dt (P +aP) ’
onde \ e a sao constantes positivas. Os pontos de equilibrio do modelo de Smith
sao obtidos considerando ‘fl—f = 0 na equagao acima, ou seja, P =0 ou P = P.
Com relacao ao ponto de inflexao, obtemos através da equacao
?P  NE[PZ —2PP,, —aP?
dt? (Pso + aP?)
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que ele é dado por
P, = Py (

Novamente, o ponto de inflexao da curva solucao depende dos parametros a e Po.

\/H—a—l)_

a

4 Consideragoes finais

A solucao dos modelos aqui apresentados se comportam de maneira seme-
lhante, onde os pontos de equilibrio, que sao as solugoes constantes, sdo os
mesmos. No entanto, o ponto de inflexao da curva solucdo, quando existe, é
diferente para cada modelo estudado. Assim, levando em conta um crescimento
inibido e assintético de uma populacao, outros modelos podem ser construidos
com essas mesmas caracteristicas.

Um novo tratamento vem sendo dado a estes modelos utilizando teoria de
conjuntos fuzzy e modelagem através de bases de regras fuzzy. Esse tipo de
abordagem permite a inclusdo de alguns aspectos de incertezas presentes no
fendmeno, o que nao é possivel através de equagoes diferenciais classicas (Barros
e Bassanezi, 2006) [3].

Abstract: We reviewed in this work the Montroll, Gompertz and Smith models,
comparing the rates of intrinsic growth and the equilibrium points of them.

Keywords: population dynamics, equilibrium point, variation rate.
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Introducao a Teoria das Equacoes Diferenciais
com Retardamento
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Resumo: Neste trabalho introduzimos o conceito de uma equacgao diferencial
com retardamento (EDR), apresentamos uma prova para o Teorema de Existén-
cia e Unicidade de solucéo e definimos estabilidade. Além disso, exemplificamos
algumas diferencas entre a teoria de EDO e EDR.

Palavras-chave: equagoes diferenciais com retardamento, existéncia de solucéo,
estabilidade.

1 Motivagado

Consideremos inicialmente a equacao diferencial
i(t) = z(t — 1) (1.1)

onde t > 0 e x real.

Note que em (1.1), a derivada da funcdo no instante ¢, depende da solu-
¢ao no instante ¢t — 1. Este exemplo é um tipo de equagao diferencial com
retardamento, com retardo igual a 1. Veremos que para este tipo de equa-
¢a0, a determinacao da solucao depende nao apenas do conhecimento da mesma
em um instante inicial ¢y, como no caso de uma equacao diferencial ordinéaria
(EDO), mas sim do conhecimento da solu¢io em um intervalo anterior a tg, o
que implica que a condicao inicial deve ser uma funcao.

Se conhecermos uma funcdo continua ¢ definida em [ty — 1,%¢], podemos
construir uma solugao de (1.1). Para isto, fixemos primeiramente ¢ € [to, to+ 1],
entdo definimos z1(t) = x(to) + /t z(s — 1) ds, onde z(ty) = ¢(to) e x(s — 1) =
¢(s — 1) onde s € [to,to + 1]. K

1Bolsista BAAE
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Em seguida, construimos a solug¢do no intervalo t € [tg + 1,t9 + 2], que é
t

dada por zo(t) =z1(to +1) + / x1(s — 1) ds.
to+1
Procedendo dessa forma, teremos para t € [to + n,to + (n + 1)], a funcao

t

Tnt1(t) = zp(to + 1) + / Tn (s — 1) ds.
to+n

Ou seja, a solucao da EDR (1.1) definida em [tg — 1, 00) é dada por
z(t) = ¢(t), comt € [to — 1,t0] e

z(t) = x;(t) para t € [to+j— 1,to+j] com j=1,2,...

e depende da condicao inicial ¢ dada. Nessa construcao fica claro a importancia

de conhecer a solugao no intervalo [ty — 1,¢g] e ndo apenas no instante tg.

2 Equacoes Diferenciais com Retardamento

Nesta secao definimos uma EDR . geral e introduzimos as notagoes e conceitos
necessarios para estabelecermos o Teorema de Existéncia e Unicidade de solugao
de equacoes diferenciais com retardamento.

Sejam h, H com 0 < h < oo, 0 < H < o0, consideremos o conjunto
Cy ={p € C;|l¢|l| < H}, onde C = C([—h,0],R™) & o espago de Banach das
aplicagoes continuas de [—h,0] em R", com a norma ||| = sup_j,<p<q [(0)],
onde | - | é a norma usual do R™.

Sejam também A, 0 < A < oo e z(t) uma fun¢ao continua em [to — h,to+ A)
com valores em R". Para cada t, com tqg <t < tg+ A, definimos z; como sendo
o elemento de C dado por z:(0) = x(t + 0), para —h < 6 < 0.

Dada z € C([to — h,to + A],R™), ndo é dificil provar que a aplicagdo

Fi[to,t0+A]4)C

t—> x4

é continua.
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Definicdo 1. Seja f(¢, ) uma aplicagdo definida num subconjunto de R x Cy

com imagem em R" a relacao

©(t) = f(t,2) (1.2)
é chamada equagao diferencial com retardamento e denotamos por EDR.

Observemos que quando h = 0, a equacao diferencial com retardamento se

reduz a uma equacao diferencial ordinéaria.

Definicdo 2. Uma fungio x(t), continua em [to —h,to+ A), 0 < A < o0, tg > 0,
¢ uma solugao da equacdo diferencial com retardamento (1.2), se existir a

derivada de z(t) em [to,to + A) e &(t) = f(t,x;) para todo ¢ € [to,to + A).

Em seguida temos a defini¢do de contragdo e o Teorema do Ponto Fixo de

Banach, o qual ser4 ttil na prova de existéncia e unicidade de solucao para EDR.

Definicdo 3. Seja X um espago métrico completo com a métrica d. Uma apli-
cacao f : X — X é dita uma contragao uniforme, se existir uma constante

0 < B <1 tal que d(f(x), f(y)) < Bd(z,y), ¥ x,y € X.

Teorema 4 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja X um espago métrico
completo com a métrica d. Se a aplicacao f : X — X € uma contracdo uniforme,

entdo existe um dnico ponto fizo x* € X de f, ou seja, f(x*) = z*.

Definicdo 5. Dizemos que f(t,p) é lipschitziana relativamente a ¢ em

[0,7] x Cp,, 0 < Hy < H, se existir L = L(r, Hy) tal que
|f(tp2) — f(t, 1) < Lllp2 — @],
para 0 <t <7 e ¢1,p2 em Cp,.

Defini¢do 6. Dizemos que f(t, ) é localmente lipschitziana relativamente
a g em [0,00) x Cp, se f(t, ) for lipschitziana relativamente a ¢ em [0, 7] x Cg,

paraV 7, Hy, 0 <7 <00, 0< H; < H.
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Definicdo 7. Sejam to > 0 e ¢ € Cy, a fungao z(t), continua em [to — h, to+ A)
com A > 0, diferenciavel em [tg,to + A) é uma solugao de (1.2) com fungdo
inicial ¢ em tg se, x; € Cy paraty <t <to+ A, xt, = e &(t) = f(t,x) para
to <t <ty+ A.

Teorema 8 (Teorema de Existéncia e Unicidade para EDR). Seja f(t,¢) con-
tinua e localmente lipschitziana relativamente a ¢ em [0,00) x Cp. Entdo
para qualquer to > 0, 1 € Cy, existem A > 0 e uma fungio x(t) definida

em [to — h,to + A) que é solug¢do de (1.2) com func¢do inicial 1) em to, isto é,

e, = Y. Ainda mais, esta solugio é unica.
Prova: Seja
F = {.T S C([to —h,to+ A],Rn); ||.Z'|| <H,e .T(to + 9) = ’lp(@), —h<06< 0},

onde H; é escolhido de modo que ||¢|| < H; < H e A > 0 a ser fixado conveni-
entemente.

Nao é dificil provar que F' é um espac¢o métrico completo.

Consideremos T, a aplicacdo de F em C([tg — h,to + A],R™), definida por
(Tz)(to +0) =9(0),se —h <0 <O0e

(Tx)(t) = ¥(0) + t f(s,zs)ds, to <t <ty+ A.

to

Vamos mostrar que T, para A conveniente, é uma aplicacao de F' em F.

Para isso basta mostrarmos que ||Tz|| < H;. Notemos que,

to+A
(T)(®)] < [(0)] + / Fls,oa)lds, parato <t <to+ A (13)

to

Temos também que |zs|| = sup_,<g<o |7s(0)| < Hy, paraty < s <to+ A4,

pois ||z|| < H;. Fazendo a restrigio A < 1, obtemos
|f(s,xa)l < |f(s,25) = Fs,0)[ + 1 f(5,0)] < [lws[| L+ | f(s,0)] < LHy + K,

onde K = sup; <, <441 |f(7,0)] e L = L(to + 1, Hy).
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Substituindo em (1.3), segue que
(Tz)(t)| < [(0)| + A[H1L + K], parato <t <to+ A

Por outro lado, como ||9|| < Hy, existe Hs tal que ||¢|| < Hy < Hy, pois R
é arquimediano.

H, — H
Logo |(Tz)(t)| < Hy + A[H\L + K] < Hy, para A = min{l, ——

H L+ K b
Portanto, |Tz|| < H;. Assim T é uma aplica¢do de F' em F, considerando A

dado acima.
Escolhendo agora A nado s6 com a indicagao anterior, mas também com a
. . 1 .
exigéncia A < I vamos mostrar que 7' é uma contracao de F' em F'.

Dados = e y em F, sejam
(Tz)(to +60) = (0), —-h<6<0
t
T2)0) = b0+ [ floadds, to<t<to+A
to
(Ty)(to +0) = (0), ~h<6<0

t
(Ty)(t) Y(O)+ [ f(s,ys)ds, to<t<tg+ A

to

Observemos que para tg — h <t < tg, temos Tz = Ty, assim
[(Tz)(t) — (T'y)(t)| = 0, para to —h <t <to.

Agora analisemos t € [to, to + A], neste caso

t t0+A
(Ta)(t) — (Ty)(t)] < / (s 22) — F(s,y0)lds < / Llws — yslds. (1.4)

Notemos que ||zs — ys|| < ||z — gy, para to < s < tg + A, pois ||xs — ys|| =

Sup_p,<g<o 25 (0) =ys (0)] < supgy_p<i<roral(t) —y(t)| = [[z—yll. Substituindo

em (1.4), temos
(Tz)(t) = (Ty)(t)| < AL||z — yl|, para to —h <t <to+ A.

Logo ||Txz — Ty|| < AL||z — y||, com AL < 1, portanto T' é uma contragao.
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Entao, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe uma e s6 uma func¢ao
r € F tal que
.T(to + 9) =

a(t)

0

)s ~h<0<0
t
O)—i—/f(s,xs)ds, to <t <tyg+ A
to

(
P

Essa fungédo corresponde a solugao de (1.2) com a condicdo inicial z;;, = . =

Exemplo 9. Dado o instante inicial ¢ty = 0, consideremos o seguinte problema

z(t) = x(t _ , ©o = ¥, com ¥(#) = send, para § € [=3T,0]. Notemos

2
que nesse exemplo f(t,¢) = f(¢) = #(—37/2) e portanto esta nas condigdes do
Teorema de Existéncia e Unicidade.

Entao vamos construir de forma recursiva, a sua tnica solucao:

(i) Para t € [0, 37],
¢
x1(t) = x0(0) +/ x(s — 3%T)ds = —cos(t — 3;) = sent.
0

(ii) Para t € [3Z,3n],

2 s

2

¢ ¢
xg(t):xl(g—ﬁ)Jr/ z(s—g—ﬂ)ds:—le/ sen(sf?%r)ds:
37 3
— cos(t — 3;) = sent.

(iii) E assim sucessivamente, podemos estabelecer que a solugao deste problema

¢ dada por z(t) = sen(t), com t € [=3Z, 00).

3
Por outro lado se tomarmos o segundo problema, &(t) = (t - ;), T =

1 = cosb, 0 € [_T?’”, 0], podemos mostrar que a sua soluc¢do é dada por z(t) =

cos(t), com t € [Z3T c0), de forma analoga.

Este exemplo ilustra um dos contrastes entre a teoria de EDO e EDR, pois
para equacoes diferenciais ordinarias, as solu¢oes da mesma equacao, com condi-
¢oes iniciais diferentes nunca se interceptam, diferentemente do que constatamos
acima, onde as funcoes sent e cost se interceptam em infinitos pontos e sao so-

lugoes da mesma EDR.
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3 Estabilidade.

Nesta se¢ao vamos supor que a funcao f de (1.2) seja continua e localmente
lipschitziana relativamente a . Indicamos por z(¢;¢g, ¢) a solucdo de (1.2) cuja
funcao inicial em tg é ¢. Usamos a notagdo z:(to, ¢), para indicar o elemento
de C dado por z(to, ) = z(t + 0;to, ), para 8 € [—h,0]. Vamos supor que
f(t,0) =0, ¥Vt >0, para que a origem seja um ponto de equilibrio de (1.2).

A defini¢do de estabilidade a seguir é dada em relacio ao ponto de equilibrio

x =0 de (1.2).

Definicdo 10 (Estabilidade). Dados ¢ > 0 e tg > 0, existe § = (e, tp) > 0 tal
que ||¢|| <& et > to implicam ||z¢(to, ©)|| < €.

Observacao 11. No caso de uma EDO do tipo & = f(¢,x), com a funcdo f
satisfazendo f(¢,0) = 0, se d(¢,to) puder ser determinado de acordo com a
defini¢do acima para algum to = fp, entdo, d(e,to) poderd ser determinado
para qualquer g > £. Isto se deve ao fato de que a aplicacdo o — z(to, Lo, To)
(neste caso z(to, Ly, zo) indica a solugio da EDO, que no instante g vale zg € R,
calculada em tp) induz um homeomorfismo entre duas vizinhangas de = = 0,
desde que f(t, z) seja continua e satisfaga alguma condigao de unicidade para o

problema de valor inicial.

Para provarmos este fato para EDO, precisamos do resultado abaixo, cuja

prova pode ser encontrada em [1].

Teorema 12. Suponha que f(t,z) seja continua para todo (t,x) € A, onde A
¢ um aberto do R™"*L. Se x(t,tg,z0) com z(ty,to,0) = o € a tinica solugio
de © = f(t,x) em [a,b] com x(ty) = zo. Entio existe uma solucio z(t;s,m) da
EDO dada por & = f(t,x), definida em [a,b] eV s,n suficientemente proximos

a to, Ty € € uma funcdo continua de (t,s,n) em (¢,1o, o).

Agora vamos justificar a observagdo 11.

Se f(t,0) = 0, para todo t > 0, entdo a solugdo nula x = 0 de & = f(¢,x) esta
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definida em [0, 5], com b > 0 e suponha ty € [0, b], entdo existe uma vizinhanga
U(0) de 0 para a qual a solugéo x(t, o, z1), existe para t € [0,b] com z; € U(0).
Entao definimos para cada t,
F, :U(0) — R"
xy — x(t, to, 1)
Ou seja, F; é uma funcdo definida numa vizinhanga de z = 0 que leva cada

r1 € R™ dessa vizinhanca no ponto z(t,p, 1) € R™ Mostremos que F; é

homeomorfismo.
(i) F} é continua, pelo Teorema, 12.

(ii) F; é injetora, pois pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para EDO,
dado 21 € U(0) existe uma tnica solu¢do z(t, %o, 1) e as solucdes de
uma mesma EDO ndo se interceptam. Considerando V = F;(U(0)) entdo
F, : U(0) — V & bijetora.

(iii) Por (ii), existe

F1 v —U(0)

¥ — z(tp, t, %) = 11

Denotemos zo = z(fy, t, z**) para algum z**. Provemos que Ft_1 é conti-
nua em z*. De fato, Ve > 0, 3§ > 0 (garantido pelo Teorema 12), tal que

se |x* — ™| < 4, vale
|-T1 - -T2| = |-T(EOata‘T*) - -T(Eo,t,m**” <€

Exemplo 13. Consideremos a seguinte equagao com retardamento:

3 b(t) =0, 0<t<3nm
x(t) = b(t)x (t - 5#) onde{ b(t) =—cost, 37w <t<3m
b(t) =1, t>3m

Dado uma condigdo inicial ¢ € C ([=3Z,0],R), vamos construir a solucdo:
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i) Para0 <t < %w, temos que:
z(t) =0= z(t) = ¢ = p(0)

ii) Para 3w <t < 3, temos que:

3 3 3
o<t < <t_ o< _ =z
27T t<3r=0<t 27T 3 27T

Assim,

Integrando, obtemos:

iii) Para t € [37r, %ﬂ, temos

:tl~z<t§7r>
2

Note que, x (tf %7‘() = —(0)sent, pois 37 < t < %7‘( = %w <t-— %7‘( < 3m.

Logo por (ii), segue o resultado e portanto
9
x(t) = —p(0) sent, parat € [3m, §7r]

iv) Para t > 3w, temos:
3
o) = { M ent, 155
Observemos que para ty = 0 a condicao de estabilidade é satisfeita, por
outro lado se t = 3w, temos que nossa equagao fica da forma & = z (t - %7‘()
para t > 3w, e assim existe A > 0 de modo que x = ce™ seja solucio para
todo c. Isto significa que, Ace* = ce 72T = X\ = 737 = \e3™ = 1 ¢

geometricamente analisando os graficos de
y=A
Yy = eiAST"
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podemos ver que 3 Ag > 0 tal que g = e~*05 . Portanto, |z(t)] = |¢| e*? — 0o
quando t — oo e em qualquer vizinhanca da func¢ao inicial zero, existe uma
infinidade de fungoes iniciais ¢ de modo que |z(¢;37, )| — oo, com t — oo,
assim a condicdo de estabilidade ndo esta satisfeita para tg = 3w. Portanto
a observacao 11 nao é valida para EDR, ja que mostramos a existéncia de
dois instantes iniciais de modo que para um deles a condicao de estabilidade é
satisfeita e para o outro nao.
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Abstract: In this work we introduce the concept of retarded differential equa-
tions (RDE), we establish the Existence and Uniqueness Theorem of solution

and we define stability. Furthermore we show some differences between ODE
and RDE.
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Distribuicao Gama e Aplicacoes
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Resumo: O estudo da func¢io distribui¢do de probabilidade Gama tem grande
importancia na estatistica e é um modelo de probabilidade muito usado para
tempos de espera, por exemplo, em testes de vida 1til. O tempo de espera até a

“morte” é uma variavel aleatoria que tem, muitas vezes, uma distribuicdo gama.

Como casos especiais da Gama, temos a exponencial que é amplamente em-
pregada em teoria de filas, relacionada a tempo de espera no atendimento e a

distribui¢ao qui-quadrado (x?), muito 1til na inferéncia estatistica.
Palavras-chave: Distribuicdo Gama, Distribuicdo Qui-Quadrado, Distribuicao

Exponencial.

1 Distribuicao Gama

Uma varidvel aleatéria X com funcao distribuicao de probabilidade cuja

funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) f é da forma:

1 -1 5
WCEQ exp # , 0<ax<oo
fz) = 0, caso contrario

é dita ter uma distribuicao gama com parametros « e 5 com «, 5 > 0, onde
I(a) = (a—1)!

De fato,
Ia) = / z* Lexp ¥ dx (1.1)
0

I'(a) é definida acima para algum valor real de «, exceto zero e integrais

negativas. Para integrais positivas faremos a demonstracio:

1Bolsista do Programa de Educagdo Tutorial (PET) - SESu/MEC
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Da definicdo temos para o = 1

NG /000 exp Pdr=—exp|ly=—-(0-1)=1. (1.2)

Para investigar as propriedades da fun¢do Gama resolveremos primeiramente

a seguinte integral por partes:

t t t
/ 2t exp® dr = / udv = vl — / vdu,
0 0 0

u=x dv=exp “dx

com,

du = (a — 1)z 2dx v=—exp

Portanto,

t t
/ z* lexp ™ = —t*texp  4+(a — 1)/ 2% 2 exp® du.
0 0

Usando o Teorema de L’Hopital, (t*!exp~!) se aproxima de 0 quando ¢

tende a 0co. Assim, quando ¢ tende a oco:
Ia) = /000 z* texp ¥ dr = (a—1) /000 2@ D exp™® da. (1.3)
Agora da segunda integral de I'(av — 1) temos
INa)=(a—1I'(a—1) (1.4)

e substituindo « por a + 1 temos

Na+1)=al'(a) = T(a) = @. (1.5)

Por repeticdo do uso de 1.4 segue que

MNa)=(a— 1T (a—1)=(a—1)(a—2)(a—2) =
(a—)(a—2)(a—=3)---3-2-1-T(1) = (a—1)!

j& que por 1.2 temos que I'(1) = 1. Portanto I'(a) = («—1)! se o € uma integral
positiva. -
Tabelas de valores I'(a) sdo disponiveis para 1 < o < 2 e o uso das formulas

1.4 e 1.5 computam I'(«) para algum valor positivo de a.
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Observagao: Para a variavel aleatéria W, o tempo necessario para obter exa-
tamente k trocas (possivel morte), onde k& é um inteiro positivo fixado, a funcéo
de distribuicio acumulada de W é G(w) = Pr(W <w) =1— Pr(W > w).

O evento W > w, para w > 0 é equivalente ao evento na qual a menos que
k mudancas num intervalo de tempo de comprimento w, isto é, se a varidvel

aleatéria X é o nimero de mudancas no intervalo de comprimento w entao

= = (Aw)?* exp~ ¥ N
=0 =0 ’ w ’

Logo, para w > 0,
o k=1l exp—> A k=1 oxp=?
G(w):l—/ 7dz:/ —dz
o (B—=1)! 0 I'(k)
e para w < 0, G(w) = 0.
Agora, fazendo a mudanca de variavel de integracdo na integral que define

G(w) por escrever z = Ay, temos

w )\kyk—l eXp—)\y
—————dy, w>0
G(w) = tA L'(k)
0, caso contrario

Desta forma, a f.d.p de W &

)\kwkfl eXpiAw

) , 0<w<oo

g(w) = G'(w) =

0, caso contrario

1.1 Fungdo Geradora de Momentos

Agora encontraremos a fungéo geradora de momentos da distribuicdo Gama.

Entao,

o 1 —x o 1 —xz(1—pBt)
M(t :/ exp’® z* lex Td:z::/ — 2% lex B dx.
0 0 P ['(a)B~ P o [(a)B P

Podemos definir y = %,t < % ouz = (1%%) e obter

[e’e] L a—1
_ (-5 By _
M(®) /0 T(a)Be <1 —Bt) i
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L a [ 1 _ 1 1
o 30) = () [ g e = (et <5

Agora,

M'(t) = (—a)(1 - Bt) =71 (=B),
M"(t) = (~a)(—a = 1)(1 = ft)"*72(=f)*.
Portanto, para a distribuicao gama temos:
Média: p = M'(0) = af
Variancia: 0% = M"(0) — p? = a(a +1)% — a?3? = o>
A distribui¢do gama ndo apenas é um bom modelo de tempo de espera, mas
uma para muitas varidveis aleatérias nao-negativas do tipo continuo. Como
maneira de ilustrar, a distribuicdo de certas rendas poderia ser modelada satis-

fatoriamente pela distribuicao gama, ja que os dois parametros « e 8 possibili-

tam um grande fator de flexibilidade.
2 Distribuicdo Qui-Quadrado

Vamos considerar o caso especial da distribui¢ao gama em que «a = 7, onde
r & uma inteiro positivo e § = 2. Uma variavel aleatéria X do tipo continuo

que tem f.d.p.

f(z){ L g3 lexpz, 0<:I:<oo“

0, caso contrario
e a funcdo geradora de momentos M (t) = (1 — 2t)72,¢ < % se diz que tem
uma distribui¢do qui-quadrado e qualquer f(z) dessa forma é chamada de f.d.p.
qui-quadrado. A média e a variancia de uma distribuicdo qui-quadrado sdo
p=af = (5)2=rec?=ap® = (5)2%° = 2r respectivamente. Por ra-
z0es nao 6bvias, chamamos de parémetro r o grau de liberdade da distribuicao
qui-quadrado (ou de f.d.p. qui-quadrado). Como a distribuigdo qui-quadrado
tem um papel importante em estatistica e ocorre com frequéncia, a denomi-
namos x2(r) para significar que a varidvel aleatéria X tem uma distribui¢ao

qui-quadrado com r graus de liberdade.
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Exemplo: Se X tem f.d.p.

1 -z
flz) = 7T exp? , 0<£L'<OO,.
0, caso contrario

entdo X & x*(4). Portanto p=4,0% =8 e M(t) = (1 —2t)7%,t < 3.

3 Distribuicdo Exponencial

Agora, consideremos W a distribuicio Gama com o = 1e = L. A f.d.p

w
de W &
_J opexpTH, 0 <w < oo
g9(w) = { 0, caso contrario

onde u é a média e W é chamada de distribuicdo exponencial.

Exemplo: Seja X uma varidvel aleatéria exponencial com méida p = 3. Cal-
cule a) P(3 < X < 6); b) P(X > 6|X > 3). Se u = 3 segue-se que f = % e
portanto a densidade de probabilidade de X:

1 =L
fxla)y=q 5OPTh L=l
0, caso contrario

6
1 -1 -1
a) PB< X <6) = / gexpTz dr = —exp3 7S = —exp ?+exp ' =
3
0,232

<1
( ) _ Px>6) / GO
P(X>6,X>3) _ P(X>6) _
b) P(X > 6|X > 3) = Z5555> = sy = ‘o= - =
/ —exp 7 dr
3 3
_ —dg|
s 13 : ==P __ exp ! = P(X >6|X >3)=exp ! =0,3679
exp~3%l5 exp

4 Conclusiao

A distribuicdo de probabilidade Gama é muito tutil em estatistica, com
grande namero de aplicagoes. Essa teoria nos motiva para o estudo de modelos
estatisticos bem como suas aplicacoes em resolucao de problemas do nosso dia

a dia.
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A Integral de Riemann—Stieltjes e o Espago Dual
de C([a, b))

Victor Simoes Barbosa'
Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: O objetivo deste trabalho é introduzir a integral de Riemann—Stieltjes,
investigar algumas propriedades que essa integral satisfaz e relacioné-la com a
integral de Riemann. Além disso, mostrar a sua importancia para caracterizar
os funcionais lineares continuos sobre C ([a,b]) = {f : [a,b] — R, f continua}.

Palavras-chave: Integral de Riemann—Stieltjes; Espaco Dual; Anélise Funcio-

nal.

1 A Integral de Riemann-Stieltjes.

Consideremos duas fungoes reais «, f : [a,b] — R, « crescente e limitada em
[a,b]. Supondo f uma fungdo limitada, a cada partigdo P = {zo, z1, 22, ..., Tn}

de [a,b], com a =29 < 1 < ... < x,, = b, podemos definir

S(P, f,« ZMAC% e s(Pf « ZmlAal
onde

Aa; = a(z;) — a(zi—1) > 0,
M; = sup{f(z); = € [zi-1, 2]},
m; = inf{f(x);x € [xi—1, z]}

A integral superior e inferior de Riemann—Stieltjes de f em [a, b] com respeito

a « sao definidas respectivamente por:

e
/ fda = i%fS(P, f,a) (1.1)

1Bolsista do Programa de Educagdo Tutorial (PET) - SESu/MEC
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b
/ fda =sups(P, f,«). (1.2)
Ja P

O supremo e o infimo sdo tomados sobre todas as particoes de [a, ).
Segue das definigbes anteriores que se f é limitada, isto é, m < f(z) < M,
entao
m(b_a) < S(Pafaa) < S(Pafaa) < M(b_a’)a
logo
S(P,f,a) < /fda < /fda < S(P, f,0).
Quando (1.1) é igual a (1.2), definimos a integral de Riemann—Stieltjes de f

com respeito a « sobre [a,b] como sendo este valor. Neste caso, dizemos que f

é R—S integravel em relagdo a a.

b
Notacao: / fda.

Observacao 1. Podemos verificar que a integral de Riemann é um caso parti-

cular da integral de Riemann—Stieltjes. Basta tomar a(z) = z em [a, b].

Definicdo 2. Diremos que a particio P* ¢ um refinamento de P se P* D P.
Dadas duas particoes P; e P,, dizemos que P* é um refinamento comum de

P e Pyse P D PLUP;,.
Lema 3. Se P* € um refinamento de P, entdo:

Prova: Para provarmos a primeira desigualdade, suponhamos de inicio que P*
contém apenas um ponto a mais que P = {xg, 21, ..., 2T, . Seja x* tal ponto, e
suponhamos que x;_1 < z* < x;, onde z;_1 e x; sao dois pontos consecutivos

de P. Coloquemos

wy = inf f(z) em [x;—1,27],

wg = inf f(z) em [z*, x;].
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Claramente w1 > m; e wy > my, onde
m; = inf f(.%') em [-Ti—l, $i] .

Sabendo que

s(P*, f,a) = mi(a(z1) — azo)) + ma(a(r2) — 1)) + -+
+wi(a(z”) — a(z; — 1)) + wa(a(z;) — a(@™)) + -

+ my (a(z,) — a(zn-1)) .

e que

s(P, f,a) = mi(a(z1)a(zo)) + ma(a(z) — 1)) + -+

+mi(e(@i) — alz; — 1)) + -+ mn (a(@n) — (@n-1)),

segue que

S(P*afaa) _S(Pafaa) =
= wia(zr") — a(@i—1)] + wa[a(z1) — a(2”)] — mufa(z;) — alzi—1)] =
= (w1 —my)[a(z”) — a(zi—1)] + (w2 — my)[a(x;) — a(z™)] >0

= s(P*, f,a) > S(P, f, ).

Se P* contém k pontos a mais que P, nos repetimos este procedimento para k
pontos e obtemos o resultado. A demonstracgio é analoga para a outra desigual-
dade. ]

Teorema 4. f é R-S integrdvel em [a,b] se, e somente se, Ve > 0 existe uma
particdao P tal que
S(P, f,a) —s(P, f,a) < e. (1.3)

Prova: Para qualquer P temos, conforme observado anteriormente, que

s(P,f,Oz)S/fdag/fdaSS(P,f,a),
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assim, (1.3) implica que

0§7fda—/fda§s.

Portanto, se (1.3) for satisfeita para todo € > 0 temos que
/fda = /fda,

Reciprocamente, suponha que f seja R—S integravel e seja ¢ > 0 dado. Entao

ou seja, f é R-S integravel.

existem particoes P, e P tais que
S(Py. o)~ [ fda< 5, (14)
[ fda = sprga) <5, (1.5)

No6s tomamos P como sendo um refinamento comum de P; e P». Entao, o Lema

3, junto com (1.4) e (1.5) nos mostra que

S(P,f,o[)SS(PQ,f,O[)S/de[+%SS(Pl,f,Oé>+€SS(P,f,Oé>+€,

logo a equagéo (1.3) é valida para esta partigao. ]
: 0, 0<a<] o, .
Exemplo 5. Sejam «a(z) = { 2, l<u<1 e f(z) = z?, definida em [0, 1].

Dado € > 0 qualquer, mostremos que existe uma particdo P de [0, 1] como

no Teorema 4. Considere

O=zo <1 <2<+ <z <--- < w9 =

)

—_

1 1
Azx; = o Vi, logo zp = kzﬁ = —. Precisamos encontrar k. Note que:

(i) S(f.P.a) = (%)2[2_01 — 1

(ii) s(f, P,a) = <3i>2[20]2[1i+ ! }

[\]

2 2k 4 2k | 4k2?

Logo,
S(f,P,a) - s(f, P,a) = = — —
A T T
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. 1 o " .
Entao, se ¢ < 7R basta tomarmos k& como sendo o menor inteiro positivo maior

que

1+ +/1—4e
4e ’

1
No caso em que € > 7 Vk > 0 satisfaz. Portanto, dado ¢ > 0, existe uma

particao P tal que S(f, P,a) — s(f, P,«a) < € determinado por k. Assim, existe
1
1
da = —.

Utilizando o Teorema 4, podemos estabelecer algumas propriedades para

a integral de Riemann—Stieltjes:

1. Se f1 e f2 sdo R-S integraveis no intervalo [a, b], entdo:
f1+ f2 € R-S integravel em relacio a «;

cf1 e cfy sdo R-S integraveis com relagdo a a para uma contante c;

/ab<f1+f2>da/abfldw/abfzda;
/abcfda:c/abfda.

b b
2. Se f1 < fo no intervalo [a, b], entéo/ fida g/ fada.

3. Se f é R-S integravel em relagdo a « no intervalo [a,b] e a < ¢ < b entdo:

f & R-S integravel em [a, c] e em [c, b];

/fda-/fda—i—/ fda.

4. Se f é uma aplicacdo R-S integravel em respeiro a « no intervalo fechado

b
[a,b] e se |f(x)] < M em [a,b], entdo |/ fda| < M [a(b) — a(a)].

5. Se f & R-S integravel em relagdo a a; e as, entao:

f & R-S integréavel em relacdo a (a1 + az);

/ fd(oq + ag) / fda1+/ fdas.
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6. Se f & R-S integravel em relagdo a « e ¢ é uma contante positiva, entao:

f é R-S integravel em relacao a caq;

/ab fd(ca) = c/ab fda.

7. Se a < s <b, félimitada em [a,b], f é continua em s e x1 = s < x3 <
b
x3 =b. Entéo/ fda = f(s).

A demonstragio de tais propriedades podem ser encontradas em [1, pg. 128].

2 Odual de C([a,b]).

Em espagos vetoriais de dimensdo finita V' sabemos como caracterizar o es-
paco dual que é o conjunto de todos os funcionais lineares continuos
f:V — K, onde K é o corpo dos escalares. Em particular se {vy,...,v,}

é base de V entao {f1,..., fn} onde
fi(w) = (v,vj), comj=1,2,....n

é base do dual. Entretanto, em espagos de dimensdo finita isso pode nao
ocorrer, para obtermos a caracterizacio dos funcionais continuos em C([a, b)), é

necessario considerarmos o seguinte resultado:

Teorema 6. Se f é continua sobre o intervalo [a,b] entdo f é RS integrivel

em relagdo a o em [a, D).

Prova: Seja ¢ > 0 qualquer. Escolhamos n > 0 tal que [a(b) — a(a)]n < e.
O fato de f ser continua sobre um compacto nos da que f é uniformemente

continua sobre [a, b], entdo existe § > 0 tal que
ztelablels—t|<d=|fz)— fB)] <.

Se P é alguma particdo de [a, b] de tal forma que Az; < §, V i, entdo a equagdo
acima implica que

|f(z) = fO) <M —m; <n
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pois M; — m; = sup{|f(xz) — f(t)|}, onde z, ¢ € [z;—1,x;] e ainda
S(P, f,a) — s(P, f,a) Z (M; —m; Aal<277AozZ
i=1 i=1

nz Aa; = n[a(d) — ala)] < e.
i=1
Portanto, pelo Teorema 4 segue que f é R-S integravel. ]

Logo, a funcgdo que associa cada f € C([a,b]) & sua integral de Stieltjes,

define um funcional linear continuo para toda « limitada e crescente em [a, b].

De fato, chame T a aplicacdo T : C([a,b]) — R onde T'(f / fda,
(i) Linearidade:

b b b
T(kf+g):/ (kf 4+ g)da =k fda+/ gda =
= KT (f)+T(9), Vf.g € C([a,b]), k € R.

(ii) Continuidade: Para cada f € (C([a,b]),]| |lo) (norma do sup), pelo Teo-
rema 6 f é R-S integravel com respeito a a, logo (1.1) = (1.2), e como « é

limitada, |a(x)| < M, Vo € [a,b]. Assim

ZM Aoy| = Z (o) — a(z; —

1f12Ma = c| fI| =

n

> lalzi) = azi)|

i=1
b
/ fda

)| < Il

<

<<l

isto &, |T(f)| < cllfl-

Teorema 7 (Hahn-Banach). Seja E um espaco vetorial real e p uma fun¢do
definida sobre E tal que p satisfaz p(Ax) = Ap(x) e p(z +y) < p(x) + p(y); seja
Ey um subespaco vetorial de E e seja go uma forma linear definida sobre Ey e
tal que go(y) < p(y) para todo y € Ey. Entdo existe uma forma linear g definida
sobre E, prolongando go e tal que g(x) < p(x) para todo x € E.

Prova: A prova deste resultado pode ser encontrada em [2, pg. 176]. [
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Corolario 8. Seja E um espago normado, entdo toda forma linear continua f
definida sobre um subespaco Eg de E pode ser prolongada a wma forma linear

continua f definida em E e tal que || f]| = || foll-

Prova: A prova deste resultado pode ser encontrada em [2, pg. 182]. |

O resultado abaixo mostra como é a expressdo de um elemento do dual de

C ([a,b)).

Teorema 9 (Riesz). Dado T no espago dual de C([a,b]), existe uma fun¢do o
de variag¢do limitada em [a,b] tal que para todo x € C([a,b]) tem-se T(x) =

b
/ z(t)da(t) e a variagio de o € igual a ||T|.

Prova: Indiquemos por B ([a, b]) o espaco vetorial de todas as funcoes limitadas
definidas no intervalo [a, b]; munimos este espago com a norma
z € B(la,b]) — ||z]lc = sup |z(?)].
a<t<b

Pelo Corolario 8 do Teorema de Hahn-Banach podemos estender 7' a um
funcional linear continuo em B ([a,b]) e que tenha ainda a mesma norma que
T'; indiquemos por T este funcional estendido.

Para todo s € [a,b] vamos agora definir uma funcéo z; € B ([a,b]): o =0
e para a < s < b definimos

1, a<t<s
xs(t)_{ 0, s<t<b

Para todo t € [a,b] seja «(t) = T(x:), vamos mostrar que « é de variagdo
b

limitada em [a, b], que para todo x € C(]a, b]) temos T'(z) = / x(t)da(t) e que
a variacdo de «, denotada por V]a], é igual a || F||.
Seja P = {a = xg, 21,...,T, = b} uma particdo qualquer de [a, b], temos

n n

Vala] = 3 la(ts) = altioy)| = Y [T (x0,) = T(wy,_,)] =

i=1 i=1

=T (Z(% - %J) =T(an) < T - [l < 1T,

i=1

BICMar, VoruME VII, OuTtuBro DE 2010



A INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTIES E 0 Espa¢o DuaL bE C ([a, b]) 69

pois |a,(t)] < 1 para todo t € [a,b] onde @, (t) = Z (z4,(t) — @4, (t)). Daf
i=1
segue que V[a] < ||T|| e portanto « tem variacdo limitada.
Dado z € C([a,b]) sabemos por um lado que

n

_ z(ti)[a(ts) — ati-1)], i € [ti-1, ],

b
tende para / z(t)da(t) quando n — oo e por outro lado
a

Z z(ti)[at:) — alti-1)] = Z 2(t:)[T(ze,) — T(xe,,)] =
=T ( $(E)[$tl - xtil]) = T(‘T’n)a
onde

n

a(t) =) w(@)[ze, (8) — 2o, (1)),

i=1

e temos que z, tende uniformemente (isto é, na norma de B ([a,b])) para x
quando n tende para infinito, pois, z sendo uniformemente continua, dado
€ > 0,36 > 0 tal que parat’,t” € [a,b] com |[t' —t"| < § temos |z(t')—z(t")| < &,
entdo para toda particdo P com At; < § temos |z, (t) — z(t)] < € para todo
t € [a,b]. Portanto, segue da continuidade de T' que T'(x,,) tende para T'(z). m

Abstract: The purpose of this work is to introduce the Riemann—Stieltjes Inte-
gral, investigate some of their properties and relate it to the Riemann Integral.
Furthemore, to show their importance to characterize the continuous linear fun-

cional on C ([a,b]) = {f : [a,b] — R, f continua}.

Keywords: Riemann-Stieltjes Integral; Dual Space; Functional Analysis.
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