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EDITORIAL

O Boletim de Iniciacao Cientifica em Matematica — BICMat
¢ uma publicacao que se destina a difundir prioritariamente tra-
balhos de iniciagao cientifica em Matemaética que fazem parte de
projetos desenvolvidos por alunos do Curso de Graduagao em Ma-
tematica do IGCE — Unesp — Rio Claro. Eventualmente trabalhos
de Iniciacao Cientifica realizados em outras institui¢dbes poderao
também ser publicados neste Boletim.

O BICMat foi criado em 1998 e nessa época foram publicados
dois volumes; o primeiro no ano de criagao e o segundo em 2000.

Considerando a importéancia da Iniciagao Cientifica para o gra-
duando, e o sempre crescente niimero de projetos desta natureza
desenvolvidos em nossa institui¢ao, resolvemos reativar a publica-
¢ao do BICMat, com ISSN 1980-024X.

Destacamos que a autoria dos trabalhos apresentados no BIC-
Mat é dos alunos. O orientador figura apenas como responsavel
cientifico.

Este Boletim também esta aberto a divulgagao de trabalhos
que nao sejam frutos de projetos de iniciacao cientifica, mas que
sejam de interesse dos alunos do curso de graduagao em Matemé-
tica. Estes trabalhos serao selecionados pelos Editores.

Este ntimero estara disponibilizado eletronicamente na pagina

do Departamento de Matemaética no enderego

www.rc.unesp.br/igce/matematica
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Codigos de Huffman

Adriele Ribeiro dos Santos!

Orientador(a): Prof. Dr. Henrique Lazari

Resumo: O c6digo de Huffman é o modelo classico de um c6digo sem ruido
6timo, com significativa importancia tedrica e em aplicagdes praticas de
métodos de compressao de dados. O presente trabalho consiste de uma
demonstracao detalhada da otimalidade do codigo de Huffman que nao é
comumente encontrada na literatura sobre c6digos. Essa pesquisa foi reali-
zada em materiais bibliograficos e na internet. O objetivo é de apresentar
uma descricao sucinta de codificacao de fonte, entropia e a demonstragao
da otimalidade do cédigo de Huffman como apresentada em ASH. Esse é
um resultado relevante sobre codificagao de fonte que pode ser apresentado

em nivel de iniciagao cientifica.

Palavras-chave: adlgebra; telecomunicagdes; computagao

Definicdo 1. Seja S = {s1,...,s,} uma fonte de informacdo com pro-
babilidades p(s1) = p1,...,p(sn) = pn de ocorréncias das mensagens. A
informacao fornecida pela ocorréncia do evento s; é I(p;) = k-log, (p;) para
algum k € N. Como p; < 1 e desejamos que I(p;) > 0, tomamos k = —1 e

obtemos:

I(ps) = —log, (p1) = logr<1}>

?

para alguma base fixada de logaritmos, é comum tomar base r = 2.

Defini¢cdo 2. Entropia: Seja S = {s1,...,8,} uma fonte de informagao

como acima. A entropia H,(S) de S na base r, ¢ dada por:

n 1
Ho(S) = pi- log ()
i=0 4

1Bolsista PET SESu/MEC



8 Coépicos bE HUFFMAN

que ¢é a média (ponderada pelas probabilidades dos simbolos) de informa-
¢ao recebida por todos os simbolos do conjunto, sendo que a média de

informacao recebida por cada simbolo s; é dado por:

pi - 1(5:) = pi - log(=).

bi

Proposicdo 3. Seja S = {s1,...,s,} uma fonte de informagao com pro-
1
babilidades p(s;) = pi, para i =1,...,n entdo H(S) < log(n). Se p; = —
n
para todo i ou seja, se a distribuicdo de probabilidades € uniforme, entdo:

n

H(S) =Y ~log(n) = log(n)

=1

de onde resulta o

Corolario 4. Seja S = {s1,...,s,} uma fonte de informagao, entao para
qualquer distribuicao de probabilidades dos simbolos da fonte, a entropia da

mesma € limitada superiormente pela entropia da distribuicao uniforme.

Definicao 5. Seja S um conjunto de simbolos formando um alfabeto, di-
gamos, S = {s1,...,8,}. Um coddigo sobre S é uma fungdo do conjunto
consistindo de todas as sequéncias possiveis de elementos de S no conjunto
de todas as sequéncias de algum outro alfabeto X = {z1,...,z,}. Cha-
mamos S de alfabeto da fonte e X de alfabeto-codigo. As sequéncias de

elementos de X sao chamadas de palavras-codigos.

Definicdo 6. Seja S = {s1,...,,} uma fonte de informagdo. O compri-
mento médio de palavras-cédigos ou comprimento médio ponderado de um

codigo C é:
V(C, f) = pi-m
=1

onde m; = comp(f(s;)) é o comprimento (ntimero de caracteres ou digitos)

da palavra-codigo f(s;) e p; é a probabilidade.

BICMaT, VorLuME IX, OutuBro DE 2012



Co6picos DE HUFFMAN 9

Definicdo 7. Se todas as palavras-codigos de um coédigo C tem o mesmo
comprimento, dizemos que C é um cédigo de bloco ou um cédigo de com-
primento fixo. Se C contém palavras-codigo de comprimentos diferentes

entao dizemos que C' é um codigo de comprimento variavel de palavras.

Definicao 8. Dizemos que um codigo C' é unicamente decifravel se cada

palavra-cédigo corresponde no maximo a uma mensagem.

Definicdo 9. Um codigo é dito instantaneo se cada palavra-codigo em cada
sequéncia de palavras-codigo pode ser decodificada tao logo seja recebida

(lida da esquerda para a direita).

Se um co6digo é instantdneo entao ele é unicamente decifréavel, mas a

reciproca nem sempre é verdadeira.

1 Codigos de Huffman

O codigo de Huffman é um codigo de comprimento variavel e tal que
os comprimentos das palavras-cédigo sao inversamente proporcionais as

probabilidades de ocorréncia dos simbolos correspondentes da fonte.

Definicdo 10. Um codigo 6timo é um codigo unicamente decodificavel (de-

cifravel).
Os dois teoremas seguintes sao da referéncia [1].

Teorema 11. Eziste um cddigo instantdneo com comprimentos de palavras

n
miy,..., My se e somente se, y ., 2%” <1.

Teorema 12. Se um cddigo € unicamente decifrdvel entao: Y ., 2,,}” <1

Lema 13. Se C € um cddigo dtimo na classe dos cddigos instantdneos com
probabilidades p1, . . ., pn entao C € dtimo na classe dos cddigos unicamente

decifraveis.

BICMaT, VoLuME IX, OutuBro DE 2012



10 Co6bpicos bE HUFFMAN

Prova: Se C’ é unicamente decifravel e tem comprimento médio menor que
n

C, sejam uf,...,u, os comprimentos de C’ entdo E
i=1
codigo instantdneo C” com o menor comprimento médio de C’ contra a

o <1 e existe um

hipotese de C. L]

Lema 14. Dado C wm cddigo instantdneo, com comprimentos my,...,mg
e comprimento médio m associado com o conjunto de probabilidades p1, ...,
Pk Suponha que os simbolos sejam arranjados em ordem decrescente de
probabilidades e que um grupo de simbolos com a mesma probabilidade €
arranjado em ordem crescente de comprimento das palavras. Entao se C €
um codigo étimo dentro da classe dos cddigos instantdneos, C deve satisfa-
zer as sequintes propriedades:

(a) pi > pr entdo m; < my;

(b) mg—1 = my;

(¢c) entre as palavras-cédigos de comprimento my, deverd existir pelo
menos duas palavras-codigo diferindo apenas no ultimo digito sendo que os

demais sao iguais.

Prova: (a) se p; > pr e m; < my, construimos C’ trocando w; e wy, entao

se m' &€ o comprimento médio de C’:
m' —m = p;-mg +pr-mi — (pi - mi + pr - m) = (pi — pr) - (Mg —m;) < 0.

(b) se pr—1 > pn entdo por (a) my_1 < My S€ Pp_1 = Pp, €Nta0 My_1 <
m,, por hipotese. Assim m,_1 < m, e se my_1 < M, entdo como w,_1
nao é prefixo de w,, eliminamos o tltimo digito de w,, e obtemos um c6digo
melhor.

(c) se ndo acontece, eliminamos o tltimo digito das duas e obtemos um

c6digo melhor. ™

O processo de codificagao de Huffman pode ser descrito como se segue

abaixo: Combinamos dois simbolos mais improvaveis do alfabeto em um

BICMaT, VorLuME IX, OutuBro DE 2012



Co6picos bE HUFFMAN 11

dnico simbolo cuja probabilidade é a soma das probabilidades dos anterio-
res. Passamos entao a codificar um novo alfabeto com um simbolo a menos,
e repetimos este procedimento até restar somente dois simbolos que serao
codificados com 0 e 1. Retornamos pelos passos anteriores, colocando novos
valores 0 e 1 se o simbolo foi obtido da soma de dois simbolos anteriores e
ndo acrescentando nada caso contrario. Ao chegar na fonte original, estes
digitos nos fornecem a codificagdo de Huffman.

O Método de Huffman com as notagoes dos lemas acima combinamos
os dois ultimos simbolos z,—; e z, em um simbolo equivalente z,, ,,—1 com
probabilidade p,, 4+ p,—1 vamos supor que em algum momento construimos
um codigo 6timo Cy para o novo conjunto de simbolos. Construimos um
novo codigo C7 para o conjunto original de simbolos do seguinte modo: as
palavras-codigo de z1,...,x,_o continuam as mesmas de C5 e as de x,,_1
e x, no obtidos adicionado respectivamente 0 e 1 a w,, ,—1 associado a

ZTpn—1 em Co.

Afirmagdo: C) é 6timo para py,...,pg. Se C; nao é 6timo, seja Cf

otimo para z1,...,x, com palavras-codigo wi,...,w) com comprimentos
/ !/ X ! — !/

mi,...,m; entdao pelo lema mj_; = mj, e pelo menos duas palavras de

comprimento m), coincidem exceto pelo altimo digito. (wj,_; e w},) combi-
namos Zy_1 e xj para construir um codigo C4 associado a xj ;1 a palavra
wy, (ou wy_,) com o ultimo digito removido. Vamos ver que: mjH < mo
entao Cy € Otimo. mbh = py-my +- -+ pr—2-m}_o+ (Pr—1+pk)-(m),_; —1)
=p1-my 4+ pr2 s My + Ppr1 My + pr - my, — (Pr—1 + Di)
<pr-mi+...+Pr—2-Mg_2+Pk—1 Mk_1+Pk Mk € COMO My_1 = My, obte-
mos: My < promy+- - +pp—2 M2+ (Pk—1+pk) Mk—1— (Pr—1+DPk) = Mma.
Logo C5 é 6timo.

Exemplo 15. Vamos considerar a fonte de informagao S ={s1, s2, s3, 54, S5}

com perfil de probabilidades

p(s1) =04, p(s2) =02, p(s3)=0.2, p(s4)=0.1, p(s5)=0.1.

Repetindo neste caso particular a construgao feita na demonstragao da

BICMaT, VoLuME IX, OutuBro DE 2012



12 Co6bpicos bE HUFFMAN

otimalidade do Codigo de Huffman, montaremos a arvore de codificagdo de
Huffman e a partir da atribuicao de valores binarios nos diversos niveis da
arvore, percorrendo o caminho inverso construiremos a codificagao da fonte

de informagao S.

51 04— 0.4 0.6 ——0
52 0.2 0.2 %

53 0.2 0.2=—=0 02=—1

54 0.1 =—=0 02=—=1

53 0.1=—=1

Desse modo, s; = 00, s5 = 10, s3 = 11, s4 = 010, s5 = 110 Assim
podemos calcular a entropia e comprimento médio:
1
0.4
0.2- log(o—) +0.1 - log(

)+0.2- log(i)
1
0.1
)

Hy(S) =04 -log(—

1
1-1
) +0. Og(m)

1
1 1 1 1

+ 15 +log( ) + 15 - og() =
10 % 10 %

—_
\»—t‘»—li\g =

—I— — - log(

5

1 1
5 )+ - - log(t
5

-log(5)
5

2 5
2 log(Z
og(2

F log(5) + — - log(10) + — - log(10) =

10 10
=log(5) — -

5
1 1
.1 -
)+ £ log(5) + =

22

V(C.f)=04-2402-24+02:240.1-3+0.1-3 = 75 =22.

BICMaT, VorLuME IX, OutuBro DE 2012



Co6picos bE HUFFMAN 13

Agradecimentos: PET SESu/MEC

Abstract: The Huffman code is the classic model of a code without great
noise, with significant theoretical importance and practical applications of
methods of data compression. This work consists of a detailed demonstra-
tion of the optimality of the Huffman code that is not commonly found in
the literature about codes. This survey was conducted in bibliographic ma-
terials and the Internet. The goal is to present a brief description of source
coding, entropy and the demonstration of optimality of the Huffman code
as presented in ASH. This is an important result on source coding that can

be presented in scientific initiation level.

Keywords: algebra; telecommunications; computation
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Conjunto de Cantor e Propriedades

Cristiano dos Santos

Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: Neste trabalho apresentamos um breve relato sobre a vida de
Georg Cantor e suas contribui¢oes para o desenvolvimento da matemaética;
introduzimos o importante conjunto de Cantor e suas propriedades que
estao relacionadas ao conceito de medida nula e cardinalidade.

“Ninguém nos expulsard do paraiso que Cantor criou para nds.” (Hilbert)

Palavras-chave: conjunto de Cantor; ndo enumeravel; medida nula

1 Georg Cantor (1845-1918)

Cantor nasceu em S. Peterburgo, mas a maior parte de sua vida ele
passou na Alemanha. Georg se interessou fortemente pelos argumentos
sutis dos tedlogos medievais sobre a continuidade e o infinito, e isso contri-
buiu para que nao quisesse seguir uma carreira mundana em engenharia,
como seu pai sugeria. Em seus estudos de Zurique, Géttingen e Berlim
0 jovem consequentemente concentrou-se em filosofia, fisica e matematica,
programa que parece ter estimulado sua enorme imaginagao matematica.
Doutorou-se em Berlim em 1967 com uma tese sobre teoria dos nimeros,

mas suas primeiras publica¢ées mostram atragdo pela analise. Suas con-

15



16 ConNJuNTO DE CANTOR E PROPRIEDADES

tribuigbes mais originais centram-se na provocativa palavra “infinito”. Os
incriveis resultados de Cantor o levaram a estabelecer a teoria dos conjun-
tos como uma disciplina matemética completamente desenvolvida, ramo
que em meados do século vinte teria efeitos profundos sobre o ensino da
matematica. Cantor estava entre os matematicos mais notaveis, e certa-
mente mais originais, de sua época; no entanto nao conseguiu uma posigao
profissional de primeiro plano. Passou maior parte de sua carreira na Uni-
versidade de Halle, pequena escola sem reputacao. Em 1884 Cantor sofreu
o primeiro dos esgotamentos nervosos que viriam a reaparecer durante os
trinta anos restantes de sua vida. Acessos de depressao as vezes o levavam
a duvidar de sua propria obra. Quase no fim ele obteve o reconhecimento
de suas realizacoes, mas sua morte em 1918 numa instituicao para doen-
tes mentais em Halle faz lembrar que o génio e a loucura as vezes estéo

relacionados de perto.

2 Definicdes

Definicdo 1 (Conjunto totalmente desconexo). Dizemos que um con-
junto A C R é totalmente desconexo quando para quaisquer z,y € A e
x <y, existir z ¢ A tal que x < z < y.

Definicao 2 (Medida nula). Um conjunto A C R tem medida nula, quando

dado € > 0 existir uma familia enumeravel de intervalos abertos I; tais
que: (a) AC U I, (b) Zg(fj) <&, onde £(I;) =b; —a; é o compri-
j=1 j=1

mento de I; = (a;,b;).

2.1 Cardinalidade

Dois conjuntos finitos X,Y tem o mesmo ntmero de elementos se, e
somente se, existe uma correspondéncia um-a-um f : X — Y. Embora
dizer que dois conjuntos “tem o mesmo ntimero de elementos” nao se aplique

para o caso em que X,Y sdo infinitos, parece natural pensar que dois con-

BICMaT, VorLuME IX, OutuBro DE 2012



ConJUNTO DE CANTOR E PROPRIEDADES 17

juntos infinitos, que estejam em correspondéncia um-a-um, tem o mesmo

“tamanho”. Formalizaremos esta intuicao neste texto.

Definicao 3. Dizemos que dois conjuntos sdo equipotentes, fato denotado

por X ~ Y quando existir uma correspondéncia um-a-um f: X — Y.

Observacao 4. A relagio ~, “ser equipotente a”, entre conjuntos é uma

relagao de equivaléncia.

Para tratar do “tamanho” do conjunto de Cantor, é preciso introduzir os
ntmeros cardinais e algumas propriedades desses ntimeros, que serao dadas

na forma de definigoes.

Definicdo 5. Cada conjunto A esta associado a um ndimero cardinal, de-
notado por card(A), e para cada nimero cardinal a, existe um conjunto A

com card(A4) = a.
Definicédo 6. card(A) = 0 se, e somente se, A = ().

Definicdo 7. Se A é um conjunto finito ndo vazio, isto é, A ~ {1,2,...,k}

para algum k € N, entdo card(A4) = k.

Definicdo 8. Para quaisquer dois conjuntos A e B, card(A) = card(B) se,

e somente se, A ~ B.

Definicdo 9. Sejam A e B conjuntos. Entao dizemos que card(4) <
card(B), quando A é equipotente a um subconjunto de B, mas o conjunto
B nao é equipotente a nenhum subconjunto de A.
Definicao 10. Se A e B sao conjuntos nao vazios, dizemos que:

e card(A) < card(B), se existe f : X — Y injetora.

e card(A) > card(B), se existe f : X — Y sobrejetora.

Exemplo 11. card(N) < card(R).

BICMaT, VoLuME IX, OutuBro DE 2012



18 ConNJuNTO DE CANTOR E PROPRIEDADES

De fato, como o conjunto N é um subconjunto de R, N é equipotente a
um subconjunto de R, N ~ N C R, mas sabemos que o conjunto infinito R

¢ ndo enumeravel. Portanto pela Definicao 9, temos card(N) < card(R).

Definicdo 12. Sejam a e b numeros cardinais. A soma cardinal a + b, é o
namero cardinal card(4A U B), em que A e B sdo conjuntos disjuntos tais
que card(A) = a e card(B) = b.

Segundo Georg Cantor, os simbolos R (leia-se dlefe zero) e ¢ tem sido
usados para denotar, respectivamente, o niimero cardinal de um conjunto
enumeravel e o numero cardinal do continuum significando o conjunto dos

nameros reais. Em outras palavras, card(N) = g e card(R) = c.

Exemplo 13. Ny + Ny = No.

Para verificar esse fato, considere N, e N;, o conjunto de ntimeros na-
turais pares e de nimeros naturais fmpares, respectivamente. Entao, N,
e N; sao subconjuntos de N enumeraveis e disjuntos, e a uniao deles é N.

Consequentemente, pela Definigdo 12, temos:

Rg + N = card(N,) + card(N;) = card(N, UN;) = card(N) = R,.

3 O Conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor é construido por etapas da seguinte maneira:
dividimos o intervalo [0, 1] em trés partes iguais e removemos o intervalo
aberto do meio, Ji; = (%, %) Isto nos deixa com dois intervalos fechados,
I11 e I12; em cada um destes repetimos a mesma operagao, removendo os
intervalos (abertos) do meio Ja; e Jos. Isto nos deixa com quatro intervalos
fechados, Io1, Ia, Io3, Iz4. Assim prosseguimos indefinidamente(como segue
na figura abaixo). O conjunto C' de Cantor é o conjunto dos pontos nao
removidos. E claro entdo que C' é o conjunto que obtemos ao removermos

do intervalo [0, 1] o conjunto J, unido dos intervalos J;.s,

J=U{Jps: r=1,2,...,s=1,...,2" '}

BICMaT, VorLuME IX, OutuBro DE 2012



ConJUNTO DE CANTOR E PROPRIEDADES 19

0 3 3 1
Ill ................................ 112
121 .......... 122 ................................ 123 .......... 124
Lo Lo Iy Iss o Iy Bs . Lar s

A observagao a seguir sera util na prova de que C' é desconexo; e fornece

uma caracterizacao dos elementos de C, quando usamos a base 3.

Observacao 14 (Expansao Ternaria). Os pontos do conjunto de Cantor
tém uma caracterizagdo em termos de sua representagao em base 3. Dado
x € [0, 1], representar x na base 3 (isto é escrever uma expansao ternaria de
x) significa escrever x = 0, z12223 . .. onde cada um dos digitos z,, é igual

a 0,1 ou 2 de tal modo que:

Nao é dificil provar, usando cada etapa da construgdao do conjunto de
Cantor que os elementos de C na base 3 sdo compostos por 0 e 2. Os extre-
mos também sao escritos dessa forma, como por exemplo % =0,0222...,

pois

4 Propriedades

A seguir serdo apresentadas e demonstradas as propriedades que o con-

junto de Cantor possui.

(1) C é compacto.

Prova: De fato, pois C' C [0,1] e é fechado pois J é aberto. ]

BICMaT, VoLuME IX, OutuBro DE 2012



20 ConNJuNTO DE CANTOR E PROPRIEDADES

(2) C nao tem pontos isolados.

Prova: Mostremos que todos os pontos de C' sao de acumulagao, nenhum
sendo isolado. Seja primeiro um ponto p que seja extremo de um dos in-
tervalos removidos. De fato, basta observar que os intervalos que restam
depois da n-ésima operagao de remover intervalos tem todos o mesmo com-
primento 3% Assim, dado qualquer ¢ > 0, tomamos n suficientemente
grande para que 3% < €, logo V.(p) certamente contera o extremo de al-
gum intervalo removido na n-ésima operacdo. Seja agora p € C' um ponto
que nao seja extremo de nenhum intervalo J,.s. Dado qualquer € > 0, existe
algum ponto de C' no intervalo |p, p + €[, do contrario este intervalo estaria
todo contido num dos intervalos removidos e p s6 poderia ser extremo de
um intervalo J,.s, 0 que contraria a hipdtese. Portanto p é ponto de acumu-
lacdo a direita de C'. Analogamente prova-se que p é ponto de acumulacao

A esquerda. [

(3) C & nao enumeravel.

Prova: De fato, se fosse, seus pontos seriam os elementos de uma sequéncia
(cn). Seja I um intervalo fechado, de comprimento menor do que 1, con-
tendo uma infinidade de pontos de C, mas nao cy; seja Iy C I outro inter-
valo fechado, de comprimento menor do que %7 contendo uma infinidade de
pontos de C, mas néo ¢y (isto é possivel porque, como provamos, todo ponto
de C & de acumulagao). Prosseguindo assim indefinidamente, obtemos uma
sequéncia de intervalos fechados e encaixados Iy D Is D --- D I, D -+,
com o comprimento de I,, tendendo a zero quando n — co. Seja p a inter-
secdo desses intervalos. E claro que p é ponto de acumulacio de C, pois
qualquer vizinhanga V. (p) certamente conterd I,, a partir de certo indice
n = N, logo contera infinitos elementos de C'. Mas C' é fechado, portanto
p € C. Por outro lado, p # ¢, para todo n, pois ¢, ¢ I,. Isto contradiz

a hipdtese inicial de que todos os elementos de C' estao numa sequéncia

(Cn)~ u
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(4) C é totalmente desconexo.

Prova: Dados z,y € C com z < y (andlogo y < x). Pela representagao
ternaria, r = Za:jifj ey = Zyj?fj. Como = # y, In € N tal que
z; =y, j€{1,2,...,n—1} ez, < y,. Considere z = sz?fj, com z; =
zj =y j€{1,2,...,n—1} e z, = 1. Logo z ¢ C, pela Observagao 14, e
x < z < y, portanto C é totalmente desconexo (Definigao 1). ]

(5) C tem medida nula.

Prova: Mostremos que C' tem medida nula, ou seja, m(C) = 0. Observe
que no primeiro passo removemos um intevalo de comprimento % do in-
tervalo [0,1], depois removemos dois intervalos de comprimento 3% e em
seguida quatro intervalos de comprimento 3—13 e assim por diante. Como
C C [0,1] entao:

(6) card(C) = c.

Prova: Vale observar que para provar esta propriedade basta mostrar que
existe uma fungao f : C' — [0, 1] sobrejetora (Defini¢cao 10) ja que C' C
[0,1]. Seja « € C entao pela Observagéo 14 = = Zaj3_j onde a; =0 ou
2 para todo j. Seja f(z) = Zbﬂ*j onde b; = 4. A série que define f(x)
é a expansao na base dois de um nimero em [0, 1], e qualquer ntmero em
[0, 1] pode ser obtido desta forma. Portanto f é sobrejetora o que implica
card(C) = c. |

5 Fungéo de Cantor

Vamos examinar a fungdo f da demonstragao anterior. Primeiramente

vemos que se z,y € C e x < y, entdo f(z) < f(y) exceto para os pontos
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extremos dos intervalos retirados. Estendemos f a uma funcdo definida em
[0, 1] fazendo-a constante em cada um dos intervalos retirados e com valor
igual ao valor do extremo do intervalo. Esta fun¢ao estendida é crescente
e como a sua imagem é todo intervalo [0,1] ela ndo pode ter saltos de
descontinuidade e é portanto continua. f é chamada a fun¢ao de Cantor.
Agradecimentos: Agradeco a minha orientadora, Profa. Dra. Marta Cilene
Gadotti, a todo apoio e dedicagao oferecido neste trabalho.

Abstract: In this work we present a short historical report about Georg
Cantor’s life and his contributions for mathematical developing; we in-
troduce the Cantor’s set and its properties which that are related to the

concept of zero measure and cardinal number.

)

“No one shall expel us from the paradise that Cantor has created for us.’
(Hilbert)

Keywords: set of Cantor; not enumerable; zero measure
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Da “Teoria” dos Numeros a Pratica

Diego Marques Mesquita!l
Orientador(a): Prof. Dr. Romulo Campos Lins

Resumo: A Teoria dos Numeros é uma éarea da Matemética de grande in-
teresse na Graduagao. Por um lado, em seus aspectos mais elementares,
ela se relaciona com muito do que é estudado de Matemaética na educagao
bésica, o que permite comparar o tratamento da Matematica escolar com o
tratamento dado na Matematica “superior”. Boa parte do “espirito” da Te-
oria dos Numeros reside na solugao de problemas, solugao que muitas vezes
depende de se perceber padroes e testar conjecturas. Nao tem como falar
sobre teoria dos nameros sem falar de nimeros primos. Na primeira parte
apresentarei dois problemas envolvendo ntimeros primos, um deles que pode
levar a reflexao sobre a distribuicao destes nos naturais. Na segunda parte
apresento e discuto um exemplo de aplicagao da Teoria dos Numeros, o
Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF), um namero que é considerado “o” ni-
mero de identificagdo das pessoas, mais do que RG ou outros. Com isso,
pretendo combinar os dois pontos que nao podem ficar desvinculados: a

teoria e a pratica.

Palavras-chave: teoria dos numeros; CPF; nimeros nao-livres de quadrado;

nimeros compostos

1 Sequéncias de nimeros compostos

Definicao 1. Chamamos de niimero composto todo nimero inteiro > 0 que

possui mais de dois divisores naturais.

1Bolsista do Programa de Educagio Tutorial-MEC/SESu
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Uma forma simples de determinar uma sequéncia utilizando o fatorial

Vamos mostrar que existem sequéncias de inteiros positivos e consecu-

tivos, de tamanho arbitrario, e nas quais todos os niimeros sao compostos.
n

O fatorial de um ntmero natural n > 0 é definido por, n! = Hz
i=1

Claramente n! é divisivel por todos os inteiros de 2 a n.

E a partir de um fatorial podemos gerar uma sequéncia de ntmeros
compostos. O raciocinio é bem simples: ja que n! tem fator comum com o 2,
se fizermos a soma n!+ 2 obteremos um ntimero que também é divisivel por
2 (jaquese2|nle2|2entdo 2| (n!+2)) e é maior que 2, logo é composto.
Com o mesmo argumento, 3 | (n!+3),4 | (n!4+4),5| (n!+5),...,n | (n!4+n).

Com isso, acabamos de construir uma sequéncia de nimeros que sao
compostos, porém construimos uma que contém (n — 1) nimeros compos-
tos. Logo para determinar uma sequéncia de n ntimeros compostos basta

tomarmos a sequéncia:
(n+1)!142, (n4+1)143, (n+1)14+4, (n+1)!+5, ..., (n+1)!4+n, (n+1)4+(n+1)

Perceba que determinamos uma sequéncia de n compostos, mas nao
sabemos se esta a que comeca no menor inteiro positivo possivel. Tome

como exemplo a sequéncia com quatro niimeros compostos:
A4+ +2,(4+D!+3,@d+ 1! +4,(4+ 1)1 +5=122,123,124,125

Sequéncia que obviamente é de niimeros compostos, mas nao é a menor.
Tome como exemplo a sequéncia: 32,33, 34,35. Também é uma sequéncia
de ntimeros compostos e é menor que a anterior.

Este problema nos faz refletir sobre a distribui¢ao dos niimeros primos,
ja que conseguimos achar sequéncias de niimeros compostos de tamanhos

arbitréarios, embora o conjunto dos nimeros primos seja infinito.

Apresentarei agora uma sequéncia bem peculiar, que envolve ntimeros

que nao sao livres de quadrado, ou seja, nameros que possuem pelo menos
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um divisor que é um quadrado perfeito. A funcdo de Mobius esta relacio-
nada a esta classificacao dos inteiros positivos.

Vamos agora mostrar que, de maneira semelhante aos compostos, exis-
tem sequéncias de ntimeros que nao sao livres de quadrado, e de compri-

mento qualquer que queiramos. Utilizaremos o

Teorema 2 (Teorema Chinés do Resto). Sejam mi,mo, ..., my inteiros
maiores que 1, primos entre si dois a dois, isto €, (m;,m;) =1 se i # j.

Neste caso, o sistema de congruéncias

a1 (mod myq)

as (mod my)

8
|

=a3 (mod ms)

x=a (modmy)

sempre tem solugao.

Prova: A demonstracao desse teorema pode ser feita via uma construcgao.
Consideremos a solugao S = S7 + S + - -- + Si. O fato de a represen-

tarmos como soma de k parcelas ja expressa nossa intencao de que cada S;

seja = a; (mod m;) e =0 (mod m;) para j # . A construgdo é a seguinte:
Definimos M;, 1 < i < k:

k
[T
_t=1

M; =

m;
Assim, M; ¢ divisivel por todo m;,j # . Além disto, como os m’s séo
primos dois a dois,
(Mi,m;) =1

de modo que M; tem inverso multiplicativo M/, (mod m;). Agora defini-
mos

Sz' = CLZMZM;
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para 1 <1i <k, e, finalmente,

S=5+S8+- -+
= alMlM{ +a2M2M§ —+ .- <F(J,]€.Z\4k]\4']/c

E simples verificar que
a; MM, =a; x0x M =0 (mod m;)
para j # i (ja que m; | M;), e que
a;M;M! =a; x 1 =a; (mod m;)
ja que M/ é o inverso multiplicativo de M;, (mod m;). ]

Assim, determinemos, como exemplo, uma sequéncia com trés niimeros

nao-livres de quadrado.

x =0 (mod 2?)
r—1 =0 (mod 3?)
r—2 =0 (mod 5?)
3 3 3
[Im [[m [Lm
My =L =295 My=2L _ —100, M;y=2=L— =36

E por conseguinte,
225M; =1 (mod4)= M; =1 (mod4)
100M5=1 (mod 9)= Mj=1 (mod 9)
36M5 =1 (mod 25) = M} =16 (mod 25)

Logo a solugao do sistema é dado por:

S=0x225x141x100x1+2x36x16 (mod 900)=
S=1252=352 (mod 900)
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Portanto uma sequéncia de 3 ntimeros nao-livres de quadrado pode ser
352,351,350

Assim como acontecia com as sequéncias de compostos, esta demonstra-
¢ao de existéncia nao garante que vamos encontrar a “menor” sequén-
cia de numeros livres de quadrado. Na verdade, este é um problema
em aberto! Computacionalmente, foram encontradas as menores destas
sequéncias para tamanhos até 18, mas néo acima disto (www.marmet.org/
louis/sqfgap).

Note que também poderiamos determinar uma sequéncia de niimeros
compostos utilizando o Teorema Chinés do Resto, bastava tomar o sistema

com modulos primos.

2 O Cadastro de Pessoa Fisica — CPF

O ntimero de CPF de uma pessoa é constituido de 11 digitos, sendo um
primeiro bloco com 9 algarismos e um segundo com dois algarismos, que
sao digitos de controle ou verificagao.

O nono digito (da esquerda para direita) corresponde a regido do brasil
onde o CPF foi feito. A saber:

0 : Rio Grande do Sul; 1 : Distrito Federal, Goias, Mato Grosso, Mato
Grosso do Sul e Tocantins; 2 : Amazonas, Pard, Roraima, Amapa, Acre e
Rondénia; 3 : Ceara, Maranhao e Piaui; 4 : Paraiba, Pernambuco, Alagoas
e Rio Grande do Norte; 5 : Bahia e Sergipe; 6 : Minas Gerais; 7 : Rio de
Janeiro e Espirito Santo; 8 : Sao Paulo; 9 : Parana e Santa Catarina;

O décimo digito (que é o primeiro digito verificador) é o resultado de
uma congruéncia médulo 11 de um namero obtido por um algoritmo com
o primeiro bloco de algarismos.

Seja ajasazagsasagaragag a sequéncia formada pelos 9 digitos, devemos
multiplicé-los, nessa ordem, pela base {1,2,3,4,5,6,7,8,9} e somar os pro-
dutos obtidos. Se a soma obtida é S, entao o décimo digito a;g é dado por

S —ajp =0 (mod 11). Note que tal ntimero sera o proprio resto da divisdo
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por 11. A determinacao do segundo digito verificador é feita de modo simi-
lar, sendo que agora acrescentamos o décimo digito e usamos uma base de
multiplicacao de 0 a 9. Caso ajp ou a1; forem iguais a 10 consideraremos
como digito o ntimero 0.

Assim, o CPF é constituido por oito “ntmeros aleatérios”, um nimero

prefixado (regido) e dois obtidos dos outros através da congruéncia.

Secretaria da Receila Federal

@ MINISTERIO DA FAZENDA

Nome da Pessoa

Achemos os digitos de controle deste CPF:

2 3 5 3 4 3 1 0 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Efetuando as operagoes correspondentes, teremos:

2X143%x245%x3+3%x4+4x5+3%x64+1x74+0x8+4x%x9=116.
116 =6 (mod 11)

Obtemos agora o segundo digito:

2X04+3x14+5Xx24+3x34+4x4+3x5+1x6+0x7+4%x8+6x9 = 145.
145=2 (mod 11)

Logo o CPF completo é 235.343.104—62.
Discussao

Mas por que multiplicar por esta base? Ou por que multiplicar por

uma base, ndo poderiamos apenas somar e fazer a congruéncia? Por que
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séo dois digitos verificadores? Nao poderia ser apenas um? Por que a soma
dos 11 digitos resulta num ntmero de dois digitos iguais?

Repare que nao necessariamente precisamos multiplicar pela base
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, poderiamos multiplicar por {10,9,8,7,6,5,4,3,2},
efetuar a soma e fazer a congruéncia modulo 11. Caso o resto da divisao
seja menor que 2, o nosso primeiro digito verificador se torna 0 (zero), caso
contrario subtrai-se o valor obtido de 11. E para calcular o segundo digito
utiliza-se a base {11,10,9,8,7,6,5,4, 3,2}, e repete-se 0 processo.

Utiliza-se os multiplicadores e a congruéncia para ser possivel detectar
os erros de digitacao mais frequentes, que sao o erro em um tnico digito
(DS) e a inversao de digitos adjacentes (IDA), que representam cerca de
85% dos erros de digitagao, segundo levantamentos estatisticos. A soma
simples, com congruéncia modulo 11 ja permite detectar DS. De fato, ja
que o valor minimo que um digito pode ter é 0 e o maximo é 9, variando
nove unidades, fazendo a congruéncia mod 11 detectar DS. Agora se erras-
semos dois digitos, apenas a congruéncia nao detectaria, pois poderiamos
ter variado os dois digitos de forma que o nimero continuasse congruente
a zero mod 11.

A importancia dos multiplicadores se deve, além de detectar o erro
DS, na detecgao dos IDAs, ou seja, quando ocorre troca de dois digitos
adjacentes, sendo que se houvesse apenas a soma dos digitos (sem os multi-
plicadores) néo seria detectado o erro. De fato, suponha que o digito a; esta
sendo multiplicado por m, logo o digito a;+1 é multiplicado por (m + 1).
Queremos saber quando nao é detectado o erro ao trocar a; por a;41, em

outras palavras,
ma; + (m+ 1)a;41 = ma;41 + (m+1)a; (mod 11) =
ma; + ma; 1 + ai+1 = ma; + ma; 41 +a;  (mod 11) =
aiv1 =a; (mod 11) = a;y1 = a4,

j& que ambos sao menores que onze.

O que faz todo sentido, ja que para nao ser detectado o “erro” os dois
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digitos devem ser iguais! Observe que o uso dos multiplicadores detecta até
mesmo se houver a troca do nono digito com o primeiro digito verificador.

Se apenas o primeiro digito verificador ja sustenta a validade dos 9
anteriores, qual seria a “utilidade” do segundo digito?

Em buscas ndo achei nenhuma fonte que afirmasse com certeza qual o
proposito do segundo digito verificador, mas durante as discussoes com meu
orientador fizemos uma reflexdo sobre esse item. Concluimos que um mo-
tivo seria dar integralidade ao primeiro digito verificador, j& que o mesmo
tem a importancia fundamental de validar os outros, e seu erro pode impe-
dir a validagao do CPF. Mas esta é apenas uma conjectura nossa; o ISBN,
nimero que identifica livros, usa o mesmo esquema de multiplicadores do
CPF, mas com apenas um digito verificador.

Uma curiosidade que a maioria das pessoas conhecem sobre o CPF é
que a soma de seus digitos resulta em um ntmero de dois digitos iguais,
ou seja, um namero de 0 a 100 que é multiplo de 11. E facil mostrar a
validade dessa curiosidade por meio da construgao do CPF.

De fato, seja a1 as az a4 as ag ary ag ag ayg a1y os digitos do CPF, tal que
a10 = a1 + 2a9 + 3az + 4ay + 5as + 6ag + Tar + 8ag + 9ag (mod 11) e
a11 = ag + 2a3 + 3aq + 4as + Sag + 6a7 + Tag + 8ag + 9a1p (mod 11)

Verifiquemos como ocorre a soma dos digitos na congruéncia moédulo 11.

a1 +az+az+as+as+as+ar+as+ag+ayp+a; (mod11) =
a; +as +asz 4+ aq4 + a5 + ag + ar + ag + ag+
(a1 + 2a2 + 3as + 4ay + Sas + 6ag + Tar + 8ag + 9ag)+
(ag + 2a3 + 3ay4 + 4as + Sag + 6ay + Tag + 8ag + 9ajp) (mod 11) =
= (a1 + a1 + 9a1) + (a2 + 2a2 + as + 18as) + (a3 + 3as + 2a3 + 27az)+
(ag +4ay+3aq + 36ar) + (as + 5as + 4as +45as) + (ag + 6ag + Hag + 5dag)+
(a7+Ta7+6a7+63a7)+ (ag+8as+Tag+72ag)+(ag+9ag+8ag+81lag) (mod 11)
= 11la1+22as+33a3+44a4+55a5+66ag+77a7+88+ag+99a9 =0 (mod 11)

Comprovando, entdo, a validade da caracteristica do CPF.
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Abstract: Number Theory is an area of mathematics that is of great interest
to undergraduate students. On the one hand, in its most basic aspects, it
relates to a lot of the mathematics that is studied in basic school, allowing
one to compare the treatment of school mathematics with the treatment
given in college mathematics. Much of the “heart” of number theory lies in
the solution of problems, solution that often depends on detecting patterns
and testing conjectures. Omne cannot talk about number theory without
talking about prime numbers. On the first part I present two problems
involving prime numbers, which may lead to an initial reflection about the
distribution of prime numbers. On the second part I present and discuss an
example of application of number theory, the Cadastro de Pessoas Fisicas
(CPF), an identification number for Brazilian citizens (similarly to the
Social Security number in the USA). My intention is to bring together two

aspects which should not be left separated: theory and practice.
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Resumo: Neste artigo apresentamos o método utilizado pelo Google a fim
de ordenar os sites gerados a partir de uma pesquisa. A ideia central da
ordenacao é atribuir pontos para um site dado, segundo & quantidade de
links feitos de outras paginas para este site. A péagina apresentada pelo
Google em primeiro lugar é aquela que possui maior pontuagao. Para a
construcao do algoritmo utilizamos alguns conceitos bésicos de Algebra

Linear, tais como autovetor e autovalor.

Palavras-chave: Google; algebra linear; classificagdo de paginas; autovetor

1 Introducédo

Quando um determinado assunto é inserido no Google, nota-se que os
sites relacionados a esta pesquisa estao dispostos em uma certa ordem. A
ordenagao desses sites é dada segundo uma pontuagao que estd vinculada
a quantidade de links feitos entre as paginas da web, isto é, quanto mais
links uma pagina receber das outras paginas, maior serda sua pontuacao.
Para definir o indice de importancia de uma dada pagina na web, tratamos
de escrever o problema na forma matricial e estudamos os autovalores e as
multiplicidades geométricas.

Na secao 2 apresentamos as defini¢oes necesséarias para o entendimento
deste trabalho; na secao 3 introduzimos o algoritmo no caso da multipli-
cidade geométrica do autovalor ser 1; nas segoes 4 e 5, tratamos do caso
em que a multiplicidade geométrica é maior que 1 e por fim, na secao 6,

apresentamos um resultado sobre a construcao do autovetor numa web com

1Bolsista do Programa de Educagio Tutorial (PET)-SESu/MEC
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muitas paginas. Este trabalho é baseado na referéncia [2].

2 Preliminares

Nesta secao definimos alguns conceitos basicos de Algebra Linear, que

serao utilizados na construcao do algoritmo de classificacao das paginas.

Definicao 1. Seja T : R® — R™ uma transformagao linear. Um escalar
A € R é chamado autovalor de T, se existir um vetor nao-nulo v € R™, para

o qual

T(v) = Av.

Todo vetor nao nulo que satisfaz essa relagao é chamado um autovetor
de T associado ao autovalor X\. O conjunto V) (T) = {v € R™; T(v) = Av} é
um subespago de R"™, chamado autoespaco associado a A. A dimensao de

VA(T) é chamada multiplicidade geométrica do autovalor A.

Observacao 2. A defini¢do 1 pode ser dada para uma matriz quadrada A,
j& que sempre podemos construir a matriz da transformagao. Os conceitos

e resultados sobre a matriz da transformacao podem ser encontrados em [1].

Definicdo 3. Se A = (a;;), a;; € R é uma matriz n x n e I é a matriz

identidade, definimos o polindémio caracteristico de A como sendo:
Py(N) = det(A — AD).

Entao os autovalores de A s@o os valores de A que satisfazem Py (\) = 0.
E os autovetores associados a um certo autovalor A, sdo os vetores v € R"

que satisfazem (A — AI)v = 0.

Definicao 4. Uma matriz quadrada é uma matriz coluna estocéastica quan-
do todas as sua entradas sao nao negativas e a soma das entradas em cada

coluna é 1.
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Defini¢do 5. Uma matriz M = (M;;) quadrada de ordem n é positiva se

Mij > 0, Vi,j€{1727...7n}.

3 Algoritmo

O Google organiza os sites segundo uma pontuacao e a ideia central na
atribuicao de pontos para um site dado, esta vinculada & quantidade de
links feitos de outras péaginas para este site.

Chamamos esta pontuagao de indice de importancia, que serd um na-
mero real nao negativo.

Notagao: zj (indice de importancia da pagina k).
Este valor é definido por:
o=y o 1.1
k jEZLk n; ) ( )
onde L € o conjunto dos sites que possuem ligacoes para a pagina k e n;

é o numero de links que saem da pagina j.

Exemplo 6. De acordo com uma pesquisa sobre um determinado tema

inserido no Google, obtemos a seguinte web:

L

2 4

Os quadrados numerados representam as paginas da web e as setas os
links entre elas.
Veremos qual destas paginas o Google classificara como a mais impor-

tante, segundo (1.1).
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Os conjuntos dos links que chegam em cada pagina k, k € {1,2,3,4},

Sa0:
L, =1{3,4}; Ly ={1} Ly =1{1,2,4}; Ly =1{1,2}.

E o namero de links que saem de cada pagina j, j € {1,2, 3,4}, sdo:

Usando a igualdade (1.1), obtemos:

Ty
T = x;;—i-?
Ty
Xro = ?
x T2 T4
a 3 T2t
_ i T2
Ty = 3+2

Essas equagoes lineares podem ser escritas na forma Az = x:

1
0 0 1 3 o 1
1
3 0 0 O T _ T
11 1 = )
11 1 x x
3 2 0 3 3 3
11 4 4
3 3 0 0

onde A é uma matriz quadrada de ordem 4 e x = (1,22, z3,24) € 0 au-
tovetor associado ao autovalor 1 da matriz A. Cada componente x; deste
vetor corresponde ao indice de importancia da pagina i (i € {1,2,3,4}).
Isso transforma o problema de classificacao de paginas em encontrar o au-

tovetor x associado ao autovalor 1 da matriz A.
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De Az =z segue que Az — Iz =0 (A—-1)(z) =0&

1
-1 0 1 - T1 0
2
1
1 1 1 n
- = -1 = 3 0
3 2 2
L L 0 1 0
32 e
Resolvendo este sistema temos,
_n _3n _n
x2 - 3 b .’L'3 - 4 bl x4 - 2 .

Assim,

Vi(A) = {(m % %, ?) 1€ R} = Vi(A) =[(12,4,9,6)],

onde [(12,4,9,6)] indica o espago gerado pelo vetor (12,4, 9,6).
Portanto, todos os autovetores da matriz A que estdo associados ao

autovalor 1 pertencem ao conjunto
{x(12,4,9,6); com o € R}.
Normalizando o vetor gerador segundo a norma

(@)l = o] + -+ [l

1249 6
31’31’3131/

Cada entrada z; deste autovetor representa o indice de importancia do

obtemos

site i. Assim, listamos abaixo a classificagdo de paginas dada pelo Google,

segundo a pontuacao encontrada neste exemplo.
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1°) A péagina 1 com indice de importancia g = 0.387;
2°) A péagina 3 com indice de importancia 3= 0.290;
3°) A péagina 4 com indice de importancia 3= 0.194;
4°) A péagina 2 com indice de importancia 3= 0.129.

Portanto, a pagina 1 é a mais importante, logo, esta serd a primeira

pégina listada na pesquisa.

Note que a matriz A é uma matriz coluna estocéastica e o autovetor
encontrado esta associado ao autovalor 1. Esta matriz sempre tera autova-

lor 1?7 A proposigao a seguir respondera esta pergunta.
Proposicdo 7. Toda matriz coluna estocdstica tem 1 como autovalor.

Prova: Seja A = (a;j)nxn uma matriz coluna estocastica e considere o
vetor w = (1,1,...,1) € R™.

Como A é uma matriz coluna estocastica, segue que
n
E (lijzl, Vj:l,...,n (1.2)
i=1

Lembremos que A e sua transposta A? tem os mesmos autovalores, pois

det(A" — A\I) = det(A — \).

Desse modo, basta provar que A = 1 ¢ autovalor de A! associado ao

autovetor w, isto é, Aw = w. Como

a1 a1 v Apl 1 1 a1 +-tan = 1
aiz A2 0 Qp2 1 1 aiz+ - tap = 1
= =
A1p A2n "+ Gpn 1 1 a1p+- t+ap, = 1
segue de (1.2) que 1 é autovalor para A’. Logo, é também para A. [
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Exemplo 8. Considere, agora, a web com 5 paginas:

1 3
_

2 4

Analogamente ao Exemplo 6, obtemos a matriz

010 0 O
100 0 O
A= 00 0 1 0,5
0 01 0 0,5
0 000 O

T1 = Ta; T3 = T4; x5 = 0.
Logo,
Vi(A") = {(z1,21,23,23,0), 21,23 € R} &
Vi(A") =1(1,1,0,0,0),(0,0,1,1,0)].

Note que a dimensao deste autoespago Vi(A’) é 2. E agora? Qual vetor
devemos escolher para saber qual é a pagina mais importante?

A seguir veremos um algoritmo eficaz para a escolha do autovetor, cujas
coordenadas fornecem a ordenacao das paginas, no caso em que a multipli-

cidade geométrica do autoespago é maior que 1.
4 A Modificagdo da matriz A quando dim Vi (A4) > 1

Seja S uma matriz n X n com todas as entradas iguais a —, em que n
n
é o namero de paginas da web. Segue que a matriz S é coluna estocastica,

ou seja, a soma das entradas de cada coluna é igual a 1.

BICMaT, VoLuME IX, OutuBro DE 2012



40 O autoveETOR DE $ 25.000.000.000

Proposicdo 9. Seja V1(S) o autoespago associado ao autovalor 1 da ma-

triz S. Este espaco vetorial € unidimensional.

Prova: Considere a igualdade Sz = z, onde x = (21, ...,2,), assim
N "
z - =
i 1 Tn Tn
%1‘14--'-—!-%33” = I
. =
iog 4t = oz,
%(x1++l~n) — xr1
: . =
%($1+"~+$n) = In
T+ +xy = NI
. . é
T +--+xT, = nx,
T1 ="+ = Tp.
Logo V1(S) =[(1,...,1)]. Portanto V1(S) é unidimensional. |

A partir das matrizes A e S, definimos a matriz M como sendo a média

ponderada entre A e S, isto é:
M=(1-m)A+mS, (1.3)

onde m € [0,1]. Note que se m = 0, voltamos ao problema inicial M = A.
Por outro lado, se m = 1 temos que M = S. Assim todas as péaginas da web
serao classificadas com o mesmo indice de importancia, ja que o autoespago
Vi(s) =1[(1,...,1)].

O valor m originalmente usado pelo Google é 0,15.2

2A justificativa para o valor de m = 0, 15 est& nas referéncias [3, 4].
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Lema 10. A matriz M dada em (1.3) é uma matriz coluna estocdstica.

Prova: Seja L uma coluna qualquer de M.

1
(1—-m)ai; + m—

L =
1
(1—m)an; + m-—
Entao,
1 n n n 1
Z [(1 —m)a;; + mn} = Zaij - Zmaij + Zmﬁ =
=1 1=1 =1 1=1
n n 1
=1-m i —=1- =1.
Za”erZn l1-m+m=1
=1 =1
Portanto, M é uma matriz coluna estocéastica. [ |

Exemplo 11. Considere agora a seguinte web:

1 3«\

OO

2 4<—J

Repetindo o procedimento do exemplo 6, obtemos a matriz A’:

A=

OO O = O
OO OO -
O = O OO
oo = OO
oo
ot Ot
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Neste caso S é a matriz:

n

Il
Gl = Ol = Ol = Ol ROt =
(S N e e G
Ol = Ol = Ol = Ot = Ot =
Ol = Ol = Ol = O = Ot =
G = Ol = Ol = Ol ROt =

Utilizando m = 0, 15 podemos calcular M = (1 — m)A + mS, logo

0,03 0,88 0,03 0,03 0,03
0,88 0,03 0,03 0,03 0,03
M=1| 0,03 0,03 003 0,8 0,455
0,03 0,03 0,88 0,03 0,455
0,03 0,03 0,03 0,03 0,03

Resolvendo Mx = z, encontramos o autovetor
x = (0.2,0.2,0.285,0.285,0.03) .

Portanto, o Google apresentara as paginas desta web na seguinte ordem:
1°) As paginas 3 e 4 com indice de importancia 0.285;
2°) As péaginas 1 e 2 com indice de importancia 0.2;

3°) A pagina 5 com indice de importancia 0.03.

5 Anélise da matriz M

O objetivo desta secao é demonstrar que a dimensao do autoespago
Vi(M) é 1, lembrando que a matriz M é a média ponderada entre as ma-
trizes A e S, que definimos na segao anterior. Na prova desse resultado

utilizamos duas proposi¢oes que serao enunciadas e provadas a seguir.
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Proposicdo 12. Se M = (M;;) é uma matriz coluna estocdstica positiva,
entao qualquer autovetor em Vi (M) tem todas as componentes positivas ou

todas as componentes negativas.

Prova: Vamos provar por contradigao. Temos pela desigualdade triangular

que
Soul <D il
7 [

para todo y; real. Quando os y; sao de sinais mistos, a desigualdade acima
é estritamente menor.
Seja x € Vi(M), z contém elementos de sinais mistos. Como Mz = x
n
temos z; = E M;;x;, onde M,;;z; somados sao de sinais mistos (desde que

j=1
Mij > O) Entao,

n n
il = > Mija;| <> Myjlay| =
j=1 j=1

n n n

n n n
éZ|5E7|<Z ZMU\IH :Z M;; |xj|:Z|$j‘7
i=1 i=1 \ j=1 1

j=1 \i= j=1

na dltima igualdade usamos o fato de M ser uma matriz coluna estocastica,
n

n n
isto é, ZMM =1paraj € 1,...,n. Note que Z|xl| < Z|zj| é uma

i=1 i=1 j=1
contradicao.
Portanto, = nao pode ter componentes positivas e negativas. [ |

Observacao 13. Sejax = (x1,...,2,) € V1(M). Pela Proposigao 12 temos

que z nao possui componentes de sinais mistos. Se x; > 0 para todo 7 (nem
n
todos os z; sao nulos) entdo x; > 0, segue imediatamente de x; = E M;jx;
Jj=1

e M;; > 0. Do mesmo modo z; < 0 para todo ¢ implica que cada x; < 0.
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Proposicdo 14. Sejam v e w wvetores linearmente independentes em R"™
(n > 2). Para alguns valores «, § € R, nao todos nulos, o vetor x = av+Pw
tem componentes positivas e negativas.
Prova: Por hipotese, {v,w} é L.I., logo v # 0 e w # 0.
n
Seja d = Zvi. Se d = 0 segue que v1 + -+ + v, = 0, isto é, v
i=1

contém componentes de sinais mistos. Escolhendo a =1 e § = 0, implica
v = x. Portanto, x tem componentes positivas e negativas, e o resultado
esta provado.

1 n
Agora, se d # 0, considere o = —gz w; e B =1, e assim

i=1
1 n
T = (—dZwl) v+ w.
i=1
Logo, as componentes de « = (x1,...,2Zy) satisfazem:
1 n
1y = (d Zw7> v+ w
i=1
1 n
Ty = —= ) _ wi|v2 + w2

3...

1
Ty, = <_d 1wi>vn + w,

i=1 i=1 i=1

=1

-
I

Portanto, x possui componentes de sinais mistos. [ |

Agora possuimos ferramentas para demonstrar o resultado abaixo.

Teorema 15. Se M € uma matriz coluna estocdstica positiva, entio Vi (M)

¢ unidimensional.
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Prova: Suponhamos, por contradigdo, que existam dois autovetores line-
armente independente v,w € Vi(M). Seja x € Vi(M) nao nulo, tal que
x = av+ fw, onde «, B € R sao escolhidos segundo a Proposicao 14. Assim
r tem componentes positivas e negativas, isto é, x possui componentes de
sinais mistos. Mas isso é uma contradigao, pois pela Proposicao 12, temos
que, qualquer vetor em V; (M) tem todas as suas componentes positivas ou
negativas.

Portanto V4 (M) nao contém dois vetores L.I.. Logo V;(M) é unidimen-

sional. -

6 Como encontrar o autovetor em uma web com muitas
péginas?

Atualmente, a web contém ao menos oito milhoes de péaginas. Por isso
calcular os autovetores utilizando o método apresentado torna-se inviavel.

A ideia basica para calcular o autovetor ¢ de $ 25.000.000.000 da matriz
M numa web com n paginas é gerar uma sequéncia de vetores que converge
para 0 mesmo.

Para isto, seja up € R™ um vetor positivo qualquer fixado com ||ug|| = 1

e considere a seguinte sequéncia (ug)ren de vetores no R™, definida por

uy = MUO
Uy = Mu1 = M2U0
ug = MUQ = MSUU
U = Muk_l = Mkuo
Lembremos que a norma ||| de um vetor v = (v1,...,v,) em R™ é

definida pela norma da soma, isto é,

n

ol =" Joil = [va] + -+ + [val.

i=1
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Proposicdo 16. Sejam M uma matriz coluna estocdstica e

n
V={ve R";Zvj =0},
j=1
que é um subespago do R™. Entao Mv € V e ||[Mv]|| < c|lv|| para qualquer
v eV, onde

¢= max |1 -2 min M;| <1
1<5<n 1<i<n

n

Prova: Para provar que Mv € V considere w = Mwv, entao w; = E Mijv;e

j=1
n n n n n n
dowi=D Y Miuy =3 v (Y M| = v =0.
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1
n
Note que Z M;; =1, pois a matriz M é coluna estocastica. Portanto,
i=1
w=MvelV.

Mostremos agora que ||Mv|| < ¢||v||, note que

n n n
ol =D ewi =3 i | D Mies |,
i=1 i=1 j=1

onde e; = sgn(w;) (sgn significa o sinal de w;), e que os e; nao sao todos de
n

um mesmo sinal, uma vez que E w; = 0 (a menos que w = 0). E temos
i=1

lwl = v (D eidy ) =D aju;, (1.4)
j=1 i=1 j=1

também

n n

onde a; = E e;M;;. Como e; é de sinal misto e E M;; =1 com 0 <
i=1 i=1

M;; < 1, vemos que

—1<-1+2 m_in Mijgajg].*Q min Mij<1~

1<ign 1<i<n
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Pois, lembremos que
My + Mo+ -+ My =1 (1.5)

el < Mij < 1, entao
n
aj =Y eMij=— (M + -+ M)+ My, 5+ + M, (16)
=1

neste caso suponhamos que k elementos do somatoério acima sejam de sinais
negativos e n—k elementos sejam positivos e por isso introduzimos os indices

i1y ey ks Tkt1s---,0n. Usando (1.5) na igualdade (1.6) temos
aj=— M+ 4+ M)+ 1 —(My; +...+ M) =
aj=—=2(M;;+---+M;,;)+1=
a; < —2 12111_1%1” M;; +1 <1

Novamente, usando
aj =e My +---+e, My; = _(Mi1j+"'+Mikj)+Mik+1j+"'+Minj
por (1.5), segue que
aj=— (1= (Mi,j+ -+ M) + (Mg + o+ M) =
= = _1+2(Mik+1j +'-'+Minj) =
=a; > —-1+2(n—k) min M;; > —-1+2 min M;; > —1.
1<ign 1<ign

Assim,

la;| < |1_21I<nii£nMij| <LVji=1,...,n

Seja ¢ = maxig <n |1 — 2minigign M;j|. Observe que ¢ < 1 e |a;| < c

para todo j. Usando (1.4), temos

n n n n
Mol = [lwll =" ajo; =D agu;| <D lajllvgl < e losl = cflol],
j=1 j=1 j=1 j=1

0 que prova a proposic¢ao. [ |
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Os resultados anteriores sdo ferramentas necessarias na demonstragao
do seguinte teorema, que fornece o autovetor quando tratamos de uma web

com muitas paginas.

Teorema 17. Cada matriz coluna estocdstica positiva M, tem um inico

vetor ¢ com componentes positivas de tal forma que Mq = q com ||q|| = 1.

Entao o vetor q pode ser calculado como q = klim MF*uqg, para qualquer
—00

vetor inicial ug com componentes positivas tais que ||Jug|| = 1.

Prova: Pelo Lema 15 a dimensao de V;(M) é 1, isto &, V1 (M) = [p].
Se p > 0, entao escolha g = H%\I' Agora, se p < 0, tome g = —ﬁ.
Note que ¢ > 0, isto &, ¢; > 0 para todo i € {1,...,n} e

lall =l + - +lanl =1+ +qn = 1.

Seja ug € R™ arbitrario com todas as componentes positivas, tais que
luo|| = 1. Podemos escrever ug = ¢+ v, onde v € V' (V' & um subespago de
R™ definido por V = {v € R" /vy + - -- + v, = 0} como na Proposigéo 16).

Tem-se que M*ug = M*q + M*v = g+ M*v, o que implica

MF*ug — q = M*v. (1.7)

Usando indugao sobre k e a Proposi¢ao 16 ¢ facil ver que || M*v|| < c*|v||
para 0 < ¢ < 1. Logo,

0< ||Mkv|\ < ck||v|| = 0= lim 0 < lim ||Mkv|| < lim ck||v\| =0.
k—o0 k—o0 k—o0

Portanto, lim ||[M*v|| =0 = lim M*v = 0. De (1.7), concluimos que
k—o0 k—o0
lim MF*uy = q. ]
k—o0
Note que o vetor ¢ do Teorema 17 é o autovetor de $ 25.000.000.000,
cujas as componentes indicam a pontuacao de cada site da web. Dessa

forma podemos descrever a ordenagao das péaginas no Google.
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7 Conclusdes

A relevancia desta pesquisa consiste em seu carater multidisciplinar,
sendo portanto acessivel aos alunos de outros cursos, como as Engenharias,
Ciéncias da Computacao, Fisica, etc.

Trabalhando com a referéncia [2], tivemos a oportunidade de estudar
uma aplicagao relativamente simples da Matemaética, mas muito bonita, em
um assunto interessante e importante, sobre o site de pesquisa utilizado
pelo mundo todo, que é o Google.

Agradecimentos: Agradecemos a nossa orientadora Marta Cilene Gadotti e
ao auxilio financeiro do Programa de Educagéo Tutorial (PET)-SESu/MEC.
Abstract: In this paper we present the method used by Google to sort the
sites generated from a research through importance score. The central idea
is to assign points for a given site, according to the amount of links made
from other pages on this site. The page that appears first in Google, is the
one that has highest importance score. To construct the algorithm will use

some basic concepts of linear algebra, such as eigenvector and eigenvalue.

Keywords: Google; linear algebra; ordination of sites; eigenvector
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Moébédulos Livres e Produtos Tensoriais
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Resumo: A Algebra Homologica foi criada originalmente para tratar de
conceitos ligados a Topologia Algébrica. No presente trabalho pretende-
mos introduzir algumas ideias béasicas da teoria dos modulos livres e dos
produtos tensoriais que sdo diretamente aplicados no estudo da Algebra

Homologica.

Palavras-chave: modulos sobre anéis; modulos livres; produtos tensoriais;

algebra homologica

1 Mobdulos livres

Definicao 1. Sejam M um R-modulo, S um conjunto e f : S — M uma
funcao. Dizemos que “M é um mddulo livre sobre S com f” se, e somente
se, para todo R-modulo A e toda fungdo g : S — A, existe um tnico
homomorfismo h : M — A tal que ho f = g, isto &, tal que o diagrama

abaixo comuta.

Exemplo 2. O R-mo6dulo trivial M = {0p} é um modulo livre sobre o
conjunto @ com a fungdo & : @ — {0p/}. De fato, se A é um R-modulo,
entao existe apenas um homomorfismo h : {0p} — A. Claro que h(0p7) =

04. Assim, para todo R-modulo A e toda funcgdo g : @ — A, segue que

1Bolsista FAPESP 2012/04716-8
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g = @ e existe um unico homomorfismo h : {0p/} — A. Naturalmente,

temos que ho @ =g = g.

Proposicdo 3. Sejam M um R-mddulo livre sobre o conjunto S com a
funcao f: S — M. Temos que

(i) Se S=9, entao f=@ e M = {0p};
(ii) f € injetora;
(iii) (im(f)) =M.

Prova: (i) Como f : @ — M, entdo f = &. Suponha que M # {0y} e
sejam g : @ — M e xg € M, com xy # 0p7. Entao, g = @. Considere as
fungoes idys : M — M e Oy : M — M tais que idpy(z) = x e Op(x) =
Oprr, Vo € M. Entao, idys é a funcao identidade de M e Oy, é a fungao nula
de M, ambas homomorfismos. Segue que idp(xg) = 2o # Opr = Opr(x0)
e, portanto, idy; # Oyps. Porém, temos que idpy o f = idpyy 0@ = @ =
g =@ = 0Opo@ = Oy o f. Dessa forma, mostramos que existem um
R-médulo (o proprio M) e uma funcao g : & — M tais que existem dois
homomorfismos distintos (idy e Opr) que satisfazem a comutatividade do
diagrama abaixo, ou seja, M nao é livre sobre &, um absurdo com nossa

hipotese. Logo, s6 pode ser M = {0p}.

f=2

S:@%
V2
g idy

M

(ii) Se S = @, entdo f = &, que é injetora. Se S é unitario, entdo f é
constante, que é injetora também. Suponha que existam sg,s; € S, com
so # s1 € f(so) = f(s1). Considere o anel R como sendo um R-moédulo
sobre si mesmo. Como R é um anel comutativo com unidade e 1 # 0, tome
a fungdo g : S — R tal que g(s1) = 1eg(s) =0,Vs € S\ {s1}. Assim,
g(so) = 0. Como M é livre, temos que existe um tnico homomorfismo
h: M — R tal que ho f = g. Portanto, 0 = g(so) = (ho f)(so) =
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h(f(s0)) = h(f(s1)) = (ho f)(s1) = g(s1) = 1, um absurdo. Logo,
Vso,81 € 5, se sg # s1, entao f(sg) # f(s1), ou seja, f é injetora.

(iii) Como im(f) C @m(f)) C M, seja g : S — (im(f)) tal que
g(s) = f(s), Vs € S. Na teoria de conjuntos, a fungdo g definida, vista
como conjunto de pares ordenados, é a propria f. Porém, como morfismo
da categoria de conjuntos e fungoes, (dom(g)7 cod(g),g) = (S, (tm(f)) ,f) é
igual a (dom(f),cod(f), f) = (S, M, f) se, e somente se, (im(f)) = M, que
¢ exatamente o que queremos mostrar. Para tanto, seja i : (im(f)) — M
a inclusdo, isto &, i(x) = x, Vo € (im(f)). E claro que i o g = f, pois
(iog)(s) = i(g(s)) = i(f(s)) = f(s), Vs € S. Temos que dom(i) =
(im(f)) = im(i) C cod(i) = M. Ficamos com os diagramas

Sg—><im(f)>c—i>M oI
\/ \
iog=f g h
v
(im(f))

Como S~ (im(f)) <M e M ¢ livre sobre S, existe um ftmnico
homomorfismo h : M — (im(f)) tal que ho f = g.

Como 7 e h sdo homomorfismos, entdo ioh : M — M também é homo-
morfismo. Como ja vimos, a funcao identidade idy; : M — M também é

um homomorfismo. Dai, temos o diagrama

E claro que idy; o f = f. Temos também que (ioh)o f =io (ho f) =
iog = f. Portanto, i o h = idy;. Como idp; é sobrejetora, decorre que
i também é sobrejetora. Logo, (im(f)) = im(i) = cod(i) = M, como

queriamos demonstrar. [
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Teorema 4 (Unicidade). Sejam S um conjunto, M um R-mddulo livre
sobre S com f:S — M e N um R-modulo livre sobre S com g : S — N.
Entao, N =2 M e existe um tunico isomorfismo h : M — N tal que ho f = g.

Prova: Por hipétese, existem tinicos homomorfismos j : M — Nek: N —

M taisque jof=gekog=f.

S ! M
i
g "
N
Dessa forma, ficamos com os diagramas
s— 1 n s— % N

i«V iiy
f /oj 9 jok
M N

E claro que idyy, idy, jok e ko j sao homomorfismos e que idy; o f = f e
idy o g = g. Temos também que (koj)of=ko(jof)=kog=feque
(jok)og=jo(kog)=jof=g. Como M élivre, koj =idy. Como N
é livre, j o k = idy. Portanto, j e k sdo isomorfismos, com k = j~!. Basta

tomar h = j. [

Sejam S um conjunto, R um anel e M um R-moédulo. Para todos
f,g € M® etodor € R, definimos f+¢g:S = Mer-f=rf:8—M
de modo que (f + g)(s) = f(s) + g(s) e (r- f)(s) = 7+ f(s), Vs € S.
Também definimos o : M¥ x M® — MS% e p: Rx M® — M? tais que
alf,g) = f+genlr f)=r-f Yfg € M® Vr € R. Pode-se mostrar
facilmente que (MS, (R, +,), a, u) é um (R, +,-)-modulo & esquerda. Di-
remos simplesmente que M* é um R-moédulo. Se S = @, entdo M° = {2}
e0ys =3. Se S # @, entdo @ ¢ M? e o zero de M* ¢ a funcio constante
Oprs = S x {0}, isto &, Oprs = O : S — M é tal que O(s) =0y, Vs € S.

Montamos, dessa mesma maneira, o R-médulo R®, considerando o anel

R como sendo um modulo sobre si mesmo.
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No mesmo contexto, sejam S um conjunto, R um anel e M um R-

modulo. Considere o R-modulo M*° e seja o conjunto
Mg ={fe M®%:(3E C S)(E & finito e f[S\ E] C {0n})},

isto é,
Mg ={f¢€ M5 : S\ f1{0n}] é finito}.

Os elementos de Mg sao as fungdes definidas em S, que assumem valores
em M, os quais sao diferentes de 0j; para, no maximo, um namero finito
de elementos de S. E claro que, se S ¢ finito, entdo Mg = M?F, pois
S\ f71{0a}] & finito, Vf € M®. Note também que, se existe fo € Mg tal
que Ops ¢ im(fo), entdo S é finito.

Se S = @, entdo Mg = M® = {@} = Ms # @. Se S # @, seja fo :
S — M tal que fo(s) = 0pr, Vs €5, isto é, fo é a fungdo nula (constante)
fo=Sx{0p} € M3, Assim, f3 '[{Op}] = S = S\ fo '[{0m}] =S\S =2
é finito = fy € Mg = Mg # @. Segue que Mg # &, qualquer que seja o
conjunto S.

Vamos mostrar que Mg ¢ um R-submodulo de M*. Sejam f,g € Ms.
Entéo, existem F' C S e G C S finitos tais que f[S\F] C {Or} e g[S\G] C
{0p}. Assim, FUG C S, FUG éfinito e, Vy € M, sey € (f+9)[S\(FUG)],
entdo existe s € S\ (FUG) tal que y = (f + g)(s) = f(s) + g(s). Mas,
S\(FUG)=(S\F)\GCS\G=se€S\G=g(s) €glS\G] C {0y} =
g(s) = 0p7. Analogamente, S\ (FUG) = (S\G)\F C S\F = se S\F =
£(5) € FIS\ F] € {0ar} = f(s) = Oar. Dessa forma, y = f(s) + g(s) =
Opr +0ar = 0pr = y € {Opr}. Portanto, (f + g)[S\ (FUG)] C {0y} e,
consequentemente, f + g € Mg. Seja também r € R. Dai, Vz € M, se
z € (r- f)[S\ F], entdo, existe s € S\ F tal que z = (r- f)(s) =7 f(s).
Mas, f(s) C fIS\ F] C {On} = f(s) = On = 2 = 1+ f(s) = 7+ Oag =
Op = z € {Op}. Portanto, (r- f)[S\ F] C {Orp} e, consequentemente,
r-f € Mg. Como f, g e r sdo arbitrarios e Mg # @, segue que Mg < M*,
como querfamos.

Em particular, temos que Rg < R®.
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Seja S # @. Note que, para todo ¢ € R®, todo R-modulo M e toda
funcao g : S — M, temos que ¢(s)-g(s) € M. Além disso, se ¢ € Rg, existe
um conjunto finito E, C S tal que ¢[S\Ey] C {0}. Como S # &, temos que
& ¢ Rse,se By, =0, entdo ¢ = O, em que O : S — R é tal que O(s) =0,
Vs € S, isto &, O = Sx{0}. Nesse caso, temos que ¢(s)-g(s) = 0-g(s) = Oy,
Vs € S. Se Ey # @, existe n € N tal que Ey, = {s1,...,s,}. Segue
que, Vj € {1,...,n}, ¢(s;) pode ser zero ou nao, mas ¢(s) = 0, se s ndo

n
for nenhum dos s;. Denotaremos ) ¢(s;)g(s;) por * > ¢(s)g(s)’ ou por
Jj=1 s€Eg
ST p(s)g(s)’, sem fazer mencao ao conjunto E,. Dessa forma, mesmo a
ses
fungao nula O = S x {0} pode ter um conjunto Eo = {so} C S finito e

nao-vazio (no caso, unitario) tal que O[S\ Ep] C {0} e podemos escolher
qualquer elemento sy € S, dado que S # &, pois ndo é obrigatério que
seja O(sp) # 0 e, no caso, temos justamente que O(sg) = 0. Portanto,
nao iremos considerar o caso de Ey = @, qualquer que seja ¢ € Rg. A
diferenca que queremos salientar é que, por essas consideragoes, se ¢ = O
ou g[Ey] = {0}, entdo %qﬁ(s)g(s) = 0p-

s

Além disso, para qualquer subconjunto finito F' = {t1,...,tx} C S, se
k
Ey C F,entao 3, o(t)g(t) = 3 o(t;)g(t;) = 2. ¢(s)g(s) = 2 ¢(s)g(s),
teF j=1 sEEy seS

pois, Vj € {1,...,k}, se t; ¢ Ey4, entdao ¢(t;)g(t;) = 0- g(t;) = 0 néo
contribui na soma. Por meio de calculos e desenvolvimento das somas,

podemos concluir ;S(qﬁer)(s)g(s) = ;Sd)(s)g(s) + ;Sw(s)g(s). Isso seré

de crucial importancia em nosso préximo

Teorema 5 (Existéncia). Para todo conjunto S e todo anel R comutativo
com unidade, existem um R-mddulo M e uma fun¢ao f : S — M tais que

M ¢ livre sobre S com f.

Prova: Considere R como sendo um R-modulo. Se S = @, entao f = &
e {0} é um R-moddulo livre sobre S com f, como mostrado no exemplo
2. Se S # @, tome o R-modulo Rg. Seja f : S — RS tal que, Vs € S,
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f(s): S — R seja dada, Vt € S, por

1, set=s;
0, set#s.

Primeiro vamos mostrar que im(f) C Rg. Para tanto, seja ¢ € im(f).
Entao, existe so € S tal que ¢ = f(sp). Assim, ¢ é uma fungdo ¢: S — R
tal que

B(1) = [f(s0))(t) = {é . i ; sz

Sejam E = {so} e y € ¢[S\ E]. Entdo, F é finito (unitario) e y = ¢(¢),
para algum ¢t € S\ E =S\ {so} =t # so =y = ¢(t) =0 € {0}. Como y
é qualquer, @[S\ E] C {0}. Portanto, ¢ € Rg. Como ¢ é arbitrario, temos
que im(f) C Rs.

Dessa maneira, f é uma funcao do tipo f : S — Rg. Vamos mostrar
que Rg é um R-moddulo livre sobre S com f.

Sejam M um R-moédulo, g: S — M e h: Rg — M tais que, V¢ € Rg,

h(p) = > @(s)g(s). Vamos mostrar que h é um homomorfismo.

Sejam ¢,1 € Rs e r € R. Temos que h(¢p +v) = Y. (¢ +1)(s)g(s) =
seS

Z¢( )g(s) + Zz/;( )g(s) = h(¢) + h(¢) e que h(r¢) = S%:S(MS)(S)Q(S) =
TZ¢5( )g(s) —Th(¢)

Temos tambem que (ko f)(s) = h(f(s)) = gs[f(S)](t) -g(t) = [f(s)l(s)-
g(s) =1-g(s) = g(s), Vs € S. Dai, ho f = g, ou seja, o diagrama abaixo
comuta.

S—f>Rs

N

Seja w : Rg — M um homomorfismo tal que wo f = g. Note que, V¢ € Rg,

temos que {%:Scb(S) : f(S)] () = > [¢(s) - F(s)I(t) = %aﬁ(S) L)) =

ses
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o(t) - [f(D]() = o(t) - 1 = (1), Vt € S. Portanto, ¢ = > ¢(s) - f(s). Dai,

tes

V¢ € Rg, ficamos com w(¢) = w (Z(b( ) f(s )) = st((b(s) - f(s)) =

se
%:;b(s) ~w(f(s)) = %:Sf?( s) - (wo f)(s) = §S¢( s) - g(s) = h(¢). Assim,
w = ¢. Dai, h: Rg — M ¢é o tinico homomorfismo tal que ho f = g.

Como M e g sao arbitréarios, Rg é um R-modulo livre sobre S com f. =

2 Produtos tensoriais

Definicao 6. Sejam A, B e T R-modulos e 7 : A x B — T uma funcao.

Dizemos que “7 é bilinear” se, e somente se,

(i) 7(r1 a1 +ro-ag,b) =11 - 7(a1,b) + ro - 7(az,b), Vai,as € A, Vb € B,
Vri,1m9 € R;

(ll) T(a,sl by + s9 - bg) =S ~T(a,b1) + S92 'T(a,bQ), VYa € A, Vby,bs € B,
Vs1, 82 € R.

Definicdo 7. Sejam A, B e T R-modulos e 7 : A x B — T uma funcdo
bilinear. Dizemos que “T" é um produto tensorial de A e B com 7 se, e
somente se, para todo R-mddulo M e toda fungao bilinear 0 : Ax B — M,
existe um tnico homomorfismo h : T'— M tal que hoT = o, isto é, tal que

o diagrama abaixo comuta.

Proposicdo 8. Se um R-mddulo T é um produto tensorial dos R-mddulos
A e B com 7, entdo (im(1)) =T.

Prova: Como im(7) C (im(1)) C T, seja g : A x B — (im(7)) tal que
g(a,b) = 7(a,b), Ya € A, Vb € B. Seja também i : (im(r)) — T a
inclusdo, isto &, i(t) = t, Vt € (im(f)). E claro que i o g = f, pois
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(i 0 g)(a,b) = i(g(a,b)) = i(r(a )—T(a,b), Va € A, Vb € B. Temos
y=1

i
que dom(i) = (im(1) m(i) C cod(i) = T. Ficamos com o diagrama

Ax B—Ls (im(r))—=T
10g=T

Como (im(7)) < T, g é bilinear e T ¢ um produto tensorial de A e B
com 7, existe um tnico homomorfismo h : T'— (im(7)) tal que ho T = g,

isto é, tal que o diagrama abaixo comuta.

Como 7 e h sdo homomorfismos, entdao ¢ o h : T — T também é homo-
morfismo. Como ja vimos, a fun¢do identidade idp : T'— T também é um

homomorfismo. Dai, temos o diagrama

N

E claro que idy o 7 = 7. Temos também que (ioh)oT =io (hoT) =

iog = 7. Portanto, i o h = idp. Como idr é sobrejetora, decorre que

i também é sobrejetora. Logo, (im(7)) = im(i) = cod(i) = T, como

queriamos demonstrar. [

Teorema 9 (Unicidade). Se T € um produto tensorial de A e B com T e
M € um produto tensorial de A e B com o, entao M = T e existe um unico

isomorfismo ¢ : T — M tal que poT =o0.

Prova: Por hipotese, existem tnicos homomorfismos j: T — M ek : M —

T taisque jor=0ce koo =r.
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Dessa forma, ficamos com os diagramas

A><B4>T AxB 7 M
idyr
M

E claro que idp, idps, jo k e ko j sdo homomorfismos e que idpoT =7 e

idy 00 = 0. Temos também que (koj)oT =ko(joT)=koo=7e que
(jok)oo=jo(koo)=jor=0. Como T é um produto tensorial de A
e B com 7, entdo k o j = idp. Como M é um produto tensorial de A e B
com o, entdo j o k = idys. Portanto, j e k sdo isomorfismos, com k = 51,

Basta tomar ¢ = j. [

Para nosso proximo objetivo, vamos precisar de uma construgao que
explicitaremos a seguir: Sejam F' e M R-modulos, G < F , T = g ,
p: P — T a projecao candnica e j : F' — M um homomorfismo tal que
JIG] C {0p}, ou seja, tal que G C ker(j). Assim, ficamos com G <

ker(j) < F. Considere o conjunto

H:{J/CTXM:(VXGT)(V:réF)(VyeM)

[(X,y)EVeX:x+G:>y=j(x)]}.

Para cada = € F seja v, = {(z + G, jx )} Temos que v, € H,
Vxz € F. De fato, seja x € F. Temos que x + G € T e j(z) € M =
(x+G,j(x)) € TxM = v, CT x M. Também, VX € T, Vz € F,
Yy € M, nao pode acontecer que (X,y) € v, e X =z + G ey # j(x).
Portanto, se (X,y) € v, e X = z 4+ G, entdo y = j(x). Isso mostra que
v, € H. Como x é qualquer, o resultado segue.

Vamos mostrar que h = UH é uma fung¢ao de 7' em M.
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Primeiramente, note que dom(h) = T. De fato, VX € T, existe z € F
tal que X =2+ G = (X, j(z)) = (2+G,j(z)) €v, € H= = (X, j(z)) €
UH = h = X € dom(h). Assim, T C dom(h) = dom(h) = T. Sejam
(X,v),(X,v) € h. Entéo, existem v,0 € H tais que (X,y) € ve (X,v) € 6.
Como (X,y) e v C T x M, existe x € F tal que X =2+ G = y = j(x).
Como (X,v) € 0 C T x M, existe u € F tal que X = u+ G = v = j(u).
Assim, 2+ G =X =u+G =>z—u € G C ker(j) = j(z)—ju) =
jlx—u) =0y = v=7ju)=j() =y. Como X,y e v sdo quaisquer, h é
uma fungdo h: T — M tal que h(z + G) = j(z), Vz € F.

Note que (hop)(z) = h(p(z)) = h(z + G) = j(x), Vo € F. Assim,

hop=j,isto & o diagrama abaixo comuta.

Na realidade, h é a tnica funcdo que faz comutar o diagrama. De fato, seja
w:T — M tal que wop = j. Entao, w(z + G) = w(p(z)) = (wop)(z) =
j@) =h(z+ G), Vo € F. Dai, w = h.

Temos que h € um homomorfismo. Com efeito, Vz,y € F, Vr € R, temos
que h((z +G)+ (y+G)) = h((x+y) +G) = jlz+y) = j(x) +j(y) =
h(z 4+ G)+ h(y + G) e h(r(z + G)) = h((rz) + G) = j(rz) = rj(z) =
rh(z + G). Além disso, im(h) = im(j). De fato, Vy € M, temos que
y € im(h) < existe x € F tal que y = h(z + G) = j(x) & y € im(j).

Por fim, temos que ker(h) = p[ker(j)]. Com efeito, seja X € ker(h).
Entao, X € T = existe x € F tal que X = 2+G = p(x) e j(x) = h(z+G) =
hMX) = 0y = x € ker(j). Dai, X € plker(j)]. Como X é qualquer,
ker(h) C plker(j)]. Seja Y € p[ker(j)]. Entéo, existe y € ker(j) tal que
Y =p(y) =y+G. Assim, h(Y) =h(y+ G) = j(y) =0 = Y € ker(h).
Como Y ¢ arbitrario, plker(j)] C ker(h). Logo, ker(h) = p[ker(5)].

Dessa forma, acabamos de demonstrar a seguinte
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Proposicao 10. Sejam F e M R-mddulos, G < F , T = g ,p: F—=>T
a proje¢ao candnica e j : F — M um homomorfismo tal que G C ker(j).
Entao, existe uma unica fungao h : T — M tal que hop = j, ou seja, tal

que o diagrama abaixo comuta.

Temos também que h € um homomorfismo, com h(x + G) = j(z), Vx € F.
Ademais, im(h) = im(j) e ker(h) = plker(j)].

Teorema 11. Para quaisquer R-mddulos A e B, existem algum R-mddulo
T e alguma fungao bilinear 7 : Ax B — T tais que T € um produto tensorial
de A e B com T.

Prova: Pelo teorema 5, existem um R-moédulo F' e uma func¢do g : Ax B —

F tais que F ¢ livre sobre o conjunto A x B com g. Sejam

I= {9(7"1@1 +raag, b) — [r1g(a1,b) + rag(az,b)] € F :ai,a2 € A,
be Bery,ry € R},

J = {g(avslbl + s2b2) — [s19(a,b1) + s2g(a,b2)] € F :a € A,
bl,bg €Be 81,82 € R},

G=IUlJ) gF,T:% ,p: F — T a projecao canénica e 7 =pog.
Sabemos que I C (JUJ) C{IUJ)=GeJC (IUJ)C{IUJ)=G.
Portanto, para todos a,a1,as € A, todos b, by,bs € B e todos 11,73, 81,82 €
R, temos que g(r1a1+r2as,b)—[r1g(a1,b)+rag(as,b)] € I C G e g(a,s1b1+
s2ba) — [s1g(a,b1) + s2g(a,bs)] € J C G. Dessa forma, G = {g(rlal +
raag,b)—[r1g(ar, b)+rag(az, b)]}+G = [g(r1a14r2a2,b)]+G = [r1g(a1,b)+
r2g(az, b)]+G = {[rig(ar, 0)]+G } +{[r29(az,0)]+G} = r1{[g(ar, b)]+G } +
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ro{lg(az,b)]+G} e G = {g(a, s1b1 +s2b2) — [s19(a, b1) +s29(a, b2)] } + G =
[9(a, s1b1 + s2b2)] + G = [s19(a, b1) + s29(a, b2)] + G = {[s19(a,b1)] + G} +
{[szg(a, bo)] + G} = 51{[g(a, b1)] + G} + 52{[g(a, ba)] + G}.

Pelas consideragoes do paragrafo acima, Va,a1,as € A, Vb, b1,bs € B,

Vri,ra, 81,52 € R, temos que

7(r1a1 + reaz,b) = (po g)(ri1a1 + reaq, b) = p(g(rlal + roasg, b)) =
[9(r1a1 + 72a2,b)] + G = r1{[g(a1,b)] + G} + r2{[g(az,b)] + G} =
r1p(g(a1,b)) + rap(g(az, b)) = r1(po g)(ar,b) +ra(p o g)(az, b) =
r17(a1,b) + ro7(az, b)

e que

7(a, s1b1 + s2b2) = (p o g)(a, s1b1 + $2ba) = p(g(a, s1b1 + Szbg)) =
[g(a, s1b1 + s2b2)] + G = 31{[g(a, b1)] + G} + 52{[g(a, ba)] + G} =
s1p(g(a,b1)) + s2p(g(a, b2)) = s1(p o g)(a,bi) + s2(p o g)(a, ba) =

s17(a,b1) + s27(a, ba).

Dessa forma, 7 é bilinear.

Vamos mostrar que T é um produto tensorial de A e B com 7. Para
tanto, sejam M um R-moéduloe f : Ax B — M uma funcao bilinear. Como
F & um R-moédulo livre sobre A X B com g, existe um tnico homomorfismo

j:F — M tal que jog = f, ou seja, tal que o diagrama abaixo comuta.

AxB—2sF

J
\ V

M

Seja x € I. Entao, existem 71,72 € R, a1,a2 € A e b € B tais que x =
g(ria1+reas, b)—rig(ar,b) —rag(as,b). Assim, j(x) = j(g(rml +roaz,b)—
rig(a1,b)—rag(az, b)) = j(g(riai+raaz,b))—j(rig(ai,b)) —j(rzg(az, b)) =
(j o g)(ria1 + reag,b) — rlj(g(al,b)) - rgj(g(ag,b)) = f(ria1 + raa9,b) —
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r1(j o g)(a1,b) — r2(j o g)(az,b) = rif(a1,b) + raf(az,b) — r1if(a1,b) —
raf(az,b) = 0y = x € ker(j). Como x é qualquer, I C ker(j).

Seja x € J. Entao, existem s1,80 € R, a € A e by,by € B tais que
z = gla,s1b1 + s2b2) — sig(a,b1) — s2g(a,b2).  Assim, j(z) =
j(g(a,51b1 + s2bg) — s1g(a,by) — SQg(a,bg)) = j(g(a,31b1 + 3262)) -
J(s19(a,b1)) — j(s2g(a,b2)) = (j o g)(a,s1b1 + s2b2) — s1j(g(a,b1)) —
s27(9(a,b2)) = fla,s1b1 + s2ba) — s1(j © g)(a,b1) — s2(j o g)(a,b2) =
s1f(a,b1) + saf(a,b2) — s1f(a,b1) — saf(a,b2) = 0p = x € ker(j). Como
x & qualquer, J C ker(j).

Portanto, temos que T U J C ker(j) = G = (IUJ) < ker(j). Pela
proposi¢do 10, temos que existe uma unica funcdo h : T — M tal que

hop=j, ou seja, tal que o diagrama abaixo comuta.

Temos também que h é um homomorfismo, com h(x + G) = j(z), Va € F.

Ficamos com os diagramas

F< % AxB-—T-T AxB—>T

%% S

Em especial, o diagrama a direita comuta. De fato, hoT = ho(pog) =
(hop)og=jog=Ff.

Falta entao mostrar que h é a tinica com essa propriedade. Para isso,
seja k : T'— M um homomorfismo tal que ko7 = f. Entao, f = ko7 =
ko(pog) = (kop)og. Assim, temos um homomorfismo kop : F — M tal

que o diagrama abaixo & esquerda comuta.

BICMaT, VorLuME IX, OutuBro DE 2012



Mobpuros LivREs E PrRobuTOS TENSORIAIS 65

AxB—2-F AxB—2 . F
kop /
\\L \ kop
M M

Mas F é livre sobre Ax B com g e, como ja foi dito j é o inico homomorfismo
tal que jog = f. Portanto, kop = j.
Por outro lado, como mostrado na proposicao 10, i é a tnica fungao tal

que hop = j. Logo, k = h, como querfamos demonstrar. ]

Dados R-mo6dulos A e B, podem existir infinitos produtos tensoriais
de A e B. Porém, como mostrado no teorema da unicidade, todos eles
sdo isomorfos entre si e, no que diz respeito & sua estrutura, sdo o mesmo.
Portanto, cometendo um abuso de linguagem, vamos denotar um produto
tensorial qualquer de A e B por ‘A® B’. Vamos nos dar a liberdade de dizer
que, se A e B sao R-mo6dulos, entao existem um R-moédulo A® B, chamado
de “o produto tensorial de A e B”, e uma funcao bilinear 7 : AXB — AQB
chamada de “a aplica¢do tensorial de A® B”, tais que, para todo R-modulo
M e toda fungéo bilinear o : A x B — M existe um tnico R-homomorfismo
h:T — M tal que hoT = 0.

Para todo a € A e todo b € B, vamos denotar a imagem 7(a,b) por
‘a®b. Como (im(7)) = A® B, um gerador tipico de A ® B é da forma
7(a,b) = a ® b, para algum a € A e algum b € B. Como 7 é bilinear,
temos que (a1 + a2) ®b=a1 @b+ a3 ®b,a® (b1 +b2) =a®b; + a® by

e (ra) @b =r(a®b) = a® (rd), Va,ar,a2 € A, ¥b,b1,bs € B, ¥Vr € R.
Portanto, para todo t € A ® B, existem (al,bl) . (ah,by) € Ax Be
P1,. .. mn € R tais que t = zrj 7(a),by) = er]( / bj) = 3" (rja)) @b;.

j=

j=1
Como a; = rja}; € A, Vj 6 {1 .,n}, entdo temos que, para todo t €

A® B, existem ay,...,a, € Aeby,...,b, € Btaisquet= Y a; ®b;
=1
Temos também que a ® 0p = a® (0-05) =0 (a®0p) = Ougp =

0-(04®b)=(0-04)®b=0,4®b,Va € A, Vb€ B.
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Uma outra construcao ¢ importante. Sejam A, A’, B e B’ R-modulos,
com aplicagoes tensoriais 7: AXx B+ A®Be7 : AAxB — A QB.
Sejam também homomorfismos f : A — A’ e g : B — B’. Definimos o
produto cartesiano de f com g como sendo a fungdo f x g : A X B —
A" x B tal que (f x g)(a,b) = (f(a),g(b)), Va € A, Vb € B. Te-
mos que f X g é um homomorfismo. De fato, V(ay,b1), (as,bs) € A X
B, Vr € R, temos que (f x g)((a1,b1) + (az,b2)) = (f x g)(a1 + a2,
b1 + by) = (flar + a2),g(by + b2)) = (f(ar) + f(a2),g(b1) + g(b2)) =
(F(a1),9(b1)) + (F(a2),9(b2)) = (f X g)(a1,b1) + (f x g)(az,ba) © que
(fxg)(r(ai, b)) = (fxg)(rai,rbr) = (f(rar),g(rb1)) = (rf(a1),rg(br)) =
r(f(a1),g(b1)) = r(f x g)(a1,b1). Temos também que 7/o(f x g) & bilinear.
Com efeito, [t/ o (f x g)](ria1 + r2a2,b) = 7/((f x g)(ria1 + rea2,b)) =
7 (f(riay +r2a2),g(b)) = 7' (r1f(a1) +r2f(az), g(b)) = r17’(f(a1), (b)) +
rar' (£(a2),9(®)) = 17 ((F % 9)(an, ) + 127’ ((f X g)(az,b)) = milr’ o
(f x g@)l(a1,b) + r2[r" o (f x g)](a2,b) e [7" o (f x g)](a,s1b1 + s2b2) =
7 ((f x g)(a,s1b1 + s2b2)) = 7/(f(a), g(s1b1 + s2b2)) = 7' (f(a), s19(b1) +
s29(b2)) = s17'(f(a),g(b1)) + s27'(f(a), g(b2)) = s17'((f x g)(a,br)) +
597/ ((f % g)(a,b2)) = s1[T"o(f x g)](a,br)+s2[7"o(f xg)](a,b2), Va,ay,as €
A, Vb, by,bs € B, VYry,19, 51,82 € R.

Dessa forma, por definigao, existe um tnico homomorfismo
f®g: A9 B— A'®@ B’
tal que (f®g)oT =7"0(f x g), isto é, tal que o diagrama abaixo comuta.

AxB—>A®B

, f®g
T 0& \%

A @ B’

Assim, o homomorfismo f ® g é o tnico pelo qual o quadrado abaixo é
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comutativo.
AxB—_ > A®B

fxgi lf@g

AxB —T>AcB
O homomorfismo f ® g é chamado de “o produto tensorial de f com g”".
Temos que (f ® g)(a®b) = (f ®g)(r(a,b)) = [(f @ g) o7](a,b) = [ o (f x

9l(a,0) =7 ((f x 9)(a,b)) = 7'(f(a),9(b)) = f(a) ® g(b), Ya € A, Vb € B.
Uma propriedade importante desses homomorfismos é a seguinte

Proposicdo 12. Sejam A, A’, A”, B, B’ ¢ B" R-mddulos, com aplicagies
tensoriais T : AX B—+AQB , 7 AxB - AB et A" xB" —
A" @ B". Sejam também os homomorfismos f : A — A', f' : A — A",
g:B— B eqg : B — B". Entdo, temos que

(ffefle(dog)=(f®g)o(feyg).
Prova: Temos o seguinte diagrama

AxB—_ > A®B

fxgl if@g

AxB —" > AN@B

f’Xg'J/ if'@)g'

A// X B// T A// ® B//

em que (f@g)oT=7o(f xg)e(f@g)or =7"0(f xg).
Também temos o seguinte diagrama

AxB—' > A®B
(f/xg’)O(fxg)l i(f’®g’)0(f®g)
A// X B// T A// ® B//

em que (f' xg)o(fxg)e(f'®g)o(f®g)sdao homomorfismos.
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Por outro lado, temos também o homomorfismo
(flof)yx(gog): AxB— A" x B".

Portanto, existe um tinico homomorfismo (f'of)®(g’og) : AQB — A”®@B"

tal que [(f' o f) @ (g o g)] o7 = 7 o [(f 0 f) x (¢’ 0 g)] , isto &, tal que o
diagrama abaixo comuta.
AxB—TIT s A ® B
(f'Of)X(g/og)J/ i(f’Of)®(g/og)

A// X B// T A// ® B//
Vamos mostrar que (f' o f) x (¢’ og) = (f' x ¢') o (f x g). De fato,
V(a,b) € A x B, temos [(f'o f) x (¢’ 09)]( b) = ((f' o f)(a),(g' 0 9)(b)) =
(F'(f(a),g'(g(0)) = (' x ¢)(f(a),g(d) = (f' x ¢")((f x 9)(a,b)) =
[(f' x¢g")o(f xg)(a,b). Como f'o f e ¢’ o g sao homomorfismos e 77 é
bilinear, temos que 7" o [(f' o f) x (¢’ o g)] é bilinear.

Seja 0 = 7" o [(f'o f) x (¢ og)] = 7" o (f xg')o(fxg). Temos
que o ¢ bilinear e que [(f' ® ¢')o (f@g)loT = (f®@g)o[(f®g)oT] =
(f'eg)ol[ro(fxg)=I[(f'®g)orlo(fxg)=[r"o(f xg')]o(fxg)=
™o (f' xg)o(fxg)=o0.

Portanto, o homomorfismo j = (f' ® ¢') o (f® g) é tal que joT =0 ,

isto é, tal que o diagrama abaixo comuta.

Ax B A®B
\ lﬂ‘
A// ® B//

Como (f' o f) ® (¢’ o g) é o tinico com esta propriedade, temos que
(ffof)® (g og)=7=(f'"®9¢)o(f®g), como querfamos demonstrar. ®

Exemplo 13. Sejam A e B R-modulos, idy : A — Aeidg : B — B os
homomorfismos identidade de A e B, respectivamente, 7: AXx B — A® B
uma fungao tensorial de A® B e idagp : AQ B — A® B o homomorfismo
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identidade de A ® B. E claro que idy xidg : Ax B — Ax B éum
homomorfismo e, assim, 70 (id4 X idg) : AX B — A® B ¢é bilinear. Temos

o seguinte diagrama.

AxB—">A®B
idAXidBl idA®Bl/\LidA®’idB
AxB—T1>A®B

Em que ids ® idg € o tnico homomorfismo tal que o quadrado acima é
comutativo, isto ¢, (id4®idpg)oT = T0(ids Xidp). Como idsgp € afungio
identidade, temos que idagp o7 = 7. Também, para todo (a,b) € A x B,
segue que [7 o (ida x idp)](a,b) = 7(ida(a),idg(b)) = 7(a,b). Assim,
To(ida X idg) =7 =idagp o 7. Ou seja, idagp também faz com que o

quadrado acima seja comutativo. Logo, idagp = ida ® idp.

Abstract: Homological Algebra was originally created to deal with concepts
from Algebraic Topology. In this work we will introduce some basic ideas
of the theory of free modules and tensor products wich are directly applied
on the study of Homological Algebra.

Keywords: modules over rings; free modules; tensor products; homological

algebra
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Presentacao de Grupos e o Teorema de Tietze

Pablo Gonzalez Pagotto!
Orientador(a): Profa. Dra. Alice Kimie Miwa Libardi

Resumo: Em nosso trabalho apresentaremos os conceitos de grupos livres e
presentacdo de grupos. Estes conceitos sao indispensaveis para o estudo do
grupo fundamental de n6s. Também apresentaremos e demonstraremos o
Teorema de Tiezte de acordo com o qual toda equivaléncia de presentagao
entre presentagoes finitas pode ser decomposta em um numero finito de

equivaléncias de Tietze.

Palavras-chave: grupos livres; presentacao de grupos; teorema de Tietze

1 Grupos Livres

Seja o/ um conjunto de cardinalidade #.27 dado.

Chamaremos &7 de alfabeto e seus elementos de letras. Diremos que uma
stlaba é um simbolo o™, onde a € &/ e n € Z. Diremos que uma palavra
¢ uma sequéncia ordenada e finita de silabas. e.g. b'2673a32b%¢~2h23. Em
uma palavra as silabas sdo escritas uma apo6s a outra na forma de um
produto formal.

Existe uma tnica palavra que nao possui silabas, denominada palavra
vazia e & denotada pelo simbolo 1. Por brevidade denotaremos a' por a.

No conjunto W[<7], de todas as palavras formadas pelo alfabeto .27, esta

definida a multiplicagao natural, que consiste em concatenar duas palavras.

Definicdo 1 (Contracdo/Expansao elementar do tipo I). Se uma palavra

u tem a forma wqa®

wsy, onde wi,ws sao palavras, dizemos que a palavra
v = wyws foi obtida de u por uma contragao elementar do tipo I ou que u

foi obtida de v por uma expansao elementar do tipo I.

1Bolsista FAPESP — Processo 2011/00377-1
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Definicdo 2 (Contracdo/Expansdo elementar do tipo II). Se uma pa-
lavra u tem a forma wiaPa%ws,, onde wy,ws sdo palavras, dizemos que a
palavra v = wiaP9w, foi obtida de u por uma contracio elementar do tipo

IT ou que u foi obtido de v por uma expansao elementar do tipo II.

Definamos a relagdo ~ em W[&Z] por, w; ~ wy se, e somente se, w;
pode ser obtido de wy por uma sequéncia finita de contragbes/expansoes
dos tipos I ou II. Esta relagdo é de equivaléncia e denotaremos por [u] a
classe de equivaléncia da palavra u e por F[«/] o conjunto das classes de

equivaléncia de palavras.

Proposicdo 3. O conjunto F[</| com o operador . : F|o/]| x F|e/] — F|</|
dado por ([u], [v]) = [uv] € um grupo.

O grupo F[&/] é chamado o grupo livre no alfabeto <7 .

Proposicdo 4. Sejam G um grupo e E C G um subconjunto. Entdo [E] =
N K é um subgrupo de G e serd denominado o subgrupo gerado por E

ECK
K<G

em G.

Proposicao 5. Sejam G um grupo e E C G um subconjunto nao vazio.
Entao [E] = {g1"1g2"% -+ - gx"*;9: € E,n; € L}.

Defini¢cdo 6. Seja E C G um subconjunto de G. Dizemos que E é um

conjunto de elementos geradores de G se [E] = G.

Defini¢do 7. Seja G um grupo. Se E é um subconjunto de G tal que [E] =
G e toda fungao ¢ : E — H pode ser estendida para um homomorfismo
¢’ : G — H, onde H ¢ um grupo qualquer, dizemos que E é uma base livre
de G e o grupo G é dito livre.

Exemplo 8. Se G = {1} entdo @) ¢ uma base livre de G pois, [0] = {1} = G

e dado um grupo H e uma funcao ¢ : ) — H temos que o homomorfismo
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¢ : G — H, ¢'(1) = 1y é uma extensdo de ¢. Portanto G é um grupo

livre.

Proposicdo 9. Sejam G e H grupos. Se E C G, [E] =G e¢: E — H
pode ser estendida para um homomorfismo ¢ : G — H entao tal extensdo

€ unica.

Prova: Suponhamos que o homomorfismo ¢ : G — H seja uma extensao
de ¢ e mostremos que » = ¢’. De fato, como ) e ¢’ sdo extensdes de ¢

segue que Vz € E,¥(z) = ¢(z) = ¢'(z).
Seja agora « € G qualquer. Como [E] = G segue que

n
x:Hai”i ,a; € E, n; €7
i=1

Logo,
(@) = v (H ) ~ [Tt =] éta™
i=1 i=1 i=1
=[[¢'@) =¢ (H a) = ¢/()
i=1 i=1
Portanto ¢ = ¢'. ]

Teorema 10. Um grupo € livre se, e somente se, € isomorfo a F|</] para

algum < .

Prova: Primeiramente mostremos que F'[</] é um grupo livre, mais espe-
cificamente, que [«7] = {[u] € F[¢];u € &/} é uma base livre de F[«].
Para este fim considere um grupo H e uma fungao ¢ : [/] — H. Defina
¢' : F|«/] = H pondo

g (H [ai]m) - H‘b([ai])ki [ai] € [#], ni € Z.
=1

i=1
Pela definigdo de F'[a] e como [«/] é um conjuntos de geradores de F[<],

segue que todo elemento de F[</] pode ser escrito como um produto de
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finitos elementos de [&/] e assim ¢’ define um homomorfismo. Portanto
[«/] &€ uma base livre de F[</].

Agora se G é um grupo isomorfo a F[</] por isomorfismo A, entdo
E = \7Y([«/]) é uma base livre de G e portanto G é um grupo livre. De
fato, sejam H um grupo qualquer e uma fungao ¢ : E — H. Como A é um
isomorfismo entdo A~11 : [¢/] — H se estende ao homomorfismo (A1)’ :
F[«/] — H e portanto ¢/ = (A"19)’\ : G — H é um homomorfismo e

também uma extensao de .

Reciprocamente, sejam G um grupo livre e E uma base livre deste.
Seja F[</] o grupo livre no alfabeto <7 cuja cardinalidade é a mesma que
a de FE, isto é, #4/ = #E. Seja k : E — [&/] uma fungdo bijetora (esta
existe pois, como #.4 = #FE segue por definicdo que existe uma bijegao
j: o — E. Mas, a projegdo p : & — [&/],a — [a] é uma bijecdo e

1

portanto ¢ = jp~ ' : [@/] — E & uma bijegao). Como E ¢é base uma livre, a

correspondéncia x se estende ao homomorfismo ¢ : G — F[</]. Da mesma
forma, [¢7] é uma base livre de F[</] e portanto a correspondéncia ! se

estende ao homomorfismo p : Fl«/] — G.

Os homomorfismo compostos ¢u : Flo/] — Fl/] e pd : G = G séo

extensdes das funcoes kr! e K~k respectivamente. Como essas tltimas sdo
fungoes identidade, se estendem aos automorfismos identidade de F[</] e
G respectivamente. Segue da unicidade de tais extensoes que ¢u e o sao

automorfismos identidade. Portanto ¢ e u sdo isomorfismos. ]

Corolario 11. O grupo livre F[<f] € de fato livre.

Corolario 12 (da demonstracdo do Teorema 10). Sejam G e D grupos
livres. Se as bases livres E e Q de G e D, respectivamente, tem a mesma

cardinalidade entdo G e D sdo isomorfos.
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2 Presentacao

Definicao 13. Um elemento f de um grupo arbitrario @ é dito uma con-
sequéncia dos elementos {f;};ca em @ se todo homomorfismo ¢ : Q — H,
H grupo, tal que {f;}iea C ker satisfaz o(f) = 1.

Proposicdo 14. Um elemento f de um grupo € uma consequéncia dos ele-
mentos {fi}ien € Q se, e somente se, todo subgrupo normal de Q que

contem os elementos { f;}ien também contem f.

Defini¢do 15. O conjunto Cyy,y,., = {f € @Q; f & consequéncia de {f;}ica}

é denominado a consequéncia de {f;}ica.

Teorema 16. Seja Q um grupo. A consequéncia dos elementos {f;}ica € a
intersecccao de todos os subgrupos normais de QQ que contém os elementos

{fi}ien, simbolicamente,

C{fi}ieA = m K

KaQ
KD{fi}iea

Prova: Por simplicidade, denotemos por V' o conjunto:

N K

Ka@Q
KED{fi}iea
Seja b € Cyy,3,.,- Entao,pela proposicao 14, para todo subgrupo normal K
de @, se {fi}iea C K entdo b € K, logo b € V. Reciprocamente, se b € V
entao para todo subgrupo normal K de @Q tal que {f;};ca C K temos que

b€ K e portanto b € Cyy, [

}iEA'

Como a interseccao de subgrupos normais é um subgrupo normal, o
teorema anterior nos da que a consequéncia dos elementos {f;}ica € 0

“menor” subgrupo normal que contem { f;};ea.
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Teorema 17. Sejam {g;}ica C G, G um grupo, e ¢ : G — H um epi-
morfismo. Entdao ¢ leva a consequéncia de {g;}ica na consequéncia de

¢({gi}ien)-

Seja F' um grupo livre com uma base livre E que é suposta suficiente-
mente grande de tal modo que contenha tantos elementos basicos quanto

se deseja, denominado conjunto subjacente de geradores.

Definicdo 18. Uma presentagdo de grupo, denotada por (X : r), é um
objeto que consiste de um subconjunto X C E e um subconjunto r do
subgrupo F'(X) gerado em F por X. O conjunto X é denominado conjunto
de geradores da presentacao e o conjunto r é chamado de conjunto dos

relatores da presentagao.

E importante observar que F(X) é um grupo livre e que X é uma base
livre ja que F(X) ¢é isomorfo a F[X] no alfabeto X. De fato, se X =) ¢
imediato. Se X # () temos, pela proposicao 5,

F(X) = {2t .2y 2 € X, ny € L}

Seja p : F(X) — F[X] o homomorfismo dado por u(z;) = [x;]. Claramente

1 determina um isomorfismo de grupos.

Definicdo 19. O grupo com presentacao (X : r) é o grupo quociente | X : r|
= F(X)/Cs, onde Cy ¢ a consequéncia de r em F(X).

Definicao 20. A presentagdo de um grupo G consiste de uma presentacéo
de grupo (X :r) e um isomorfismo i : | X : r| — G.

Pelo primeiro teorema de isomorfismo?, todo epimorfismo ¢ : F(X) —
G cujo kernel é C, determina uma presentacao de G. Reciprocamente, toda
presentacao de G determina tal epimorfismo ¢. Como mostra o diagrama

comutativo abaixo:

2Sejam G e H grupos, e seja ¢ : G — H um epimorfismo. Entdo o grupo quociente
G/ ker ¢ é isomorfo a H.
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F(X)

| X

|X:r|i—>G

Se necessario escreveremos (X : r)g para indicar que (X : r) é a presentacao
do grupo G com respeito ao homomorfismo ¢. Introduziremos o conceito

de relagao, ja que sua manipulagao é mais simples do que a de relatores.

Definicdo 21. Pela formula v = v diremos que u = v (mod C,), ou seja,

ww~l € Cy.

Exemplo 22. Se a e b comutam, entdo ¢ facil ver que (ab)? = 1 implica

a?b? = 1 mas, ndo é tdo simples ver que a?b?> é uma consequéncia dos

relatores aba~1b~! e (ab)?. De fato, a?b?> = b= (aba=*b=1)~1bb~1(ab)?b.

Observacao 23. (X : ), isto &, quando r = (), é a presentacdo do grupo
livre F(X).
( : ), isto é, quando X = () e r = (), é a presentacao especialmente

simples do grupo trivial.

Definicdo 24. Seja (X : r) uma presentagao.
(i
(i

(iii

) Se X é finito, dizemos que (X :r) ¢é finitamente gerado.

) Se r ¢ finito, dizemos que (X :r) ¢é finitamente relacionado.

) Se X e r sao finitos, dizemos que (X : r) é uma presentacio finita.
(iv) Um grupo é dito finitamente gerado se possui uma presentagao finita-
mente gerada.

(v) Um grupo é dito finitamente relacionado se possui uma presentacao

finitamente relacionada.

(vi) Um grupo é dito finitamente presentado se possui uma presentac¢ao
finita.
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3 Tipos de Presentacdo

Um grupo pode possuir muitas presentagdes e isso pode dificultar a
determinacao de quando duas presentagoes sao isomorfas. Para tal daremos

algumas condigbes necessarias para que duas presentagoes sejam isomorfas.

Definicdo 25. Uma aplicacdo de presentagoes f: (X:r) — (Y: s) consis-
te de duas presentagoes (X: r) e (Y:s) e um homomorfismo f: F(X) —
F(Y) tal que f(r) C Cs.

Proposicdo 26. Toda aplicagio de presentacao f : (X :r) — (Y : s)
determina unicamente um homomorfismo f, : | X :r| = |Y : 8| satisfazendo
fimx =7myf, onde nx : F(X) = | X :r| enmy : F(Y) = |Y : s| sdo as

projecoes candnicas.

Prova: Considere o diagrama:

F(X)— = F(Y)

| X :r|— - =Y :5]
I

Para cada elemento « € F(X) defina f.(x+C;) = f(x)+Cs. Primeiramente

mostremos que f, estd bem definida.

Sejam w,v € |X : r| tais que u = v, entdo u = v’ +Cr e v = v' + C;

com u/'v'~! € Cp. Como r € ker 7y f segue que 7y f(u'v'~!) = 1 e portanto

f/v'=Y) = f(u')f(v')~t € Cy, por conseguinte f(u') +Cs = f(v') +Cs, ou
seja, fu(u) = fu(v).

Provemos agora a unicidade. Sejam « + Cy € | X : r| qualquer e

k:|X:r|—|Y:s]|
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um homomorfismo satisfazendo kwx = 7wy f. Entao

fela+C) = fulrx(a)) = (fimx)(a)
= (my f)(a) = (krx)(@) = k(a +Cr).

Portanto f, = k e assim f, é unica. ]

Defini¢do 27. Sejam f: (X :r) = (Y :s)eg: (Y :8) = (Z : t) aplicagdes
de presentagao. Entéo a aplicagdo composta gf : (X : r) — (Z : t) consiste
de (X :r), (Z:t) e do homomorfismo gf : F(X) — F(Z)

Proposicdo 28. (i) A composta de aplicagées de presentagao é uma apli-

cacao de presentacao.
(ii) A composicao de presentagdes é associativa.

(iii) Sejam 1: (X:r) - (X:r), f: (X:1r) = (YV:s)eg: (YV:s)— (Z:t)
aplicagoes de presenta¢do. Entio 1, =1 e (9f)« = gufe-

Prova: (i) Basta mostrarmos que gf(r) C C¢. De fato, como g é aplicacao
de presentagdo temos que g(s) C C¢. Agora, de g(s) C C¢ temos que
s C kermzg, pela definicao de consequéncia segue que Cs C kermzg, ou
seja, g(Cs) C kermz = Cy. Portanto temos f(r) C Cs e g(Cs) C Cy, isto &,
gf(r) C Cy.

(ii) Decorre imediatamente da associatividade de homomorfismos.

(iii) E facil ver que 1: (X :r) — (X : r) é uma aplicagdo de presentacio e

como mx 1, = lmx segue o resultado. Mostremos agora que (gf).« = g f«.

FIX)— > Fy)—2~F(2)
4k
X x| = |V i8] ——>|Z: 4

Para isto basta notarmos que f,rx = 7y f e g.my = mzg donde g, fumx =

gy [ =mz9f. =
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Definicdo 29. Duas aplicagoes de presentagdo f1,fo : (X :r) — (Y : 8),
sao ditas homotopicas, e denotaremos f; =~ fo, se para todo z € X, o

elemento f1(2)f2(2)~! pertence a consequéncia de s ou equivalentemente,

my f1(2) = Ty f2(2).

Proposicdo 30. Duas aplicagdes de presentacao f1,fo: (X :r) = (Y : 8)

sao homotdpicas se, e so se, f1, = fa,.

Prova: Se f; ~ f5 entao, pela definicado de aplicagbes homotopicas, temos
my f1 = wy fo o que implica fi, mx = fo, mx. Como mx & sobrejecdo segue

que f1* = fa,. Agora, se fl* = fg* entao my f1 = fl*ﬂ'X = fg*ﬂ'X = Ty fo
e portanto f1 ~ fs. [

Coroldrio 31. Sejam fi,fo: (X :r) = (Y :8) eg1,92: (Y :8) = (Z : t)

aplicagoes de presentacdo tais que f1 ~ fo e g1 =~ go. entao g1 f1 =~ gofa.

Prova: De f1 >~ f> e g1 = g2 segue que f1, = f2, e g1, = g2, donde,
91, f1. = g2. f2. e portanto g1 fi = g2 fo. m

Teorema 32. Para cada homomorfismo © : | X :r| — |Y : 8|, existe uma
aplicagdo de presentagao f: (X :r) = (Y :8) tal que f. = 0. Além disso,

esta € unica a menos de homotopia.

Prova: Considere o diagrama:

|X:r|T>|Y:s\

Como 7x e my sao sobrejecoes podemos assinalar a cada z € X um ele-
mento f(x) € F(Y) de tal forma que 7y f(x) = Onx(z). Como F(X)
é um grupo livre com base X, a fungdo f : X — F(Y) se estende ao
homomorfismo f: F(X) — F(Y) com 7y f = Onx.
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Temos também que f(r) C Cs pois, como r C C, = kermx segue que
7wy f(r) = Onx(r) = {1}. Portanto f é uma aplicacdo de presentacao

satisfazendo f, = ©. A unicidade decorre do corolario 30. ]

Vemos assim que as classes de homotopia de aplicagoes de presentagao
estdo em correspondéncia biunivoca com os homomorfismo entre os grupos

presentados. Além disso tal correspondéncia preserva composicoes.

Defini¢cdo 33. Duas presentagoes (X : r) e (Y : s) sdo ditas do mesmo
tipo se existem aplicagbes f : (X :r) > (Y :s)eg: (Y :s) = (X :r)
tais que gf ~1: F(X) > F(X)e fg~1: F(Y) - F(Y). O par de
aplicagoes (f,g) (ou cada uma separadamente) é chamado equivaléncia de

presentacao.

Teorema 34. Duas presentacoes sao do mesmo tipo se, e somente se, seus

grupos sao isomorfos.

Prova: Sejam f: (X :r) = (Y :s)eg: (Y :s) = (X : r) aplicages de

presentagao. Se (f,g) é uma equivaléncia de presentacao entao

g fi=(9f) =1 =1
fege = (fg)s =1 =1

Portanto f, é um isomorfismo entre |X : r| e |Y : s|.

Reciprocamente, se © : | X : r| = |Y : s| € um isomorfismo o teorema 32

nos dé aplicacdes de presentacdo f e g tais que f, = © e g, = ©~1. Entdo

(9f)e=g:fs=0"'0=1=1,=gf~1

Portanto (f,g) ¢ uma equivaléncia de presentagao. u
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4 Equivaléncias de Tietze

Entre as equivaléncias de presentagao merecem destaque as equivalén-

cias de Tietze (I,1I') e (II, I') as quais serao agora consideradas.

Definicdo 35. Sejam (X : r) uma presentagdo e ¢ € C,. Considere a
presentagdo (Y :s) onde, Y = X e s = r U {(}. Definimos a equivaléncia
de Tietze I e I por (X : 1), (Y : s) e o automorfismo identidade I : F(X) —
F(Y)e (X :r), (Y : s) e o automorfismo identidade I’ : F(Y) — F(X),

respectivamente.

Definicdo 36. Sejam (X : r) uma presentagio, ( € F — X e £ € F(X)
quaisquer. Considere a presentagdo (Y : s) onde, Y = X U(es =
r U {¢{71}. Definimos a equivaléncia de Tietze I por (X : r), (Y : s)
e 0 homomorfismo I : F(X) — F(Y) dado por II(z) = z,Vz € X. De-
finimos também a equivaléncia II’ por (X : r), (Y : s) e o homomorfismo
II' : F(Y) —» F(X) dado por II'(z) = z,Vx € X e II'({) = ¢&.

Definicdo 37. Seja ¢ : X — Y um homomorfismo. Dizemos que ¢ é uma
retraciose Y C X e ¢p(z) = x,Vx €Y.

Proposicao 38. Os pares (I,1') e (II, II') constituem equivaléncias de pre-

sentacao.

Prova: Demonstremos primeiramente para o par (I, I’). Note que C, = Cs
pois, como r C s segue que Cr C Cs. Para mostrar a outra inclusao sejam
¢ : F(X) — H, H grupo, um homomorfismo qualquer e a € Cs. Se
r C ker ¢ temos que ¢ € ker ¢ logo, s = rU{(} C ker ¢ e portanto ¢(a) = 1.
Como ¢ ¢é arbitrario segue que a € C, e assim C, D Cs. Por conseguinte
temos que I(r) = r C Cs e I'(s) =s C Cp e portanto [ : (X : r) —
(Y:s)yelI': (Y :s) = (X :r) sdo aplicagdes de presentacao. Como os
homomorfismos I e I’ sdo automorfismos identidade segue que o par (I, 1’)

é uma equivaléncia de presentacao.
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Mostremos agora para o par (II,II'). Como IT é o homomorfismo in-
clusao segue que II(r) =r C Cs e assim IT : (X : r) — (Y : s) é uma
aplicacdo de presentagdo. Agora II’ leva s em r U {1} =r pois, II'(r) =r
e II'(C€71) =1 logo, II'(s) CCre II' : (Y :s) — (X : r) é uma aplicagio
de presentacgao.

Como II'll(x) = x,Vx € X segue que II'Il : F(X) — F(X) é a iden-
tidade. Agora, para todo x € X temos IIII'(x)x~! =1 e IIII'(¢)("! =
()¢ = &7 = (€€~ que pertence a consequéncia de s, ou seja,

IIIl" ~ 1. Portanto o par (II,II') é uma equivaléncia de presentagdo. m

Note que IT : F(X) — F(X) é o homomorfismo inclusado e IT' : F(Y') —

F(Y) é uma retragao.

Lema 39. Sejam X e Y subconjuntos disjuntos de E e 6 uma retra¢dao de
F(XUY) sobre F(X). Seja também (X : r)y uma presentacdo de um grupo
G. Entao o kernel do homomorfismo ¢0 : F(XUY) — G € a consequéncia,
Cx, dek =rU{yf(y)~ L,y e Y}.

Prova: Claramente, ¢pf(r) = ¢(r) = 1 para qualquer r € r. Como 6§ é uma

retracdo, 62 = 6, e portanto

P0(yo(y)~") = d(0()OOy) ™)) = S(O(y)0° (1))

Portanto k C ker ¢ e assim, Cy esta contido no ker ¢pf. Para mostrar que
ker ¢ C Cx, considere a proje¢ao canonica 7 : F(X UY) - F(XUY)/Cx
e sua restrigao 7’ = 7w|F(X).

FIXUY)— - FxX)—* @
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Temos entdo que 7'6(x) = n'(z) = n(z) para © € X. Além disso, para

y €Y temos

m(y)w'0(y) ' = w(y)mh(y) " = w(yh(y) ") = 1.

Portanto 7'6(y) = 7(y) para todo y € X UY. Isso mostra que 7' = 7.
Suponha agora que u € F(X UY) seja tal que u € ker ¢d. Entao

m(uf(u)™t) = 7' 0(ub(u)™") = 7(0(w)f(v) ") = (1) =1,

e portanto uf(u) =t € Cx. Mas ¢0(u) = 1, logo 0(u) € ker ¢ = C; e portanto
0(u) € Cx. Concluimos entdo que u = uf(u)f(u)~! € C. |

Teorema 40 (de Tietze). Sejam f: (X:r) = (Y:s)eg: (Y:s) = (X:r)
aplicagoes de presenta¢ao. Se (f,g) € uma equivaléncia de presentagdo e
as presentagoes (X : r) e (Y : 8) sao finitas entao existe uma sequén-
cia finita (Th,T1), (T2, T5), ..., (Te,T;) de equivaléncias de Tietze tais que
F=TTy - Tyeg=TT|_ Tl

Prova: Primeiramente analisemos o caso X NY = (). Considere o seguinte
diagrama, onde ¢ e o sdo inclusoes e p e o s@o retragoes definidas de forma
que

p(y) =9),VyeY o(x) = f(z) Vo e X.

F(XUY)

Z N
F(X) = F(Y)
o T
X x| |V |

p
Temos que (X :r)=—=(XUY :t) ondet =rU {yp(y) Yy € Y},

L
é uma equivaléncia de presentacdo. De fato, como ¢ é o homomorfismo
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inclusdo temos que ¢(r) = r C C¢ e como p é uma contragdo segue que
t ¢ levado em r U {1} logo ¢ e p s@o aplicagoes de presentagdo. Agora
pt: F(X) — F(X) é o automorfismo identidade, além disso tp(z)z~! = 1,
Ve e X ew(y)y™ =wly)y™ =9y~ =ply)y~" = (yp(y)~") portanto
pt=1etp~1,ouseja, (t,p) é uma equivaléncia de presentagao.

Vemos que a equivaléncia (¢, p) pode ser fatorada em m equivaléncias de
Tietze II (Th,TY), (T2, T5),...,(Tm,T),), onde m & o ntimero de elementos
do conjunto Y. Sendo Y = {y1,%2,...,ym} podemos fazer a fatoracao

como mostra o diagrama abaixo:

(X :r)

o
(X U{y}:rU{yip(y) ')

]| .

(X U{y,u2} v U{yip(y) " yep(y2) 1))

(XUY) — (g} 2 & — onplym) 1))

.|z

(XUY :t)

Entdo o = Ty Ty_1---Ty e p=T\T}--- T,

De modo anélogo a equivaléncia
(Y :8) == (XUY : w),

onde w = s U {zp(z)~!; 2 € X} pode ser fatorada em n equivaléncias de
Tietze II (S1,51), (52,5%),...,(Sm,S},), onde n & o niamero de elementos
do conjunto X. Entao o = S, S,—1---S1 e 0 = 5155 ---S),. Agora, o lema
39 nos da que kermxp é Cy. Mas mxp = g«7yo e myo(w) = 1, ja que o
leva w em s U {1} = s. Portanto, w C C;. O mesmo argumento mostra
que t C Cy-.
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Logo as equivaléncias de presentacao

ﬁ
(XUuY: t) (XUY :wUt) —= (X UY :w),
o ﬁ’

decorrentes dos automorfismos identidade podem ser fatoradas em equi-
valéncias de Tietze I (Uy,U7),(U2,Us), ..., (Ugrn, Ugyr) € (Vi,V(), ..o,
(Vp+m,Vp/+m), onde p e g sao o nimero de elemetos de r e s, respecti-

vamente. Entao

o = Uq+an+n—1 Uy, 6 Vp+m p+m—1" VA,

o =105 Upyy, Br=WVvy Vi,

e portanto

f = Uﬁlab = SiSé T S;LVI/VQ ‘/;+qu+an+774*1 U1+ T
g=pdBo=TTy - T, UUs Ul VormVptm—1-+ViSnSn_1---S1

q+n

Analisemos agora o caso X NY # (. Selecionamos um subconjunto Z
de E tal que ZN (X UY) =0 e que exista uma bije¢ao com X.

Essa bije¢do induz um isomorfismo A; : F(X) — F(Z) com inversa
A2 = A1 F(Z) = F(X). Sejam t = \i(r), k1 = fA2 e ko = \1g. Entdo
f=FKiA1 e g = Aako.

Claramente (A1, A2) é uma equivaléncia de presentagdo. Queremos provar
que (K1, ko) também é uma equivaléncia de presentagao.

Temos que k1(t) = fA2(t) = f(r) CCs e ka(s) = A1g(t) C A1(Cr) mas,
pelo teorema 17 tem-se que A1 (Cy) = Ct, portanto k1 e ko sdo aplicagdes

de presentagao. Além disso
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Kiky = fA2hig= fg~1
KoK1 = )\1ng2 ~ )\1)\2 =1.

Portanto (k1,k2) € equivaléncia de presentacdo. Agora basta aplicar a
primeira parte da demonstracdo aos pares de presentagoes (X :r),(Z : t)

e (Z:t),(Y :s) e o resultado esta provado. |

A importancia do teorema de Tietze é que este reduz o problema de
mostrar que uma dada aplicagao de presentacao de grupos depende somente
do grupo presentado pela checagem de que ela permanece inalterada pelas

operacgoes de Tietze I e II.

Exemplo 41. Podemos utilizar as equivaléncias de Tietze para obter uma
presentacao a partir de outra. Desta forma mostremos que os grupos

Hz,y,z} : {xyz = yza}| e {z,y,a} : {xa = ax}| sdo isomorfos.
({z,y,2} - {wyz(yza)~'})
I

{2y, 2,0} {aya(yza) " alyz)~'})

I

({z,y, 2,0} {ayz(yza) ™ alyz) ™" za(az) 71}

Y
({#,y,2,a} : {a(yz)~", za(az)~'})
I
({z,y, 2.0} : {alyz) ™ za(az) ™ 2(y~ a) ™)
I

({z,y, 2 a} : {za(az) ™", 2y~ a)~'})

g

({z,y,a} : {za(az)™'})
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Abstract: In this work we introduce the concepts of Free Group and Group
Presentation. These concepts are indispensable to the study of the fun-
damental group of knots. We also present and prove the Tietze Theorem
which say that every presentation equivalence between finite presentations

can be factorized into a finite number of Tietze equivalences.

Keywords: free group; group presentation; Tietze theorem
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