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EDITORIAL

O Boletim de Iniciagdo Cientifica em Matematica — BICMat é uma
publicacao que se destina a difundir prioritariamente trabalhos de inicia-
¢ao cientifica em Mateméatica que fazem parte de projetos desenvolvidos
por alunos do Curso de Graduagao em Matematica do IGCE — Unesp —
Rio Claro. Eventualmente trabalhos de Iniciacao Cientifica realizados em
outras instituicoes poderao também ser publicados neste Boletim.

O BICMat foi criado em 1998 e nessa época foram publicados dois
volumes; o primeiro no ano de criacao e o segundo em 2000.

Considerando a importancia da Iniciagao Cientifica para o graduando,
e o sempre crescente nimero de projetos desta natureza desenvolvidos
em nossa instituicao, resolvemos reativar a publicagao do BICMat, com
ISSN 1980-024X.

Destacamos que a autoria dos trabalhos apresentados no BICMat é dos
alunos. O orientador figura apenas como responsével cientifico.

Este Boletim também esté aberto a divulgacao de trabalhos que nao
sejam frutos de projetos de iniciacao cientifica, mas que sejam de interesse
dos alunos do curso de graduagao em Matematica. Estes trabalhos serao
selecionados pelos Editores.

Este niimero estara disponibilizado eletronicamente na pagina do De-

partamento de Matemética no enderego

www.rc.unesp.br/igce/matematica
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Sequéncias Exatas e o Lema dos Cinco

Alex Melges Barbosa!

Orientador(a): Prof. Dr. Joao Peres Vieira

Resumo: Neste trabalho apresentaremos alguns resultados sobre Sequén-

cias Exatas e provaremos o Lema dos Cinco.

Palavras-chave: Sequéncia Exata; Lema dos Cinco

1 Sequéncias Exatas

Definicao 1. Sejam A, Ay e A3 grupos e ¢; e ¢o homomorfismos for-
mando a sequéncia A BN Ay BN As. Esta sequéncia é dita exata se
Im(¢1) = Ker(o2).

Observe que a defini¢ao acima pode ser compreendida como duas afir-

magoes, a saber:

e Im(¢1) C Ker(¢z2), ou equivalentemente, para qualquer z € Ay,

¢2(¢)1(SE)) = 07 isto éa ¢2 o ¢1 =0.

e Ker(¢s) C Im(¢1), ou equivalentemente, para qualquer y € As, com
d2(y) = 0, existe x € 4; tal que ¢1(z) = y.

Uma sequéncia de grupos e homomorfismos ¢é dita exata se quaisquer
dois homomorfismos consecutivos da sequéncia satisfazem as condigoes
acima. Neste caso, a afirmagdo acima pode ser expressa, por exemplo,

dizendo-se que a sequéncia é exata em As.

Exemplo 2. a) A sequéncia {0} Ly A% X ¢ exata se, e somente se,
Ker(¢) = Im(f) = {0} se, e somente se, ¢ ¢ injetora.

b) A sequéncia A 2 x L {0} ¢é exata se, e somente se, Im(¢p) =

Ker(f) = X se, e somente se, ¢ é sobrejetora.

I Bolsista FAPESP—Processo 2013/04571-2



8 SEQUENCIAS ExaTAS E 0 LEMA pos CINCO

¢) A sequéncia {0} LAl x5 {0} é exata se, e somente se, é
exata em X e em A se, e somente se, ¢ é bijetora, pois ¢ é injetora

e sobrejetora pelos itens a) e b), respectivamente.

Definicao 3. Sejam A e B grupos abelianos. Entdo a soma direta entre A
e B é o grupo abeliano A x B com a operagao (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+
d), Y(a,b),(c,d) € A x B. Denotaremos a soma direta entre A e B por
A®B.

Teorema 4. Dados a sequéncia exata P -5 Q 2R s — {0} e
0 homomorfismo § : S — R com yo 6 = lg, entdo a sequéncia P { 0

QesS— CN R {0} € exata.

Prova: i) Im({a,0}) C Ker(8,9). De fato, Vp € P, (5,0){«a,0}(p) =
(B,0)(a(p),0) = Boa(p) =0.

it) Ker(83,9) C Im({a,0}).De fato, (gq,s) €
0 = 7(8,0)(g,5) = 7(0) = 0 = 7(B(q) +(s)) = yoBlg) +vo
§(s) =0+ 1g(s) =s=s=0= p(qg 0
{a,0}(p), para algum p € P = (q,s) =
Im({a,0}) = Ker(8,9).

1i1) Mostremos agora que (8,9) é sobrejetora. Dado r € R, considere
s =(r), entdo r—d(s) € Ker(y), pois y(r—0a(s)) = v(r)—vod(s) =
s—1g(s) = s—s =0. Mas Ker(y) = Im(B), logo existe ¢ € Q tal que
Blq) =r—d(s). Assim, (¢,5) € Q@ S e (8,6)(q,5) = Blq) +d(s) =
r—20(s)+4d(s)=r. Portanto (8,0) é sobrejetora.

{e, (8,9)

Portanto, a sequéncia P .0} Q&S —= R — {0} ¢ exata. [

Corolario 5. Dados a sequéncia exata {0} — Q LR85 — {0} eo
homomorfismo 6 : S — R com yod = 1g, entao a fungao (58,0) : QS — R

€ um isomorfismo.

Prova: Ao tomar P = {0} no Teorema 4, temos que {0} — Q & S @2

R — {0} é uma sequéncia exata. Com isso, (3,d) é uma bijecdo e,

BICMat, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013



SEQUENCIAS ExaTAS E 0 LEMA pos CINCO 9
consequentemente, um isomorfismo. ]

Quando existir um homomorfismo ¢ de acordo com as condigbes do

Corolario 5, dizemos que a sequéncia exata cinde.

2 Lema dos Cinco

Considere, como hipotese para os lemas a seguir, que:

e A; e B, sao grupos abelianos e «;, ; e ¢; sdo homomorfismos, para
0<i<4e0<j5<3.

e o diagrama

Ag —— A — Ay — A3 — Ay

T L A |

Bo Bo B, B1 B, B2 B B3 B,

é comutativo, isto é, comuta em cada quadrado.
e as sequéncias horizontais do diagrama acima sao exatas.

Antes de provarmos o Lema dos Cinco, precisaremos dos seguintes re-

sultados:

Lema 6. Se ¢y € um epimorfismo e ¢3 € um monomorfismo, entdo
Ker(¢2) = ar(Ker(¢1)).

Prova: i) ai(Ker(¢1)) C Ker(¢z)
Sejax € Ker(¢1), isto é, ¢1(x) = 0. Entao, ¢a(a(x)) = ¢ooay(x) =
B1o1(z) = B1(d1(x)) = B1(0) = 0. Logo, a1 (z) € Ker(¢2).
ii) Ker(¢z) C ai(Ker(¢1))

Seja x € Ker(¢2), isto é, ¢pa(z) = 0. Entao, Ba(d2(x)) = B2(0) = 0.
Logo, &3 0 as(x) = P2 0 ¢a(x) = 0. Assim, as(z) € Ker(¢s) = {0},
pois ¢3 é injetora. Entdo, as(xz) = 0, ou seja, z € Ker(az) =

BICMaTt, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013
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Im(ay), pois a sequéncia é exata em As. Logo, existe y € A; tal que
a1(y) = x. Portanto, ¢o(aq(y)) = ¢2(x) = 0.

Entdo, B1 0 ¢1(y) = d2 0 au(y) = 0, ou seja, ¢1(y) € Ker(p1) =
Im(Bo), pois a sequéncia é exata em Bp. Assim, existe z € By tal
que Bo(z) = ¢1(y). Como ¢ é sobrejetora, existe w € Ay tal que
do(w) = z. Entdo, By o do(w) = ¢1(w), ou seja, ¢1 o ap(w) = ¢1(y).
Assim, ¢1(—ap(w) +y) = 0, isto é, —apg(w) +y € Ker(¢1). Mas,
ag(—ap(w)+y) = —ag(a(w))+ai1(y) = 0+2 = z, pois a sequéncia
é exata em A;. Portanto, x € ay(Ker(¢1)). |

Sendo ¢ um homomorfismo de grupos, denotaremos ¢ (G) a imagem

inversa de G por ¢.

Lema 7. Seja ¢1 um epimorfismo e ¢4 um monomorfismo. FEntao,

By (Im(¢3)) = Im(¢2).

Prova: i) Im(¢s) C B5(Im(¢s))

i)

Seja & € Im(¢gs), isto é, existe y € Ay tal que ¢2(y) = x. Assim,

Ba(d2(y)) = Pa(x), isto &, ¢3(az(y)) = Pa(x). Logo, fa(x) € Im(¢3).
Portanto, z € 85 (Im(¢3)).

B (Im(¢3)) € Im(¢2)

Seja z € B5 (Im(¢3)), isto ¢, Ba(x) € Im(ep3), ou seja, existe y € A
tal que ¢3(y) = fBa(x). Logo, ¢a(as(y)) = B3(ds(y)) = Bs(B2(x)) =
0, pois a sequéncia é exata em Bs. Assim, as(y) € Ker(¢4) = {0},
pois ¢4 é injetora. Entédo, as(y) = 0, ouseja, y € Ker(asg) = Im(as),
pois a sequéncia é exata em Asz. Portanto, existe z € As tal que
as(z) = y.

Assim, ¢3(a2(2)) = ¢3(y), isto &, B2(¢2(2)) = d3(y) = B2(z). Entao,

Ba(z — ¢2(2)) = 0, ou seja, (v — ¢2(2)) € Ker(B2) = Im(B1), pois
a sequéncia é exata em Bs. Logo, existe w € Bj tal que S81(w) =

x — ¢a(2).

BICMat, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013



SEQUENCIAS ExATAS E 0 LEMA pos CINcO 11

Como ¢; é sobrejetora, existe v € A; tal que ¢1(v) = w. Assim,

Bi(p1(v)) = x — ¢a2(z), isto &, @2(a1(v)) = x — ¢2(2). Portanto,
x = ¢o(a1(v) + 2), ou seja, x € Im(d2). ]

Finalmente, provemos o

Lema 8 (Lema dos Cinco). Se ¢q, ¢1, @3 € ¢4 sdo isomorfismos, entdo ¢o

também serd wm isomorfismo.

Prova: Como, em particular, ¢y é um epimorfismo e ¢3 € um monomor-
fismo, segue pelo Lema 6 que Ker(¢2) = a1(Ker(¢1)) = a1({0}) = 0,
pois ¢ € injetora.

Como, em particular, ¢; é um epimorfismo e ¢4 ¢ um monomorfismo,
segue pelo Lema 7 que Im(¢2) = B (Im(¢3)) = B4 (Bs) = Ba, pois ¢3 é
sobrejetora.

Portanto, ¢ é um isomorfismo. [

Agradecimentos: Agadego ao meu orientador, Prof. Dr. Jodo Peres Vieira,

pelo apoio e paciéncia oferecidos neste trabalho e ao auxilio financeiro da
FAPESP.

Abstract: In this paper we present some results on Exact sequences and

prove Five lemma.
Keywords: Exact sequence; Five lemma
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Teorema do Ponto Fixo de Banach e
Aplicagcao em Equacgoes Diferenciais

Cristiano dos Santos®
Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: Neste trabalho apresentaremos o Teorema do Ponto Fixo de Ba-
nach, e constataremos, através de uma aplicagao, a importancia da teoria
de Analise Funcional na resolucao de problemas de outras areas da Mate-
matica.

Palavras-chave: FExisténcia e unicidade, ponto fixo, equagdes diferenciais.

1 Um pouco de Histéria

Stefan Banach (1892-1945)

Banach frequentou a escola priméria em Cracovia, deixando a escola
em 1902 para iniciar o ensino secundario no Ginésio. Por uma feliz coin-
cidéncia, um dos alunos da classe de Banach foi Witold Wilkosz o qual se
tornou um professor de matematica. Ao deixar a Ginésio Banach e Wilkosz
queriam estudar matemaética, mas ambos sentiram que nada de novo po-
deria ser descoberto em matematica, cada um escolheu trabalhar em um
assunto que nao seja matematica. Banach escolheu estudar engenharia,

Wilkosz escolheu linguas orientais.

1 Bolsista Fapesp, Processo: 2012/15162-3
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14 TeorEMA DO PonTo Fixo DE BANACH E APLICAGAO EM EqQ. DIFERENCIAIS

Banach deixou Cracovia e foi para Lvov, onde matriculou-se na Facul-
dade de Engenharia da Universidade Técnica de Lvov. E quase certo que
Banach, sem qualquer apoio financeiro, teve que se sustentar dando aulas.
Por isso ele levou mais tempo para concluir o curso do que era normal em

1914.

Um acontecimento fortuito ocorreu em 1916, que teve um grande im-
pacto na vida de Banach. Steinhaus, que tinha vindo a realizar o servigo
militar, estava prestes a assumir um cargo na Universidade Jan Kazimierz
de Lvov. No entanto, ele estava morando em Cracovia em 1916, a espera
de assumir o compromisso. Ele andava pelas ruas de Cracévia durante a
noite e, como ele relatou em suas memorias: - Durante uma tal caminhada
ouvi a expressao “medida de Lebesque”. Aproximei-me do banco do parque
e me apresentei aos dois jovens aprendizes da matemdtica. Disseram-me
que tinha outro companheiro conhecido pelo nome de Witold Wilkosz, que
foi extravagantemente elogiado. Os jovens foram Stefan Banach e Otto
Nikodym. A partir de entdo nos encontramos em uma base regular, e ...

decidimos estabelecer uma sociedade matemdtica.

Steinhaus mostrou a Banach um problema que ele estava trabalhando,
sem sucesso. Depois de alguns dias Banach teve a idéia principal para
o contra-exemplo necessério, e Steinhaus e Banach escreveram um docu-
mento conjunto. A partir do momento que ele produziu estes primeiros
resultados com Steinhaus, Banach comegou a produzir trabalhos impor-
tantes de matemética em uma taxa rapida. Claro que é impossivel dizer
se, sem o encontro casual com Steinhaus, Banach teria seguido a rota de
pesquisa em matematica. Em 1924 Banach foi promovido a professor titu-
lar e passou o ano letivo de 1924-1925, em Paris. A maneira que trabalhou
Banach foi pouco convencional. Ele gostava de fazer matematica com seus
colegas nos cafés de Lvov. Ele também escreveu textos de aritmética,

geometria e algebra para escolas de ensino médio.

A ocupagao nazista de Lvov em junho de 1941 fez com que Banach
vivesse sob condi¢oes muito dificeis. Ele foi preso sob suspeita de trafico

de moeda alema, mas liberado depois de algumas semanas. Ele sobreviveu

BICMat, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013



TEOREMA DO PonTo Fixo DE BANAcH E AprLicAGAO EM EqQ. DIFERENCIAIS 15

a um periodo em que os académicos poloneses foram assassinados, seu
orientador de doutorado Lomnicki morreu na tragica noite de 03 de julho de
1941, quando muitos massacres ocorreram. Banach planejava ir a Cracovia
depois da guerra para ocupar um cargo na Universidade Jagiellonian mas

ele morreu em Lvov, em 1945, de cancer de pulmao.

2 Definigdes e Resultados

Definicdo 1. Uma métrica em um conjunto M é uma fungéo definida em
M x M com imagem em R tal que d : M x M — R, que associa a cada
par ordenado de elementos x,y € M um numero real d(z,y), chamado a
distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condicoes,

para quaisquer z,y,z € M:

dy - d(z,z)=0.

dy - Se x # y entdo d(z,y) > 0.
dz - d(z,y) = d(y,z).

dy - d(z,2) <d(z,y) +d(y,2).

Definicdo 2. Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um con-

junto e d é uma métrica em M.

Exemplo 3 (A métrica “zero-um”). Qualquer conjunto M pode tornar-

se um espaco métrico de maneira muito simples. Basta definir a métrica
d: M x M — R pondo d(z,z) =0ed(zr,y) =1sex #y.

Definicdo 4. Uma sequéncia (x,) em um espago métrico M chama-se uma
sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe ny € N tal

que m,n > ng implica d(z,,, z,) < €.

Definicdo 5. Diz-se que o espago métrico M é completo quando toda

sequéncia de Cauchy em M ¢é convergente (em M).

BICMaTt, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013



16 TEOREMA DO PonTo Fixo DE BANACH E APLICAGAO EM EqQ. DIFERENCIAIS
Definicdo 6. Uma norma em V' é uma fungéo:
zeV—|z| eR

que a cada elemento de V' associa a um ntmero real, com as seguintes

propriedades:

NIl- |z]|>0VzeVel|z|=0s2=0y.
N2 - |laz|| = |o|||z|| Vz € V e Vo € R.

N3 - |z +yll < llz]l + [yl Yo,y € V.

Em particular se & = —1 em Ny temos ||z|| = || — z|| Vx € V.

Definicdo 7. Seja V um espago vetorial e || || uma norma qualquer. O par

(V]I |I) & dito um espago normado.

Defini¢cdo 8. Um espago vetorial normado (E, || ||) é dito de Banach se,

for completo com a métrica d(x,y) = ||z — y||, Vz,y € E.

No proximo exemplo utilizaremos as desigualdades de Hélder e Min-

kowski, cujas demonstragoes podem ser encontradas na referéncia [3].
Proposicdo 9 (A Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p, p’ < oo, tais

1 1
que — + — = 1. Entao:
p p

(a) Dados xz,y € C™, temos ||zy|l1 < ||z]pllyllp, isto €,

n n P n
Sl < 1Dl Dyl
j=1 j=1 j=1
quando 1 <p < oo e
n n
D lwiyl <D lagl - sup g
=1 J=1 1<j<n

quando p =1 ou p = 0.

1
7

Q=

BICMat, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013
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(b) Dados f,g € C([a,b],C™), temos ||fgll1 < ||fllpllglly, isto é,

b
/ |F@)g(@)lde <

quando 1 < p < oo e

1
7

blf(x)lpdx %- blg(x)\”'dg; '
[rnare] [ [ wors]

b b
/ F(@)g(x)|d < / f@)ldz- sup |g(a)]

a<z<b
quando p =1 ou p = .
Proposicédo 10 (A Desigualdade de Minkowski). Sejam 1 < p, p’ < oo,

1
tais que — + — = 1. Entao:
p P

(a) Para quaisquer x ey em C" temos: ||z +yllp, < ||z|p + ||yllp, isto

n n n
Slzj+ylP | < Dol + DIyl
j=1 j=1 j=1

]
=
s

(b) Para quaisquer f,g € C([a,b],C), temos: || f + glly < |[fllp + llgllp,

1sto €,
) :
/ |g<x>|pdx]

V (&) + glo pdx] U Frd|

Exemplo 11. Seja p > 1 um ntmero real fixo. Por definigdo cada elemento

de ¢ é uma sequéncia * = (Ng)ken = (M1,72,...) de ntumeros reais ou

complexos cuja soma abaixo converge,

Z [ne|P = M < 0.
k=1

Mostraremos a seguir que ¢P é um espaco vetorial normado e de Banach.

BICMaTt, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013



18 TEOREMA DO PonTo Fixo DE BANACH E APLICAGAO EM EqQ. DIFERENCIAIS

Vetorial Normado
Definiremos agora, as operacoes no espago £P.
Fi PP — 0P
(z,y) —x+y
onde = (M1yev oy Miyee)y Y= (H1y-ens flly-..) €
T+y=(m+ M+ s ) = (M + fik)ken

Observe que a operagao esta bem definida,

1 P
- - g " 1 1P
E Ik + pl” < (E "7k|p> + (E |/~Lk|p> = {M? +NP} < 0.
k=1 k=1 k=1

n
Assim, s, = Z [nk + pg|P é crescente e limitada, portanto convergente e
k=1
(i + bk wen € €7

D=

i Cx P — P
(a,2) — ax
onde x = (N1, ..., Mk,...) €
(az) = (am1, ..., omk, ...) = (nk)ken
Observe que a operagao esta bem definida,
o0 o0
D lamil? =[P Y nwl? = [aPM < oo
k=1 k=1

e portanto, (ang)ren € 7.

A norma em ¢P é definida por:

], = [Zlnklpl ~
k=1

-

De fato, é norma, pois

BICMat, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013



TEOREMA DO PonTo Fixo DE BANAcH E AprLicAGAO EM EqQ. DIFERENCIAIS 19

() llzll, = [Z Inklp] >0e
k=1

oS} P
]l = [Z Inklp] =0 |m| =0 =0
k=1

para todo k € N.

(i)

o 2 o 2 o 2
O@””p—[zmnﬂp] —llamew] = |a [le’] = |o|[[]l,-

k=1 k=1 k=1

(iii) Pela desigualdade de Minkowski, nao é dificil provar que

e +yllp < llzllp + llyllp-

Portanto, /P & um espago vetorial normado.

Banach

Seja (#m)men qualquer sequéncia de Cauchy no espago 7, onde z,, =

(gj(m))jeN. Entao para todo € > 0 existe ng tal que m,n > ng

1

p

00
||xm — an”p = Z ‘qum) - fj(n) < €. (1.1)
=1

Para cada j € N, |§§m) - §§n)| < || — zplp € assim, para todo € > 0

existe ng tal que m,n > ng implica

£§’H'L) B é.J(n) < e

Assim, para cada j fixo, a sequéncia (5](1),53(2),...) é de Cauchy no

o e(m) o
corpo K, logo cada sequéncia §;" desta nova sequéncia converge para
um elemento &; quando m — oco. Considere entao = = ({1, &,...), basta

mostrar que z € /P e x,,, — T.

BICMaTt, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013



20 TeoreEMA DO PonTo Fixo pE BanacH E AprLicagAio EM EqQ. DIFERENCIAIS

Da equagdo (1.1) temos que para todo m,n > ng

k
>l -

Jj=1

p
<e? com keN.

Fazendo n — oo, para m > ng segue que
k P
3 ‘5](’”) —gj’ <eP, keN.
j=1
Fazendo k — oo, tem-se para todo m > nyg

N (m)_ _p<P
Yo" g <6
J=1

Isto mostra que z,, —x = (fj(-m) —&;) € £P. Segue entao da desigualdade

de Minkowski que,
Izllp = 1z = Zm + Zmllp < |2 — Zm|lp + |Tml, < oo

Portanto, z € P e z,,, — .

Proposicdo 12. Um subespaco fechado de um espago métrico completo
€ completo. Reciprocamente, um subespaco completo de qualquer espaco

métrico € fechado.

Prova: Seja F' C M fechado, com M completo. Dada uma sequéncia de
Cauchy (z,) em F, existe limz, = a € M. Como F é fechado em M,
tem-se a € F'. Logo F' é completo.

Por outro lado, se M C N é subespago completo de um espago métrico
N, dada a sequéncia de pontos z,, € M, com limz, = a € N, a sequéncia
(z,) é de Cauchy, pois é convergente. Logo existe b € M tal que lim z,, = b.

Pela unicidade do limite, tem-se a = b e portanto M ¢é fechado em N. m

Proposicdo 13. Se F' ¢ de Banach entao o espago B(X, F) das fungoes
limitadas definidas em X com imagem em F', com a norma do sup, € um

espaco de Banach.

BICMat, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013



TEOREMA DO PonTo Fixo DE BANAcH E AprLicAGAO EM EqQ. DIFERENCIAIS 21

Prova: Se (f;) é de Cauchy em B(X, F') entdo, para cada ¢, existe k. tal

que
pq>ke = |fp = foll <e, isto &, sup |Ifp(2) = fy(x)| <e. (1.2)
xE
Entao para cada zg € X

P,q > ke = || fp(wo) = fy(xo)l| <e. (1.3)

Assim, (fx(x0)) é de Cauchy em F, existindo, por hipotese, lim fi(zg) € F,
pois F' é completo. Defina a fungao f : X — F pontualmente por
flx) = li]£n fr(x).

Para provar que f € B(X, F), basta mostrar f ¢ limite uniforme e é
limitada. Fazendo ¢ — oo em (1.3), temos: || f,(zo) — f(x)|| < € para todo
zo € X e p > k.. O que mostra que fr — f uniformemente.

Em particular, para ¢ = 1 existem k. e p = 2k, tais que,
[fore = FIl ST =-\If = for | T = lF = N for. N < Nf = for | 1=

= [lfl <1+ for Nl = IF @) < 1+ ([ for (@), Vo e X.

O que prova que f é limitada. [

Proposicdo 14. Sejam E e F' espagos normados, F' de Banach. Entdo
C(X,F), o espago das fungoes continuas definidas em X com imagem em
F, com a norma do sup, € um subespaco fechado de B(X,F), qualquer
que seja X C E.

Prova: Mostremos que o limite uniforme f de uma sequéncia (f) de fun-

¢Oes continuas é sempre uma fungdo continua em cada ponto a € X.
Dado ¢, existe k. tal que

€

B>k = |- Sl < 5

E, sendo fi_ continua, existe d. tal que

o —all < 8 = 1. (@) = fi (@) < 5
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Logo, se ||z — a|| < ., entdo
1£@) = @) = I @) = fi (@) + fi (@) = F(@) + fi (&) = fi(@)] <
< IF@) = fi @Il + lfr. (@) = F@)] + | i (@) = fi (@)]| <
<IF = fol+ e = P+ e @) = (@l < S+ S+ 2 =

3 3
Portanto, f é continua em a. [ |

Corolario 15. Se F' é um espago de Banach, entao C(X,F) também o é.

3 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Definicdo 16. Sejam (M, d), (N, d) dois espagos métricos. Uma aplicagao
f: M — N chama-se uma contracao quando existe uma constante real
o, com 0 < a < 1, tal que d(f(x), f(y)) < ad(z,y) Vz,y e M.

Observacdo 17. Toda contragao é uniformemente continua.

De fato, dado £ > 0 basta considerar 6 = ¢/, Assim, se d(z,y) < 9§
para x,y € M, entao

d(f(2). £(y)) < ad(e,y) < ad = a= =-=.

Definicdo 18. Sejam X um conjunto nao vazio e f : X — X uma
aplicagdo. Um ponto z € X é chamado ponto fixo de f se f(z) = x.

Teorema 19 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam X # () um
espago métrico completo e T : X — X uma contracao. Entao T tem um
inico ponto fizo.

Prova: Escolha algum zy € X e defina a “sequéncia iterativa” (z,,) por:

To, T1 :T(Jfo), xQZT(xl):TQ(mO)a EERE} xn:Tn(xO)v

Mostremos que (z,) é de Cauchy. De fato, como T' é uma contragao

segue que existe a €]0, 1] tal que:

A(@m+t1,Tm) = d(T(@m), T (@m-1)) < ad(Tm, Tm-1) =
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= ad(T(2m-1), T(Zm_2)) < 2d(Tpm_1,Zm_2) < ... < a™d(x1,x0).
Pela desigualdade triangular obtemos para n > m,

AT, Tpn) < d(@pm), Tmt1) + d(@mt1, Tmao) + -+ d(@p—1,20) <
< a™d(zo,21) + ™ d(zo,21) + -+ " Hd(wg, 1) =

_ (am +am+1 I a”_l)d(xo,xl),

ou seja,

AT, ) < (@™ + ™ - 4 ™ Hd(20, 7). (1.4)

Logo,
A(@m,zn) < ™[l +a+a? 4+ +a ™ Nd(zg, 1),
n—m—1 1—qn—m—1
como Z o = —4 o (soma dos n —m — 1 termos de uma P.G.),
7=0

tem-se

(1 _ anfmfl)

AT, Tpn) < a™ T

d(zg,x1)-

Como 0 < a < 1 segue que 1 — a”~™~! < 1, consequentemente,

d(Tm, ) < ﬁiad(xo,xl).

Note que, 0 < o < 1 e d(xp, x1) sdo fixos, assim, para m suficientemente
grande e n > m, d(x.,,x,) fica arbitrariamente pequeno. Portanto, ()
é de Cauchy. Como X é completo, (x,) converge, ou seja, ¥, — = € X.
Mostremos agora que x é um ponto fixo da aplicagao T

Pela desigualdade triangular e do fato de T ser contragao vale,
d(z, T(x)) < d(x,2m) + d(@m, T(x)) < d(x, 2m) + ad(Tpm—1, ).
Fazendo m — oo obtemos

dz,T(x)) <0=d(z,T(z)) =0=T(x) = x.
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Suponha agora que exista, além de z, outro ponto fixo Z, isto &, T'(Z) =

z, logo,

d(z, %) =d(T(x), T(%)) < ad(x, %) < d(x,Z), pois 0<a <L

d(z,z) =0=x = Z.

Portanto, = é o tnico ponto fixo da aplicagao T, e o teorema esta

provado. ]

4 Uma Aplicacdo

Definicao 20. Seja f : Q@ — R™ uma funcdo definida em um aberto
Q C R xR" arelagdo 2’ = f(t,x) é chamada uma equagao diferencial
ordinéria de primeira ordem. Note que z(t) € R™ e 2/(t) = %(t) Um
problema de valor inicial (PVI) consiste de uma equagédo diferencial e de

uma condi¢ao inicial, z(tg) = xo € R™. O PVI é descrito por:

fo- s »

x(to) = xo.

Definicdo 21. Uma solugao para o PVI (1.5) é uma fungao = : I — R”,
definida em algum intervalo I da reta contendo o ponto ty e que satisfaz
z(tg) =xo € R e 2/ (t) = f(t,z(t)), Vt € I.

Teorema 22 (Teorema de Picard: Existéncia e unicidade de solucoes).

Seja f uma fungdo continua no retdngulo
R ={(t,);[t —to| < a, [l — ol < b}

e, assim, limitada em R. Ou seja, existe ¢ > 0 tal que, para todo (t,x) € R,
1)l < e
Suponha que f satisfaca a condigao de Lipschitz em R com respeito ao
segundo argumento, isto €, existe uma constante k tal que para (t,x), (t,v) €
R,
1t 2) — £t )] < kil — o] (1.6)
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Entao, ao menos no intervalo fechado J = [ty — 8,10 + B], onde
b1
< mi =T (s 1.7
[ < min {a . k} (1.7)
o problema de valor inicial descrito por (1.5) apresenta uma tnica solugdo.

Prova: Seja C(J) o espago métrico das fungdes continuas definidas no
intervalo J = [tg — B,to + (] com valores em R", com a métrica definida
por:

d(z,y) = sup[|z(t) = y(®)]l

Sabemos que C(J) é completo. Seja agora C um subespago de C(J)

counstituido por todas as fungdes x € C(J) que satisfazem:
[z(t) — @ol| < cB,Vt € J. (1.8)

Observe que C é fechado em C(.J), logo completo. De fato, seja (z,,)
uma sequéncia convergente em 6’, ou seja, existe & € C'(J) tal que x,, — Z,

isto é, dado € > 0 existe ng € N tal que:
d(xn,T) = ||z, — Z|| <&, paratodo n > ng.
Como {z,,n € N} C C, tem-se
|z (t) — zo]| < cB, VtedJ, ¥neN (1.9)

Como ¢f nao depende de ¢, considerando o supremo sobre todo t € J
segue que:

d(xp, x0) = sup ||z, (t) — x| < ¢B.
ted

Resta mostrar que = € C. Pela desigualdade triangular
d(Z,x0) < d(Z, zy) + d(zp, x0) < €+ cf, paran > ng
Fazendo € — 0, obtem-se

sup || Z2(t) — xo|| = d(Z, zo) < 8,
teJ
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e segue disto que Z € C.
Note que resolver o problema de valor inicial (1.5) é equivalente a re-

solver a equagao integral

x(t) = xo —l—/t f(s,z(s))ds, teJ,

cuja demonstragao segue do Teorema Fundamental do Calculo.
Defina T: C — C por

(T(x))(t) = zo + t f(s,z(s))ds, teJ. (1.10)

Como f e x sao fungoes continuas, segue que a integral acima existe.

Note também que

(T (2))(t) — o] = ‘

t f(s,z(s))ds

t
< | If(s,2(s)llds < et —to| < B,
to

satisfazendo (1.8), ou seja, T' é uma aplicagao de C em si mesmo, portanto
T : C —s C est4 bem definida. Além disso, T é uma contragao em C. De
fato, de (1.6) segue que

<

/ (s, 2(s)) — F(5,(s))]ds

to

(T (@))(t) — (T@)(®)] = ‘

< ) 1/ (s, 2(s)) = f(s,y(s))llds < k/t lz(s) — y(s)llds <
< klt —tol sup [2(s) —y(s)|| < kBd(z,y), te€J

Como o lado direito da desigualdade nao depende de ¢, considerando o

supremo sobre t € J & esquerda, resulta que

De (1.7) tem-se n = k8 < 1 e, portanto, T' é uma contragdo em C.

Nestas condigoes, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, T' tem um
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tinico ponto fixo x € C , ou seja, uma fun¢do x continua em J satisfazendo
x(t) = (T'(z))(t) para todo t € J. Logo de (1.10) tem-se:

t
z(t) =z +/ f(s,z(s))ds, teJ (1.11)

to
O que corresponde & solugao do PVI dado. [
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Grupo Fundamental e o Teorema de van
Kampen

Givanildo Donizeti de Melo!
Orientador(a): Prof. Dr. Thiago de Melo

Resumo: Na Topologia Algébrica, a Teoria de Homotopia é muito impor-
tante. O grupo fundamental é um dos invariantes topologicos mais simples
desta teoria, e este serd definido neste trabalho. Apresentaremos também

uma forma de calcular tal grupo, utilizando o Teorema de van Kampen.

Palavras-chave: homotopia; lago; grupo fundamental.

1 Introducdo

Comegcaremos definindo homotopia entre fungoes e classes de homoto-
pia de fungoes, para falarmos de grupo fundamental. Seja X um espago
topologico, considere a fungéo continua f : [0,1] — X, que é chamada de
caminho em X. Se f(0) = f(1) = %, chamaremos este caminho de lago
baseado em * (ou lago em ). Assim, definiremos o grupo fundamental
como o conjunto das classes de homotopia de lagos baseados em *, que é
denotado por m (X, *).

Mostraremos que 71 (X, *) ndo depende do ponto %, quando X for co-
nexo por caminhos. E observaremos que 7 esta “relacionando” os espago
topologicos e as fungdes continuas com os grupos e os homomorfismos,
respectivamente.

Para o calculo do grupo fundamental, usaremos uma ferramenta ana-
litica que é o Teorema de van Kampen. Aplicaremos este teorema para
calcular o grupo fundamental de alguns espagos como por exemplo S™ para
n > 1.

1 Bolsista FAPESP, Processo: 2012/21903-6
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2 Nogodes de Homotopia
Para facilitar a notagao, denotaremos alguns conjuntos por:

R" = {(21,...,7n) | z; € R};
B" ={(x1, .., an) €R" | o < 1};
B(a;r) = {z € R" | d(a,z) <1}
St ={(21,...,zn) ER" | ||z]| = 1};

I" = {(21,...,2,) €ER"| 0 < x; < 1},
onde ||z|| = /> 22 paraz €R" e 0 <7 € R.

Definicdo 1. Duas fungoes continuas fo, f1 : X — Y sdo ditas homotopi-
cas se existe uma familia intermediaria de fungoes f; : X — Y juntamente

continua em x e t, isto é, se existe
H:XxI->Y
que é continua de modo que H(z,0) = fo(x) e H(x,1) = f1(z).

Observacao 2. A Fungdo H é chamada homotopia entre fy e fi, e escre-

vemos fo ~ f1 para indicar que fy é homotopica a fi.

Observacao 3. Note que ~ é uma relagdo de equivaléncia. Assim, po-
demos falar das classes de homotopia de fungbes. Seja f uma funcao
continua, denotamos sua classe de homotopia por [f], que é o conjunto de
todas fungdes que sdo homotopicas a f. Escrevemos [X, Y] para indicar o

conjunto das classes de homotopia das fungoes de X em Y.

Definicdo 4. Dado um espago X e um subespago A de X, vamos escre-
ver (X, A) para denotar um par de espagos. Uma fungdo continua do
par (X, A) para o par (Y, B) é apenas uma funcdo continua f : X — Y
com f(A) C B. Um homeomorfismo de (X, A) para (Y, B) é apenas um

homeomorfismo de X para Y tal que A corresponde a B.

BICMat, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013



GRruUPO FUNDAMENTAL E O TEOREMA DE VAN KAMPEN 31

Definicdo 5. Definimos (X, *) := [(,{0,1}), (X, *)], isto &, m (X, *) é
o conjunto das classes de homotopia dos caminhos p : I — X tais que

p(0) = p(1) = *. Esses caminhos sdo chamados de lagos.

Observacao 6. Podemos também definir m (X; z,y) que é o conjunto das

classes de homotopia dos caminhos p : I — X tal que p(0) =z e p(1) = y.

3 O Grupo Fundamental

Na sec@o anterior definimos 71 (X, *), agora definiremos uma operagao
para este conjunto, que sera a composi¢ao de dois caminhos, com o objeto
de que m; tenha uma estrutura de grupo.

Definimos um produto para dois caminhos ¢ : I —» X ep : I - X
tais que ¢(1) = p(0), obtendo um novo caminho, chamado de caminho
justaposto, cujo ‘percurso’ através de ¢ tera o dobro da velocidade (de

s =0 para s = %), e em seguida, através de p, também com o dobro da

velocidade.
q
p
Este caminho p.q é definido como:
_ [ a(2s), se 0 <s< 3,
(p-q)(s) = { p(2s—1), sei<s<l

Para verificar que este produto estd bem definido nas classes de homo-
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topia, suponha
Qiqg~q e P:ip~p.
Assim, obtemos uma homotopia G : p.q ~ p’.¢/, definida por

| Q(2s,1), se 0 < s < %,
G(S’t)_{ P(2s —1,1), se%gsgl.
Com isso definimos a operagdo composigdo . em (X, )

Teorema 7. w1 (X, ) juntamente com a operagao . é um grupo, chamado

de grupo fundamental de X (em x).
Prova: O eclemento identidade de (X, %) é
1, ={u,} € m(z,z) = m (X, z),

onde u; é o caminho constante em x, isto é, u,(s) = x, para todo s € I.

Se [p] € m1(z,y) for outro elemento, u,.p e p.u, sdo dados da seguintes

formulas: .
| =, se0<s< 3
(p-uz)(s) = { p(2s—1), sei<s<1

_f p(2s), se0<s< %

O ICRE A S+

Assim, p.u, # p, mas mostraremos que [p.u;] = [p], ou seja, p.u, ~ p.
Agora p.u, € o caminho constante em z para a primeira metade do tempo
s seguido pelo caminho p na outra metade, porém com o parametro 2s.

Uma homotopia entre p e p.u, é dada por: considere no momento t,
um caminho constante para 0 < s < % seguido por p para % <s< 1.

Escrevemos P(s,t) para a imagem se s € I ao longo do t—ésimo cami-

nho. Interpretando a figura abaixo, temos a homotopia entre p e p.u,:

x, seogsgé
P =
(S7t) P (2;:;) , se % <s < 1.
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L.

Claramente, P(s,0) = p(s) e P(s,1) = (p.ug)(s). Note que P esta bem
definido j& que

2s —t 2—1t
2—t

0<

2—-1

2(t/2) —t
D <(/)> =z, PO,t)=2 e P(l,t)=y.
Similarmente prova-se que u,.p ~ p.
Mostremos a propriedade simétrica de (71 (z,y),.). Dado [p] € m1(z,y),
definimos [p]~! = [¢] € 71 (y,z) onde ¢(s) = p(1 — s).
Se P : py ~ p1, definimos @ : gg ~ g1 por

Q(s,t) = P(1— s,1).
Desde que
(i) Q0,t) =y, Q(1,t) ==,
(i) Q(s,0) = qo(s), Q(s,1) = qu(s),

esta operagao estd bem definida em classes de equivaléncia.

1

Devemos mostrar que p.p~" ~ u,. O caminho p.p~ ! percorre p duas

vezes, primeiro de tras para frente e depois ao contréario:

1 | p(1—2s), seogsgé
(p-p )(s)_{p@s—l), se 3 <5< 1.

1

Nao ha nenhuma razao para que o meio do caminho p.p~" seja z, esco-

lhemos apenas para facilitar as contas. Podemos escolher uma homotopia
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de p.p~! para u, que no tempo ¢ mova-se através da parte de p (de 0 para

t) e depois volta novamente:

92
[¢]
wi= o

B (1 —2st),
P(s,t) = { g((Zs —tt+1—1t), se

NN
»w

N N
o=

Claramente temos:
(i) P(0,t) = P(1,t) =y,
(ii) P(s,0) =y e P(s,1) = (pp~")(s);

(iii) p(1—2st) =p((2s — 1)t +1—1t)ses= 3.
Provaremos a associativa de (w1 (X, x),.).
71 (X, ). Calcularemos (p1.p2).ps € p1.(p2.p3):

Sejam [p1], [p2] e [ps] €

p3(2s), seogsgé
((p1-p2).p3)(s) = p2(4s—2), se é <s<y
p1(4s—3), se 3 <s<1

p3(4s), se0<s<%
(p1-(p2-p3)(s) = p2(ds —1), se % <s< 3
pl(stl)v Se§<3<1

Podemos notar que a tunica diferencga entre estes caminhos é a velo-
cidade. Poderiamos deslizar de um caminho para o outro, escolhendo

velocidades intermediarias, como na figura abaixo:

As duas linhas inclinadas sao dadas pelas equagoes t = 4s — 1 et =

4s — 2. Para cada t tracamos os caminhos da seguinte formas:

Opgdes:Oparas:%,

BICMat, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013



GRruUPO FUNDAMENTAL E O TEOREMA DE VAN KAMPEN 35

e po de s = 4 para s = 42,
° 13 des:%paras:l.
Isto é dado pela equagao
Pp3(£5); se 0 < s < UL
P(s,t) =14 palds—t—1), sedl <s< B2
pl(w), se H4'2 <s< 1.

Provemos agora que esta bem definido. De fato € I, pois para s =

’ t+1

() _ o
t+1 t+1

€ I. Veja também que

0 temos 2% = 0 e para s = ﬂ temos

T+1
prova-se que 4ds —t—1€ 1l e M

= 1. Analogamente

(i) P(0,t) = ps(0), P(1,t) =p1(1);
(ii) P(s,0) = (p1-(p2-p3))(s);
(iii) P(s,1) = ((p1-p2)-p3)(s)-

Portanto, (m1(X,*),.) é um grupo. [

Observacao 8. Note que 7 é um funtor da categoria C* para G, onde C* é
a categoria dos espagos topologicos e das fungoes continuas que preservam
o ponto base e G é a categoria dos grupos e dos homomorfismo de grupos.

Sejam f: X - Y em C* e mi(f) = fu: m(X,%) = m(Y,%) em G, a
fungao f. é chamada de induzida da f e definida por f.(p) = (f o p) para

todo p € m1 (X, *). Como 7; é um funtor temos:

XL>7T1(X,*)

S

Y ——m(Y,%).

Provaremos que o grupo fundamental nao depende essencialmente de x,
desde que X seja conexo por caminhos. Isso é curioso, pois parece que

m1 (X, %) depende tanto do espago X como do ponto base .
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Teorema 9. Sejam 1, %2 € X e suponhamos que x1, *o pertencam a

mesma componente conexa por caminhos de X. Entao
7T1<X,*1) = 7T1<X, *2).

Prova: Como *; e %9 pertencem a mesma componente conexa por cami-
nhos de X, existe um caminho a : I — X tal que a(0) = %3 e (1) = #7.

Com isso defina o seguinte homomorfismo:

Vo (X, %) = T (X, %2)
8] — [a.ﬁ.ofl]

Note que a.f.a~! & realmente um lagco em *s.

Para concluir que ¢, é bijetora defina sua inversa por:
Pa-1 1 (X, *9) — w1 (X, %1)
Y]~ [ ty.ql.
Portanto, m1 (X, *1) = 71 (X, *2). [
Proposicdo 10. Se fo ~ f1: (X, *) — (Y, *) entao
fox = fre s m (X, %) = w1 (Y %).

Prova: Por hipotese fo ~ f1, isto é, existe H : X x I — Y continua tal
que H(z,0) = fo(x), H(z,1) = fi(x) e H(x,t) = *.

Dado [p] € m (X, *) qualquer, provaremos que foop ~ f; op. De
fato, defina G : I x I — Y tal que G(s,t) = H(p(s),t). Assim, G(s,0) =
folp(s)), Gls,1) = fi(p(s)) e G(0,8) =+ = G(1,1). Logo, foop~ fiop.

Portanto, fo.(1p)) = Lfo o pl = [fr o] = fu. (o). .
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Definicdo 11. Uma fun¢ao continua f : (X, A) — (Y, B) é chamada equi-
valéncia de homotopia, se existir uma fungao continua g : (Y, B) — (X, A)
tal que go f ~ 1x e fog ~ 1ly. Neste caso, escrevemos (X, A) ~ (Y, B),

e dizemos que os pares tém o mesmo tipo de homotopia.

Teorema 12. Se f : (X,%) — (Y,*) é uma equivaléncia de homotopia,

entio fi : m (X, %) = m (Y, *) € um isomorfismo.

Prova: Primeiramente provaremos que f, é bijetora. Para isso, mostrare-
mos que f, € inversivel.
Como f é uma equivaléncia de homotopia, existe g : (Y,*) — (X, %)

tal que fog~ 1y ego f ~ 1x. Assim,

f*og* = (fog)* = 1Y*7

e analogamente prova-se g, o f, = lx,. Com isso, a inversa de f, é g,.
Portanto, f, é bijetora. A demonstragao de que f, é homomorfismo é

natural e portanto serda omitida. [
Definicdo 13. Dizemos que (X, *) é contratil se (X, *) ~ ({x}, *).
Definicdo 14. Um conjunto X é chamado simplesmente conexo se X é

conexo por caminhos e m (X, x) = 0.

4 Teorema de van Kampen

Vamos agora descrever uma ferramenta tutil para o calculo de 7 que
muitas vezes é conveniente para mostrar que um espago é simplesmente
conexo.

Suponhamos X = X; U X5 com X; N X3 # (. Escolha x € X; N X5.
Entao temos os homomorfismos

1y © ’/T1(X1 N X27*) — 771(X1, *) 194 7T1(X1 n XQ,*) — 7T1(X2, *)

[p] — [i1 0 p] [p] = liz o p],

onde i : X1 N Xy — X, com k = 1,2, sdo inclusoes.
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Sejam G, G1 e G5 grupos, e suponha que temos os homomorfismos
fllG%Gl (§] fQIG*)GQ.

Vamos definir o produto amalgamado de GG; e G5 sobre G. Essencial-
mente este é o menor grupo gerado por G1 e G com fi(x) = fo(x) para
x € G. Especificamente, seja F' o grupo livre gerado pelo conjunto G; UG5.
Vamos escrever x - y para o produto em F'.

Assim todo elemento de F' é da forma z* - ... 23" onde ¢; = £1 e

—1.z=1 definido se ambos z

x; € G1 UG, Considere as palavras (ry)! -y
e y pertencem a G1 ou Ga, e (f1(g))* - (f2(g9))~! para g € G.

Seja
R={(zy)t -y~ 27 (fule)' - (fal9) "' | 2,y € Gr ou Gz, g € GY,
que é um subgrupo normal de F.

Definicdo 15. O produto amalgamado de G; e G2 sobre G, escrito como

G1 xg G2 é o grupo quociente

F
EZ{&-R;@GF}.
Na definicao do produto amalgamado, quocientamos F' por R para que
os elementos (zy)! -y~ ' -z7t e (fi(9)! - (f2(g9))~t de F determinem o

elemento neutro do quociente. Note que este elemento (zy)! -y~ ! z~1

mesmo com x,y € G ou x,y € G2 nao é igual ao elemento neutro, mas

gostariamos que fossem, por isso definimos o produto amalgamado como %.

O mesmo raciocinio vale para os elementos desta forma; (f1(g))*(f2(g)) ™ .

Observe que existem homomorfismos g; : G; — % obtidos como com-
Proj F
— £,
Com efeito, dado = € G qualquer, entao

posicao G 5 F onde Proj é a projegao natural e g1 o f1 = g2 0 fa.

91(f1(x)) = (Projei)(fi(x)) = Proj(fi(x)) = (fi(z))R

92(fa(x)) = (Proj o i)(f2(x)) = Proj(f2(x)) = (fa(z)) R,
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mas (f1(g))" - (f2(9)) ™" € R o que implica (f1(x)) - R = (fa(x)) - R.
Portanto, g1 o f1 = g2 0 f5.

Definicdo 16. Um par de subespagos (X1, X2) de X é dito excisivo se
X = (IntXl) U (I?’LtXQ)

Sejam j1 : X7 — X e jo : X9 — X as inclusoes.
O Teorema de van Kampen nos permite calcular 71(X), conhecidos
m(X7), m (X2) e 1 (X1 N Xy). Para provarmos este teorema precisaremos

do seguinte resultado:

Proposicédo 17. (a) Suponha que h; : G; — H sao homomorfismos tais que
hyio fi1 = hoo fy. Entao existe um unico homomorfismo h : Gy xg Go — H

com hog; =h,;.

(b) Se cada elemento x € H pode ser escrito como x = xy...xp com

xs = hi(as) para algum i, entdo h é sobrejetora.

Prova: (a) Seja b/ : F — H definida por h'|g, = hs com s = 1,2, isto é
possivel desde que F' é um grupo livre gerado por G1 U G5. Provaremos
agora que h/(R) = 1. De fato, como h’ é homomorfismo temos:

W (i)t - a;tay ) = B (i) R () 7 h (24) 7"
hs(xixj)hs(xj)_lhs(a:i)_l
hs

(@i)hs () hs ()" hs(s) ™ = 15
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W ((fr(g)' - (f2(9) ") = B (f1(9) DA (f2(9)) "
= h1(f1(9)ha(f2(9)) " = 1.

Assim, h’ determina um homomorfismo h : G *g Go — H definido por
h(aR) = I/'(a), onde a € F. Mostraremos que h é um homomorfismo.
(i) h esta bem definida.

Com efeito, sejam a,b € F' quaisquer. Assim,

aR=bR=ba" '€ R=N(ba ') =1= K(b)h'(a)"* =1 = h'(b) = W (a).

(ii) h & homomorfismo.

Sejam a,b € F. Entao
h(aR-bR) = h(abR) = h'(ab) = W' (a)h'(b) = h(aR)h(bR).

Observe que, por construgao h o g; = h'|g, = h;, dai claramente se
conclui que A é tnica.
(b) Seja x = x1 ...z € H qualquer. Entao,

r=%x1...Tp = hil (al) ce hik (ak) = h(gi1 (al) .- .gik(ak)) = h(al .. .ak).

Note que usamos o fato de hog; = h; para concluir que h é sobrejetora. =
Teorema 18 (Teorema de van Kampen). Suponhamos que (X1, Xs) é

excisivo e X, X1, Xo, X1NX5 sdo conexos por caminhos. Sejax € X1NX5.

Entao existe um isomorfismo
71 (X, %) = 71 ( X1, %) %y (00X %) T1( X2, %),
com (j41)« € (j2)« correspondendo a g1 e ga.
Prova: Para facilitar a redacdo, usaremos o termo caminho pequeno (ho-
motopia pequena) para caminho (homotopia) tal que sua imagem esta con-

tida em X7 ou Xos.

Considere os seguintes homomorfismos, com k = 1, 2,
(i) © 1 (X %) — (X, %) (k) 0 1 (X %) — T (X %)
[p] = [p] [p] = [iop]
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Observe essas fungoes no seguinte diagrama:

X1 N )(27

/ \

(X1, %) — 2 11 (X1, %) ey (XN Xa,) T1(X2, %)

e

71'1(X,>i<)

1 X27 )

Note que (j1)« © 914 = (j2)« © %24, assim pela Proposi¢do 17(a) existe

um homomorfismo
hoo (X, %) % (xnX0,0) T1(Xa, %) = T (X ).

Mostraremos que h é um isomorfismo.
Primeiramente provaremos que h é sobrejetora. De fato, dado [p] €
71 (X, %), isto &, p: I — X é um lago em . I é coberto por p~!(Int(X;))
p~t(Int(Xs3)), pois X = Int(X;) U Int(X3). Como p~'(Int(Xy)) e
p~1(Int(X3)) sdo abertos e I é compacto existe um ntmero de Lebesgue

€ > 0 para esta cobertura. Assim, podemos escolher
O=to<ti <...<t,=1

de modo que t; — t;—1 < € e por isso p([ti—1,t;]) C X1 ou Xo.

Suponha que esta partigao foi escolhida de modo que
p(t)) € X1NXo;Vi=0,1,...7n

caso contrario [t;_1,t;] e [t;,t;+1] podem ser combinados em um tnico
intervalo [t;_1,t; 1] (pois p([ti—1,ti+1]) C X com j =1 ou j = 2) e assim
t; nao precisaria pertencer a partigao escolhida de I.

Escolha caminhos ¢; : I — X1 N X3 com ¢;(0) = x e ¢1(1) = p(t;) para
0 <i<ncomgqgy= g, =+ Estes caminhos ¢; existem, pois * e p(t;)
pertencem a X1 N X5 e X1 N X5 é conexo por caminhos.

Agora escrevemos p; : I — X para o caminho p|,, Assim,

tit1]*

P=Pn-1-...°DP1"DPo-
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Logo,

1

DGy Pt Gne1 Gty P2 -2 Gy D11 G1 Do qo-

Agora, cada classe [qlzl - Pr—1 - qk—1] pertence ou a m(Xy,*) ou a
m1(X2,%) e assim g, ' - pr—1 - q@u—1 = (Ji)«(qx ' - Pr—1 - gx—1). Entdo pela
Proposicao 17 (b) temos que h é sobrejetora. Assim, o fato de h ser
sobrejetora pode ser reafirmado, pode-se dizer que todo o caminho com
ponto base é o produto de caminhos pequenos com ponto base.

Para mostrarmos que h é um isomorfismo, resta provarmos que h é
injetora, isto &, kerh = 1 = [¥] € m1 (X1, *) *7, (x,nx2,) T1(X2, *).

Suponhamos caminhos pequenos com ponto base pq,...,p,, tais que

W(lpm] - [pa]) = L.

Usamos [p]| para indicar que a classe [p] pertence ao produto amalga-

mado.

Entao ha uma homotopia H em X entre o produto p.,, - Dm—1 - --- - D1

e o caminho constante *. Gostariamos de mostrar que

] Pl =[pm---.p1] =1

no produto amalgamado.
Para isto iremos subdividir I x I em pequenos retangulos C; ; tais que
H

drado obteremos uma sequéncia de caminhos em X de p,, - ... p1 para x*,

¢, ; sejam pequenos. Dali, seguindo as arestas horizontais desse qua-
2J
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Giy

Dij

cada um dos quais sendo escrito como um produto de caminhos pequenos,
e de tal modo que quaisquer dois caminhos adjacentes diferem por uma
homotopia pequena. Serd necessario um pouco de cuidado, pois esses ca-
minhos pequenos nao sao necessariamente baseados. Lidaremos com isso
por meio dos caminhos r; ;, abaixo.

Cubra I x I por H=1(Int(X1)) e H=(Int(X>)), e escolha um nimero
de Lebesgue € > 0 para esta cobertura.

Sejam K > Ein% e n = km. Considere os quadrados abaixo:

Cis = [wﬂ « [J,JH].

n n n n

Sabemos que H(C; ;) esta contido em X7 ou Xs. Sejam

o Hlr . e o Hls o

Py = Hlipsmpqay o % = Hlgqe sy

Di,;j € ¢;,; Sao portanto caminhos pequenos, mas nao sao em geral caminhos
com ponto base.

Para cada vértice (£, ), escolha um caminho r; ; de H(+,Z) para *

n’'n 2 n’n

que se encontra em X;, Xp ou X; N Xy se H(;,2) pertence a X1, X

ou X7 N Xs, respectivamente. Isso é possivel pois X1, X5 e X7 N X5 sao

conexos por caminhos. No caso H (%, %) = *, escolha r; ; como sendo o

caminho constante x. Assim, por conjugagao

~ -1 ~ -1
Dij = Tit1,5 " Pi,j " Tij € Qij =Tij+1Gij iy

sao caminhos pequenos com ponto base. Consequentemente, qualquer pa-

lavra em [p; ;] e [¢; ;] representa um elemento no produto amalgamado.
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H4& uma homotopia pequena
Qi1 Pig ~ Pij1 - Qi (1.1)
relativa aos extremos, pois ambos os caminhos estao na imagem de

Hoim (€t (38). (HE 8) = m (X () (52 52))

n n
com § =1 ou 2 e por (1.1)
JCHCRNCES)
tem apenas um elemento. A partir da homotopia em (1.1) é facil produzir

uma homotopia pequena baseada

—1 —1
it 141 " Qit1, " Pig " Ty j ™ Titlg+1 " Pig+1 - Gij Ty j-

<

0 que implica que

—1 1 —1
Tit 1,41 Qit 1,5 M1, Vit 1,5 Pig Tig ~ Vit 1+l Pig+1Tg 1 Tig+1Gi Ty j

€ por isso temos
[@'H,j] ’ [@g] = [@',jﬂ} ’ [ai,j]
no produto amalgamado. Assim,
[Pig) = (a4 ,] - [Pig] - [Gig)-
Podemos concluir que

[Pn—1,0] - - - [Po,0] = ([Zlv;})] . [5;,2_1])-([@1_1,”] - [Pon])-([qon—1] - - - [do,0]) -

O produto do lado direito € homotopico ao caminho constante * e por
isso representado por x. Assim,
[Prn—1,0] - - - [Po,0] = [*].

Para finalizar mostraremos que

[Pm] - [p1] = [Pn—1,0] - - [Po.0]-
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Escolha a € Z com 0 < a < m — 1. Desde que n = km, [ps,] estéo

contidos ou em X; ou Xy para ak < s < (a+ 1)k — 1. Assim a palavra

[P(at1)k—1,0] - - - [Pak,o0]

é equivalente & palavra de uma tnica letra

[P(a+1)k—1,0 - - - Pak,0]
no produto amalgamado. Porém
Pa+1 ~ P(a+1)k—1,0 - - - Pak,0 ™~ 5(a+1)k:71,0 .. -27ak,0

assim

[Pat1] = [Plat1)k—1,0] - - - [Pak,0]-

5 Aplicagdes
Faremos agora algumas aplicacoes do Teorema de van Kampen.
Teorema 19. m(S™) =0 para n > 1.

Prova: Sejam

Xl = {(wlv‘ . '7xn7xn+1) es" | Tn41 < 1}7

X2 - {(xl,. . .,J,‘n,.’IfnJ,_l) € S” | Tn+1 > —1}

Note que S™ = X; U X5 e que X; e X5 sao abertos e conexos por cami-
nhos. Pela projecao estereografica X; e X5 sao homeomorfos a R™. Sabe-
mos também que R™ é contratil e assim m (R") = m1(X;) = m(X2) = 0.

Observe que X1NX3 é conexo por caminhos, pois X1MNX5 é homeomorfo
R™ — {0} que é conexo por caminhos.

Agora, aplicando o Teorema de van Kampen, temos:

m1(S™) = 0 %4, (x,nx,) 0 = 0.
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Observacao 20. Sabemos que S™ é conexo por caminhos, assim dizemos

que S™ é simplesmente conexo para n > 1.

Teorema 21. Seja X a unigo de dois circulos no plano com um ponto em

comum. Entao m(X) € o grupo livre em dois geradores.

Prova: Seja p o ponto em comum e escolha os pontos p; e py em cada um

dos circulos, sendo estes distintos de p. Entdo, (X — {p1},p) ~ (S, p),

(X —{p2},p) = (S',p) e (X = {p1}) N (X — {p2}),p) = (p,p). Assim por
van Kampen, este é o grupo livre em dois geradores = e y:

m(X,p) Z (ST, P) fomy ) (ST, P) 2 () 50 ().

Teorema 22. Se X = S?2U J, onde J ¢ um segmento unindo dois pontos

quaisquer de S?, entio 71 (X) = Z.

Prova: Sejam a e b os pontos de intersecio entre 5% e .J. Escolhap € X —J
qualquer. Existe Xo = B(p;d)N.S?, uma vizinhanca de p, tal que XoNJ =
(), para ¢ suficientemente pequeno. Tome U C X, outra vizinhanca de p e
considere X; = X —U.

Note que X = (X1, X5) é excisivo e X, X7, X5 e X3 N X5 sdo conexos
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por caminhos. Sabemos que X; ~ S, X5 ~ {p} e X1 N X5 ~ S. Logo,
m(X1) =2, m(X2)=0, m(XiNX3) =2
Pelo Teorema de van Kampen segue que
71 (X) = w1 (X1) *7, (xi0x0) T1(X2) 2 Z%70 = Z.
(]
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Abstract: In Algebraic Topology the homotopy theory is a very important
subject. The fundamental group is the simplest invariant in this theory
and we had defined it in this work. Also we discussed how to compute

such group making use of the van Kampen Theorem.
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Estabilidade de Equacoes Diferenciais com
Retardamento pelo Segundo Método de
Lyapunoff e Aplicacoes

Marcia Ritchielle da Silva!
Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: Neste trabalho apresentamos alguns resultados sobre a estabili-
dade das Equacoes Diferenciais com Retardamento, em relacao ao ponto
de equilibrio x = 0, com base no segundo método de Lyapunoff e segundo
a referéncia [1].

Palavras-chave: Retardo; Lyapunoff; Estabilidade.

1 Introducdo

O objetivo deste artigo é fazer um estudo introdutoério sobre estabili-
dade de equagoes diferenciais com retardamento (EDR) utilizando o se-
gundo método de Lyapunoff. Também podemos observar que diferente-
mente das equacgoes diferenciais ordinarias, a determinagao de solugao de
uma EDR depende nao apenas do conhecimento da mesma em um dado
instante inicial ¢y, mas sim do conhecimento da solugao em um certo in-
tervalo anterior a tg.

Na seguinte secao introduzimos alguns conceitos basicos sobre as equa-
¢oes diferenciais com retardamento e os diferentes conceitos de estabili-
dade. J4 na segunda segao, apresentamos critérios de estabilidade, na linha
do segundo método de Lyapunoff, considerando um funcional v(¢, ¢), de-
finido em [0, 00) x Cyy com valores em R, satisfazendo certas propriedades
que garantem a estabilidade das solugoes em torno do ponto de equilibrio
z = 0. E por fim, na terceira segao, temos duas aplicagoes dos resultados

estabelecidos na se¢ao anterior.

!Bolsista do Programa de Educacdo Tutorial (PET)-SESu/MEC

49



50 ESTABILIDADE PELO METODO DE LYAPUNOFF
2 Definicoes

Vamos introduzir primeiramente o conjunto no qual as condic¢oes inici-
ais da EDR serao consideradas. Sejam 0 < h < 00, 0 < H < o0,

Cu ={peC=C([-h0LR"); [lo] < H},

onde C([—h,0],R™) é o espago de Banach das aplica¢ées continuas de
[~h,0] no R™, com a norma ||¢[| = sup_j<,<q l¢(x)], denotando |. | uma
norma do R™. No caso em que H = 0o, Cyg = Cy = C, isto &, Cy é o

proprio espaco de Banach C.

Definicdo 1. Sejam 0 < A < o0 e z : [tg — h,t9 + A] — R™ uma fungao
continua e seja t, tg <t < tg+ A. Definimos x; como sendo o elemento de
C' dado por z4(0) = z(t + ) para —h < 6 <0.

Definicdo 2. Seja f:[0,00) x Cy — R™ uma fungdo, a equagio

z(t) = f(t,zy) (1.1)

é chamada uma Equacao Diferencial com Retardamento.
Vamos considerar ¢ € C'y e a condigao inicial no dado instante tg,
denotada por zy, = v, ou seja, x1,(0) = ¥ (0), com 6 € [—h,0].

Definicdo 3. Sejam ¢ty > 0e ) € Cy. Uma fungdo x : [to—h,top+A) — R"
continua é dita uma solugdo de (1.1) com fungéo inicial ¢ em ¢y se:
i) &y € Cy para tg <t < tg+ 4A;
i) x4, =15
iil) @(t) = f(t,z;) para to <t <ty + A.
Indicamos por z(t; to, 1) a solugdo da EDR, cuja funcdo inicial em g

& .

Usamos a notagao x¢(tg, ) para indicar o elemento de C, dado por:

x¢(to,¥)(0) = x¢(to + 6;t0,v),0 € [—h,0].
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Definicdo 4. Dizemos que x = 0 é estavel, se dados € > 0 e ¢y > 0, existe
d = 0(e,t0) > 0 tal que ||| < d et >t implica ||z:(to, )| < €.

Definicdo 5. Dizemos que z = 0 é uniformemente estavel, se dados
e>0ety > 0,30 = d(e) > 0 tal que ||¢|| < § et > ty implicam
[z (to, 9)Il < e

Definicdo 6. Dizemos que z = 0 é assintoticamente estavel se a defi-
nigdo de estabilidade é satisfeita e a todo to > 0, Ip = p(tp) > 0 corres-
pondente, tal que ||¢|| < p implicam x(¢; to, ) — 0, com t — co.

Definicdo 7. Dizemos que x = 0 é uniformemente assintoticamente
estavel se a defini¢do (4) ¢é satisfeita e Ip > 0 de modo que, Ve > 0,
3T'(e) > 0 correspondente, tal que se ||| < p e to > 0, entdo ||z:(to, p)|| <
€, para t > to + T'(e).

Definicdo 8. Dizemos que x = 0 é globalmente assintoticamente es-

tavel se H = oo e a defini¢ao (6) é satisfeita, com p(tg) = oo.

Vale observar que para equacoes diferenciais ordinarias, o Segundo Mé-
todo de Lyapunoff é desenvolvido. A seguir vamos apresentar alguns re-
sultados para EDR sobre este método inspirado pelo caso ordinério, con-

siderando inicialmente um funcional com algumas propriedades.

Definicao 9. Seja v(t, ) um funcional definido para t > 0, € Cpg, isto
é, v(t, ) é uma aplica¢do continua definida em [0, 00) x Cir com valores
em R e considere v(t,0) = 0,Vt > 0.

O funcional v(t, ) é chamado de positivo-definido se existir uma
funcdo escalar continua w(r),r > 0, tal que v(t,¢) > w(|¢|), para t >

0,¢ € Cy, com w satisfazendo w(r) > 0, com r > 0.

O funcional v(t, ) é dito negativo-definido se —v(t, ¢) for positivo-
definido.
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Para todo funcional v(t, ¢), tg > 0, € Cg, definimos
. . —1
O(to, ) = 0(t;2e(to, 9)) = lim —[(v(to + i @44 (to, ©)) — v(to, )],
r—0trT

onde lim indica o limite superior e z(¢; %o, ) é solugao de (1.1), com con-

digao inicial x¢, = ¢.

Definicdo 10. Dizemos que o funcional v(t, ) tem extremo superior
infinitésimo se existir uma funcdo escalar continua £(r), com r > 0, tal
que |v(t, )| < &(l¢ll), para t > 0,9 € Cxr e £(0) = 0.

Definicdo 11. O funcional v(t, ) definido em [0,00) x C, é dito radi-
almente ilimitado se existir uma fungao escalar continua v(r) tal que

vu(t, ) = v(llell) e 7(r) = oo, quando r — oco.

3 Segundo Método de Lyapunoff

Nesta segao, vamos supor vélidos o Teorema de Existéncia e Unicidade
e os resultados sobre extensao de solugao para EDR, ver referéncia [1].

Supomos ainda que a origem seja um ponto de equilibrio de &(t) =
f(t,zy), isto &, f(t,0) =0,t > 0.

Observacdo 12. Quando a equagao y(t) = g(t,y:) tem um tnico ponto
de equilibrio y* # 0, podemos notar que a partir da mudanga de variavel
x =y —y* temos, ©(t) = y(t) = gt,ze + yf) = f(t,z) =0=2*=0¢
ponto de equilibrio da equagdo @ = f(t,x:), onde x: = y; — y;.

Portanto, a hipétese f(¢,0) = 0, V¢ implica que 2 = 0 é ponto de equi-
librio da equagao @(t) = f(t,z;). E assim, basta efetuarmos os resultados

de estabilidade para o ponto de equilibrio z = 0 de (1.1).

Seja g(t) uma fungdo escalar continua, definida em [a,b), b < co. A

expressao
—qg(t —g(t
glt+7) — g(0)
r—0+ T

tem sempre significado, podendo ser 400 ou —oco. Este limite é denotado

por §(t).

)
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No caso em que g(t) é diferenciavel, ¢(t) coincide com a derivada de
g(t) no sentido usual.

Com relagdo a derivada de ¢g(t), tomada no sentido acima, temos os
seguinte lemas, que sao fundamentais para o Segundo Método de Lyapunoff

e estdo demonstrados na referéncia [1].

Lema 13. Seja g(t) continua com g(t) < 0 ( g(t) > 0) para a < t < b.

Entao, g(t) € nao crescente (nao decrescente) em [a,b).

Lema 14. Suponha g(t) continua com §(t) < —o (§(t) > o), 0 > 0 em
[a,b). Entao, g(t) < g(tg) — ot — to) (g9(t) > g(to) + o(t — to)) para
a<ty<t<b.

Teorema 15. Suponhamos que exista um funcional v(t, ), positivo-defini-

do e satisfazendo v(t,p) < 0. Entao, a solugao x =0 de (1.1) € estdvel.

Prova: Suponhamos por absurdo que x = 0 néo seja estavel. Ou seja,
suponha que exista € > 0, tal que para todo § > 0, existem ¢ e t; tais que
lell < 0,1 = to e [lze, (to, o) = €.

Note que v(t, @) é um funcional linear continuo em [0, 00) x C'p, entéo
v(t, ) é continuo em (tg, ¢ = 0).

Assim, para w(e) > 0, existe g = do(¢, €) tal que || (to, 0) — (to, ¥)|| < do,
neste caso entao ||¢|| < do, implica |v(tg, 0) — v(to, )| < w(€) = v(to, V) <
w(e).

O que implicaria

o(t1; 24, (Lo, ) = w ([, (o, 9)[) = w(e) > v(to, p) = v(to, T4, (o, #))-

Ou seja,

v(t1, 2, (to, ) > v(to, Tty (to, ¢))- (1.2)

Como v(t, p) é ndo crescente e pelo Lema 3, segue que se ty < t, entdo

v(to, Ty, (to, p)) > v(t1, x4, (t1,)), 0 que contraria (1.2). ]
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Teorema 16. Suponhamos que exista um funcional v(t, @) positivo-definido,
tendo extremo superior infinitésimo, com 0(t,) < 0. Entdo, a solugdo

x =0 de (1.1) € uniformemente estdvel.

Prova: Por hipétese, v(to,v) < &(||l¢]l),Vt > 0. Como &(r) é continua e
£(0) = 0, segue que para qualquer € > 0, existe 6 = d(e) > 0 tal que
lell <6 = [&(llell) — £00)] < e=[&(llelD] <

Assim, dado € > 0,Vt > tg, existe d = §(e) > 0 tal que
v(to, ) < &(Jl¢ll) < w(e) = ¢, independente de tg, pois § = d(¢) vem da
continuidade de &.

Repetindo o argumento do teorema anterior, segue a estabilidade.
Como § independe de ¢, segue a estabilidade uniforme, como queriamos

demonstrar. ]

Definicdo 17. Seja a solugdo x = 0 de (1.1) assintoticamente estavel.

Dado ¢y > 0, o conjunto
Dy, = {p € Cy/x(t;to, ) — 0,t = o0}
é chamado o centro de atracao do ponto de equilibrio x = 0 em t.

Teorema 18. Suponhamos que exista um funcional v(t, ) positivo-defini-
do, tendo extremo superior infinitésimo, com 0(t, @) negativo-definido. En-

tao, a solugao x =0 de (1.1) € uniformemente assintoticamente estdvel.

Prova: Como 0(t, ¢) é negativo-definido, entéo existe w(r), r > 0 tal que
—0(t, ) > w(lle¢|l) = 0. Logo, v(t,¢) < 0. Pelo teorema (16), segue a
estabilidade uniforme.

Como v(t, p) é positivo-definido e tem extremo superior infinitésimo,
existem fungoes escalares continuas w(r) e &(r), com w(r) > 0 para r > 0
e £(0) = 0 tal que w([j¢]]) < v(t, ) < &([l¢l), para t = to, ¢ € Ch.

Sejam Hp,Hs,0 < Hy < Hy < H, escolhidos de modo que £(Hy) <
w(Hs), pois dado 0 < Hs < H, como w é continua em [Ha, H], existe

min,.¢ (g, g w(r) = a > 0.
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Agora, £(r) — 0, quando r — 0, pois £ é continua, entdo dado Hs,
sempre existe a.

Basta tomar H; > 0 tal que £(H;) < a.

Afirmagao: tg > 0, € Cy implicam z,(to, ¢) € Cpy, para to <t < tt.

De fato, suponhamos que isto nao seja verdade. Entao, existem t1, to,
t1 < t2, com ||z, (to, )|l = Hi e [|lze, (fo, ¢)|| = Ha.

Portanto,

v(tr; e, (to, ) < &, (to, p)[I) = E(H1) < w(Ha) =
W[zt (to, P)II) < vlta; 21, (to; ©))-

Segue do Lema (3) que existe 7,t; < 7 < ta, tal que 0(7; 2, (tg,¢)) > 0, o
que nos leva a uma contradigao.

Entéo, ty > 0, € Cy implicam x;(tg, p) € Cy, paraty <t <t 1T =
o0. Como x = 0 é uniformemente estavel, dado ¢ > 0, com 0 < € <
Hy,36 = 4(€), tal que p € Cs implica z:(tg, ¢) € C, para tg < t < 00.

Como ¥(t, ¢) é negativo-definido, existe uma funcdo escalar o(r) > 0
para > 0, com 0(¢, p) < —a(||¢|]).

Sejam 0 < v = infs<r<p, 0(r), M > supg<,<p, (1) e T = %

Note que T nao depende de ty e portanto T'(e) = T.

Afirmamos que ¢ € Cp, implica m?(to,cp) € (s para algum instante
Tty <t<to+T.

Mostremos novamente por contradigao. Suponhamos que isto nao seja
verdade. Entdo, § < ||z¢(to, p)|| < Ha para to <t <ty + T e, portanto,

itii(to, ) < —o(larlto. ) < = inf, o) = =,

para to <t <tg+1T.
Segue do Lema (14) que v(t; z¢(to, ¢)) < v(to, ) —y(t — to), para
0<ty<t<ty+T e, por conseguinte,
v(to + T zeg 47 (to, @) < v(to, p) —y(to + T —to) <

€(llel) =1(ta + T = t0) = (Il) =1T < M =T = M =97 =0
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Portanto, v(to + T; xty+7(to, ¢)) < 0. O que é impossivel, pois v(t, )
é positivo-definido (v(tg + T'; z1,+7(to, ) > 0).

Entao, se ¢ € C), com p = H;, implica x;(to,go) € Cs, para algum
?,to S;S to + T e, portanto, pela estabilidade uniforme, dado € > 0,
0 < € < Hy,30 = d(¢), tal que ¢ € Cs implica x¢(to,p) € C. para
t>to+T. -

Teorema 19. Suponhamos que exista um funcional v(t, @), positivo-defini-
do, radialmente ilimitado, tendo extremo superior infinitésimo e com 0(t, )
negativo-definido. Entdo, a solu¢io x =0 de (1.1) € globalmente assinto-

ticamente estdvel.

Prova: Como v(t, ) é positivo-definido e tem extremo superior infinité-
simo, existem fungdes escalares continuas w1 (r),&(r), com wi(r) > 0,7 > 0
e §(0) =0, de modo que wi([lel]) < v(t, @) < &(ll¢ll) parat > 0,9 € Ch.

Como v(t, ¢) é radialmente ilimitada, existe uma fungao escalar conti-
nua y(r) tal que v(t, ) > v(|l¢|) e v(r) — oo, quando r — cc.

Definindo w(r) = max{w; (r),v(r)}, temos que w(r) > 0 para r > 0,
w(r) — oo, com r — 00 e w(|[ell) < v(t, @) < &(llell)-

Entao, dada qualquer constante positiva Hy, podemos encontrar Ho,
tal que £(H;) < w(H3), ja que w(r) — oo, com r — 00 e w é uma fungao
continua.

Assim Cpq, estd contido no centro de atragdo do ponto de equilibrio
xz = 0 para todo Hy,p = H; = oco. Portanto, x = 0 é globalmente

assintoticamente estavel. [ ]

Teorema 20. Suponhamos que exista um funcional v(t, ) definido em

[0,00) x Cy e satisfazendo as sequintes condigoes:

(1) Y(I(0)]) < v(t, ) Sw(p),t >0 e ¢ € Cn, onde w(yp) é um funcio-
nal em Cy, com w(0) =0 e y(r) € uma fungdo escalar continua em
[0,H), com ~v(r) > 0 para r > 0;

(ii) (t,¢) < 0,6 >0, € Cy.
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Entao, a solu¢ao x =0 de (1.1) € uniformemente estdvel.

Prova: Dado e > 0, 0 < € < Hy, seja 6 = 6(e), 0 < § < € escolhidos de

modo que
w(p) <7(e), (1.3)

para ¢ € Cs. Essa desigualdade ocorre pela continuidade da fungoes w e
v e w(0) =0em ¢ = 0. Dado € > 0, sempre conseguimos ~(e) de forma
que essa desigualdade ocorra.

Entao, tg > 0, ¢ € Cs implicam v(tg, ) < w(p) (15)) ~(€).

Como, do Lema (3) e da hipotese (i7), segue que v(t; z:(to, p)) € nédo
crescente, entdo v(t; x4 (to, ) < v(to, ) < y(€) para t > to.

Afirmagao: z:(tg, ¢) € C. para t > t.

De fato, pois caso contrario existiria ¢ > tq satisfazendo

|zz(to, ¢)| = €. Pela hipotese (i), teriamos

v(; zg(to, ) = (|x(E; to, )I) = ¥(e),

levando-nos a uma contradicao, pois v € nao crescente.

Assim, p € Cs,tg > 0 = |x(t;t0, )| < € para t > tg.

Note que o §(¢) foi tomado segundo a continuidade da w, independente
de to.

Portanto, = 0 é uniformemente estavel. [

Teorema 21. Suponhamos que exista um funcional v(t,¢) definido em
[0,00) x Cy e satisfazendo a condi¢ao (i) do teorema (20). Suponhamos
ainda que exista uma fun¢ao escalar T'(r),r > 0, positiva e continua para
r >0 tal que v(t,x¢) < —=I'(|z(t)|), para toda solugao x(t) de (1.1). Supo-
nhamos que f(t, ) seja limitada em [0, 00) x Cy. Entdo, a solugdo x =0

de (1.1) € assintoticamente estdvel.

Prova: Tomemos por conveniéncia |z| = sup; <<, |-
Sejam H;, Hy,0 < Hy < Hy < H, escolhidos de modo que se ¢ € C,,
entdo w(yp) < v(Hz) (pela continuidade de w e 7).
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Do mesmo modo que na prova do teorema anterior, segue que se ¢ €
Ch,, entao z(to, ) € Cu,, para t > tg > 0. Assim, pelo teorema (20), x
é uniformemente estavel. Logo, x é estéavel.

Para completar a demostragao, é suficiente mostrar que se ¢ € Cp, e
tg > 0, entdo z(t; to, ) — 0, com t — oo.

Vamos provar por contradigao. Suponhamos que existam ty > 0 e
¢ € Cg, de modo que z(t; to, @) ndo tenda para zero com t — co. Entao,
existe uma sequéncia crescente (t,,)men, com tp,y1 —tyn > 2en > 0 de
modo que |z(tm;to, )| > n, Ym.

Afirmacao: Existe § > 0 nao dependendo de m, tal que |z(t; 2, ¢)| > 2
para |t,, —t| < .

De fato, seja o > 0, satisfazendo |f(¢,¢)| < o,Vt > 0 e para ¢ € Cp,
pois f(t, ) € limitada por hipotese.

Para cada t,,, considere o intervalo (t,, — 1,t,, + 1) e, aplicando o
Teorema do Valor Médio para t € (¢, — 1,t,, + 1) Temos:

|25 (tms to, ©) — xj(t; to, ©)| = |25(&t0, ) (t — tm)| =
|fi (& xe)l|tm —t] < oty — 1,

onde £ é um namero entre t,, e t.

Note que
|75 (tm;i to, )| — |z5(t:t0, ©)| < |zj(tmito, ©) — x5t t0, )| < ot — ]
= [z (tm;to, @)| — oltm — t| < [x;(t:t0, ).
Assim,
|2 (tt0, )| = zj(tmito, @) — oltm —t| > n — oltm — .
Agora, tomando 3 = min {3L, 1}, temos

2
2,(t5t0.0)| = @5 (tmito, @) —oltm—1] > =05l =n—3 = 20>

9

N3

para |t,, —t| < .
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Observamos que ( nao depende de m. Entao, 4 < |z;(t;to, )| < Ha

para |t,, —t| < 0 e isto acarreta que

(8 e(to, 0)) < —T(|z(t;to, p)]) < LS {-T(r)} =—¢<0.

Note também que como ., +1 — ., > 2, temos para m = 1, que to —t; > 2

e B<1=t1+ 8 <ty— B. Dai, como v < 0, segue pelo Lema (3) que

U(tl + Bvxtl-‘rﬂ(t(h(p)) > U(tQ - ﬁ)xh—ﬂ(tO)@)) =
'U(tl + Baxtl—&-ﬁ(th@)) - ’U(tz - Baxb—ﬁ(toa@)) > 0.

Repetindo este argumento para m = 2, ..., N, obtemos

U(tN—l + B?xthl"l'/H(tO) 30)) - U(tN - B?xtN_B(tO? 90)) > 0. (14)

Portanto, pelos Lemas (3) e (14) e o fato de que § < 1 e tyq1 —tp > 2,

segue que Vn € N, temos

(1.4)
0 S ’U(tN + 57xt1\7+5(t07g0)> - U(tl - /B;mtlfﬁ(t[)asp)) S

N Lema(14)
S [0t + B 21, 45(t0r 9)) — 0ltm — B 200 _s(t0, )] <
m=1
N
> —qltm + B —tm + Bl = —2NgB.
m=1

Por conseguinte, v(ty + 8, Tty +8(to, ¢)) = —o0 quando N — 00, o que

nao é possivel, pois v(t, @) > 0 e segue o resultado. ]

4 Aplicagoes

Aplicacdo 1. Mostremos que a solugao nula da equacao &(t) = —xz(t)g(t, z¢),
onde g(t,») > 0 é uniformemente estavel.
Para isto, considere v(t,¢) = [p(0)]?, ¢ € Cg.

Mostremos entdo, a validade das hipoteses do Teorema (20).
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1. Afirmamos que v(t, ¢) < 0.

Com efeito,
oty ) = [20(0)]* = [w(t +0)]* = [z()]*.
Assim,

0(t,2¢) = 20(t)i(t) = 22(t)[~2()g(t, 20)] = —2[x(t)*g(t, z:) < 0.

Portanto, v(t, ) < 0.

2. Provemos que existe v : R% — R* , onde vy(r) > 0 para r > 0 e existe
w(p); w: Cy — R, onde w(0) = 0 tal que v(|p(0)]) < v(t, ) < w(p).

Basta definir v(r) = r2, Vr.
Mostremos que v(t, @) = [p(0)]? < w(p).

De fato, considere w(p) = ||¢||*.

Como |||l = sup_,<p<ol@(0)] = |(0)], temos [lp]* > [ (0)[>.
Logo, 0 < [p(0)]* < [lo]*.

Pelo teorema (20), concluimos que z = 0 é uniformemente estavel.

Aplicacdo 2. Seja b(t) uma funcdo escalar continua de modo que |b(t)| <
0,t>0e0<7=h<o0. Sejam H e a escolhidos de modo que cH < a,

com H e a sendo reais positivos. Entao, a solucao x = 0 da equagao
#(t) = —ax(t) + b(t)x(t — 7)x(t)

é assintoticamente estavel e C'y esta contido no centro de atragao para
todo tg > 0.

De fato, primeiramente, note que a solucao x = 0 é uniformemente
estavel, pelo Teorema (20), pois ¥(|¢(0)]) < v(t,¢) < w(p) e v(t,p) <0
(basta tomar v(r) = r2, v(t, ) = [p(0)]? e w(p) = ||¢||?, como na aplicagao

(1)
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E também que

[F (8 @)l = [ = ¢(0)(a = b(t)p(=7))| = | = (0)[la — b(t)p(=7)| <
H(lal + | = b®)lle(=7)]) < H(a — o H).

Portanto, f(t,¢) é limitada.
Afirmagao: o(t,z¢) < —y(|z(t)|). Para isto, defina v(r) = 2r?(a — o H)
(a > oH e~y & continua). Também v(t, ) = [p(0)]? = [24(0)]> = 2%(¢) e

O(t, ) = 2x(t)2(t) = 22%(t)(—a + b(t)zs(—7)) = —222%(t)(a — b(t)zs(—T)).
Basta mostrar que |0(¢, x¢)| > 7.

[o(t,20)| = | = 20%(t)(a = b(t)ze(~7))| = | = 22*(t)lla — b(t)ze(~7)| >
| = 22°(#)|(Jal = [b()l[ze(=7)]) = | = 22*()|(a — o H) = 7(|2(t))).

Concluimos que |0| > 7. Logo, pode ocorrer || > v ou |0 < —7.
Mostremos que v(t,z:) < 0.
Para isto, basta mostrar que a — b(t)z,(—7) > 0. De fato,
|b(t)z:(—7)| < oH < a,¥t > 0. Logo, o sinal de a — b(t)z(—7) & igual ao
sinal de a.
Portanto, 0(t,x¢) < —v(|z(t)]). Logo, x = 0 é assintoticamente estavel,

de acordo com o Teorema (21).

Agradecimentos: Agradeco a minha orientadora Marta Cilene Gadotti, por
sua ajuda, dedicacdo e atencdo e ao auxilio financeiro do Programa de
Educagao Tutorial (PET)-SESu/MEC, pelo apoio financeiro.

Abstract: We present some results on stability of differential equations
with delay in relation to equilibrium point x = 0, based on the second
method Lyapunoff and using reference [1].

Keywords: Delay; Lyapunoff; Stability.

Referéncias Bibliogréficas

[1] Onuchic, N. Equagdes Diferenciais com Retardamento, Escola de En-
genharia de Sao Carlos, USP, Julho de 1971.

BICMaTt, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013



62 ESTABILIDADE PELO METODO DE LYAPUNOFF

[2] Lima, E.L. Curso de Andlise, Projeto Euclides, IMPA, 1992.

[3] Kreyszig, E. Introductory Functional Analysis with applications, John
Wiley & Sons, 1978.

BICMat, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013



O Teorema de ponto fixo de Brouwer em
dimensao um e algumas equivaléncias

Pollyane Vieira da Silva'
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Resumo: Nesse trabalho, estudamos o Teorema de ponto fixo de Brouwer

para o intervalo e algumas equivaléncias.

Palavras-chave: funcao continua, conjunto compacto, ponto fixo.

1 Introducao

A Teoria de ponto fixo € um ramo da Topologia que trata, em parti-
cular, da seguinte questao: dado um espago topoldgico X e uma fungao
continua f : X — X, sob quais condigoes é possivel garantir a existéncia
de um ponto fixo de f, isto &, de um ponto x € X tal que f(x) = z?

Um resultado basilar em Teoria de ponto fixo, e talvez o mais famoso,

é o Teorema de ponto fixo de Brouwer. Em linhas gerais, ele afirma que

o cubo de dimenséo n, [0,1] X --- x [0,1] C R™, possui a propriedade do
ponto fixo. Isto é, para toda func¢do continua f : [0,1] x --- x [0,1] —
[0,1] x -+ x [0,1] existe zg = (x},23,...,20) tal que f(zo) = xo.

Nesse trabalho, trataremos apenas do Teorema de ponto fixo de Brouwer
para o intervalo.

O trabalho esta organizado do seguinte modo: na se¢ao 2, apresentamos
alguns conceitos e resultados preliminares. Na se¢ao 3, demonstramos que

sao equivalentes os seguintes teoremas:

Teorema 1 (Teorema do Valor Intermediario). Seja f uma fun¢do con-
tinua no intervalo fechado [a,b] com f(a) < f(b) ou f(a) > f(b). Se um
numero ¢ estd entre f(a) e f(b), entdo hd um ponto zg € [a,b] tal que

flxo) =c.

1 Bolsista do Programa de Educacdo Tutorial (PET)-SESu/MEC
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Teorema 2 (Teorema do Anulamento). Seja f : [a,b] — R uma fungdo
continua com f(a) < 0 < f(b) ou f(b) < 0 < f(a). Entdo eziste pelo

menos um ponto x € [a,b] tal que f(x) = 0.

Teorema 3 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja f : [a,b] — [a,]]

uma fungdo continua. Entdo existe xg € [a,b] tal que f(zg) = xq.

Por fim, na secao 4, apresentamos uma demonstragao do Teorema de
ponto fixo de Brouwer para intervalos e, como aplicagdo, apresentamos o

Teorema de Borsuk-Ulam para a S*.

2 Conceitos e resultados preliminares

Nesse trabalho, tratamos de funcdes f cujos dominio, Dy, e imagem,
Im(f), sdo subconjuntos de R. Para tais fungoes temos a seguinte defini-

¢ao.

Definicdo 4. Dada uma fungdo f e um ponto p de seu dominio, dizemos

que f é continua em p se:
Ve>0,36>0(F=0(pe) /zeDy, le—pl <6=|fx) - fp) <e.

Dados X C Re f: X — X uma fungdo, dizemos que z € X é um
ponto fixo de f se f(z) = x.

Definicdo 5. Seja X um subconjunto de R. Dizemos que X tem a Pro-
priedade do Ponto Fixo (P.P.F.) se toda fun¢do continua f : X — X tiver
um ponto fixo, isto é, f(x) = x para algum = € X. O conjunto dos pontos

fixos de f é denotado por
Fix(f) ={r € X | f(z) = x}.

Definicdo 6. Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma funcao =z : N —» R
que associa a cada ntmero natural n, um namero real z(n), o qual é

comumente denotado por .
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Definicdo 7. Dizemos que a sequéncia (x,)nen converge para L € R se:
Ve>0,3neN/n=nyg= |z, — L] <e.

Definicao 8. Seja X um subconjunto de R. Dizemos que X é compacto se

toda sequéncia (x1, za, ..., Ty, ...) de pontos de X contém uma subsequén-
cia (Tny, Tngs - - - Tny, - - -) convergindo para algum ponto = do mesmo con-
junto X.

Dados a,b € R, a < b, denotamos por [a,b] = {z € R | a < z < b}
o conjunto dos nimeros reais que estao entre os nimeros a e b, inclusive
estes. Esse conjunto é chamado o intervalo fechado com extremos a e b.

O corpo dos numeros reais satisfaz a seguinte propriedade:

Principio dos Intervalos Encaixantes: Seja (Iy,[1,...,[,,...) uma
sequéncia de intervalos fechados tal que cada intervalo encontra-se dentro
do anterior, com os comprimentos tendendo a zero quando n tende ao
infinito. Entao a intersecc¢ao de todos esses intervalos fechados contém um

tnico ponto xg.

Como consequéncia do Principio dos Intervalos Encaixantes, temos o

seguinte resultado.
Teorema 9. Todo intervalo Iy = [a,b] de R € compacto.

Prova: Seja (z,,) uma sequéncia de pontos de [a,b]. Divida o intervalo
[a, b] na metade. Pelo menos uma das metades contém infinitos pontos da
sequéncia (z,). Chame uma tal metade por I; e escolha um ponto z,, da
sequéncia (z,) que esteja em I;. Agora, divida o intervalo I; na metade.
Novamente, uma dessas metades deve conter uma infinidade de pontos da
sequéncia (z,). Tome uma tal metade e chame-a por I. Escolha um
ponto z,, da sequéncia (z,,) que esteja em [». Por indugdo, obtemos uma

sequéncia de intervalos fechados encaixados,

Ly=[ab>hHD> DIyD---
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a .
——— e, para cada k, foi esco-
2k

lhido um ponto z,, da sequéncia (z,) no intervalo I. Os comprimentos

O comprimento do intervalo [ é igual a

desses intervalos Ij’s tendem a zero quando k tende a infinito. Assim, pelo
Principio dos Intervalos Encaixantes, h4 um tnico ponto zg € ﬂzozo 1.

Note que, em particular, zg € [a, b].

Vamos provar que a subsequéncia (Zn,, Tny, ..., Tn,,-..) da sequéncia
(z,,) converge para x.
. . - . b—a
Tome ¢ > 0 arbitrario. Entao, existe m € N tal que o < e.
Agora, para todo k > m, tem-se
b—a < b—a
2k S gm
. —a
Assim, dado k > m, como zg, T, € Ij, temos |zg — zp, | < o < e.
Isso prova que a sequéncia z,,, converge para o ponto x.
Logo o intervalo Iy é compacto. [

Finalizamos essa se¢ao com o seguinte resultado sobre fungoes conti-

nuas.

Teorema 10. Se f : [a,b] — R é continua entao f € limitada superior e

inferiormente, isto é, existern numeros m e M tais que m < f(x) < M,

para todo x € [a,b].

Prova: Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Vamos provar que a
funcao f é limitada superiormente, ou seja, que existe um numero M tal
que f(z) < M, para todo x € [a,b] . Se ndo existir um tal namero M,
existem pontos x1 € [a,b] tal que f(xz1) > 1, x5 € [a,b] tal que f(xq) > 2,

..y Tn € [a,b] tal que f(z,) > n, etc. Como um intervalo fechado é
compacto, uma sequéncia de pontos (z,,) pode ser escolhida a partir da
sequéncia (z,,) de modo que convirja para algum ponto zy de [a,b]. Como

a funcdo f é continua no ponto xg, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

f(zo) —e < f(z) < fwo) +¢
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sempre que z € [a,b] e |z — x| < 4.

T =—.
ome & 5

1
1. Seja N € N tal que f(x())+§ < N.
2. Seja 6 > 0 tal que

€ la,b], |z — 20| <0 = |f(@) — flzo)| < %

3. Seja ko € N tal que k > ko = |zp, — 20| < 0.
Assim, tomando k > kg tal que ng > N, temos:
1
f(.’lﬁnk)<f<$0)+§<N<nk,

contradizendo o fato de que f(x,, ) > ng.
Logo, f é limitada superiormente.

Analogamente, prova-se que f € limitada inferiormente. [

3 Teoremas equivalentes

Nessa secao, demonstraremos que os teoremas de ponto fixo de Brouwer
em dimensao um, do Valor Intermediario e do Anulamento sdo equivalen-

tes. Para tal, demonstraremos as seguintes implicagoes:

Teorema de ponto fixo de Brouwer

YN

Teorema do Anulamento <: Teorema do Valor Intermediario
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(1) Teorema de ponto fixo de Brouwer = Teorema do Valor In-

termediario

Prova: Seja f : [a,b] = R uma fungdo continua e, sem perda de generali-
dade, suponha f(a) < f(b). Seja ¢ um namero entre f(a) e f(b). Vamos
construir uma funcdo F : [a,b] — [a,b] tal que f(x) = c se, e somente se,
F(z) = x. A fungdo F tera a forma F(z) = A(f(x) — ¢) + z, para algum
A # 0.

Encontrando \:

1. Seja z1 € [a,b] tal que f(z) < ¢ para todo a < x < x; (existe pois

f(a) < ce f é continua);

2. Seja x9 € [a,b] tal que f(x) > ¢ para todo z2 < x < b (existe pois
f(b) > ce f é continua);

3. Existem m e M tais que m < f(z) < M, para todo a < x < b.

Tomemos

\ a—x1 b— 29
= max )
M—-—c m—c

Note que X é negativo. Provemos que a < F(z) < b, para todo z € [a, b].

i) F(z) > a: Suponhamos f(z) > ¢, entao f(z) —c>0e x> x;. Assim

(@ =) - (f(x) =)

A (@) =)+ > T

+r>2a—x1+x 2 a.
Suponhamos f(z) < ¢, entdo f(z) — ¢ < 0. Como A < 0, temos
A (f(z) —c)>0.

Assim A- (f(z) —¢)+2 > 2 > a. Logo, F(x) = A (f(z) —¢)+x > a, para

todo x.
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ii) F(z) < b: Suponhamos f(z) > ¢, entdao f(z) —c¢ > 0. Como A < 0,
temos

A (f(z) —¢) 0.
Assim, M- (f(z) —¢)+ 2z <z <b.

Suponhamos f(x) < ¢, entdo f(z) —c < 0ex < 3. Assim

(b— ) - (f(x) = ¢)

Af(x)—c)+z < +rx<b—29+z<b

m
Logo, F(z) = A- (f(z) — ¢) + z < b, para todo z € [a,b].
Portanto, a < F(z) < b, para todo z € [a, b]. ]

(2) Teorema do Valor Intermediario = Teorema do Anulamento

Prova: Seja f : [a,b] = R uma funcao continua. Se f(a) < 0 e f(b) > 0,
entdo 0 esta entre f(a) e f(b). Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe

pelo menos um x € [a, b] tal que f(zo) = 0. |

(3) Teorema do Anulamento = Teorema de ponto fixo de Brouwer

Prova: Seja f : [a,b] — [a,b] uma fungdo continua. Consideremos a fungao
g : [a,b] — R definida por g(x) =« — f(x). Se g(a) = 0 ou g(b) = 0, esta
demonstrado. Caso contrario, temos g(a) = a— f(a) e, como a < f(a) < b,
segue que g(a) < 0. Por outro lado, g(b) = b — f(b) e, como a < f(b) < b,
segue que g(b) > 0. Pelo Teorema do Anulamento, existe xg € [a,b] tal

que g(xg) =0, isto &, xg = f(xg). Portanto, xg ¢ um ponto fixo de f. =

4 Demonstra¢do do Teorema de ponto fixo de Brouwer

Prova: Seja f : [a,b] — [a,b] uma funcdo continua. Se f(a) = a ou
f(b) = b nao ha nada a fazer. Assim, consideremos o caso em que f(a) > a
e f(b) <b.

Divida o intervalo Iy = [a,b] ao meio e seja ¢ =

o ponto médio

desse intervalo. Se f(c) = ¢, o teorema esta demonstrado. Caso contrario,
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teremos f(c¢) < ¢ ou f(¢) > ¢. Se f(c) < ¢, tome por I; = [a,c]. Se
f(e) > ¢, tome por I = [c, b].

Divida o intervalo I; ao meio através de seu ponto médio, que denota-
remos por d. Caso f(d) = d, o teorema esta demonstrado. Caso contrario,
temos f(d) < dou f(d) > d.

Tome o extremo x do intervalo I7 tal que

(f(d) = d)(f(z) —z) <O.

Definimos indutivamente o intervalo I; a partir do intervalo I;_; se-

guindo o procedimento:

e Se o ponto médio de I;_; ¢ um ponto fixo de f, o teorema esta

demonstrado.

e Caso contrario, tome I; como sendo o intervalo determinado pelo
ponto médio de I;_; e pelo extremo do intervalo I;_; onde a fungao

f(z) — x assume sinal oposto ao que assume no ponto médio de I;_1.

Com esse processo, ou algum ponto médio desses intervalos é ponto
fixo de f ou obtemos uma sequéncia de intervalos fechados encaixados
com comprimento tendendo a zero. Nesse ultimo caso, temos ﬂ;io I; =
{zo}. Afirmamos que f(xg) = zo. De fato, suponha o contrario, isto &,
f(xo) # xo. Entao f(xo) < o ou f(xg) > xo. Sem perda de generalidade,
suponha f(xg) < . Da continuidade da funcao g(z) = f(z) — =, existe
e > 0 tal que f(xz) —z < 0 para todo = € (zg — &,20 +€). Sejan € N
tal que on < &. Temos que o intervalo I,, = [an,by] possui didmetro =
e que zg € I,. Logo I, C (xg — €,z0 + €) e, portanto, f(x) —z < 0 para
todo = € I,,. Mas o intervalo I, foi construido de modo que f(a,) — a, e
f(bn) — b, possuissem sinais opostos, uma contradigdo.

Logo, f(zo) = xo. ]

Agora, como uma aplicagao do Teorema de ponto fixo de Brouwer
apresentamos o Teorema de Borsuk-Ulam para a S'. Para isso precisamos

das seguintes definigoes:
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Definicdo 11. Chamamos de circunferéncia de centro O e raio 1 o conjunto
dos pontos (x,y) € R? tais que 2% + 3> = 1. Denotamos esse conjunto

por St

Definicdo 12. Dois pontos z,y € S' sdo chamados pontos antipodas se
T =—y.

Teorema 13 (Teorema de Borsuk-Ulam). Seja f : S' — R uma funcdo
continua. Entdo existe um ponto x € S tal que f(x) = f(—=x), i.e., ao

menos um par de pontos antipodas possui mesma imagem.

Prova: Dado x € S!, existe um tnico nimero o € [0,27) tal que x =
(cos(a), sen(a)). O namero « é chamado de coordenada angular de z. Note
quese x € St ese x = (cos(a),sen(a)) entdo —z = (cos(a+7),sen(a+m)).

Considere a funcao g : [0, 7] — R definida por
g(a) = f(cos(a),sen(a)) — f(cos(a + 7),sen(a + )).

Note que g(0) = £((1,0)) — F((—1,0)) e que g(r) = F((~1,0)) —
F((1,0)). Assim, g(0) = —g(r).

Se ¢g(0) = 0, conclui-se que f((1,0)) = f((—1,0)) e, assim, o teorema
est4 demonstrado. Caso contrario, temos que g(0) e g(m) possuem sinais
opostos. Logo, pelo Teorema do Anulamento, existe ag € [0, 7] tal que
g(ap) = 0 e, portanto, para zg = (cos(ap),sen(ag)) € St tem-se f(xq) —
f(=z0) =0, o que implica f(zo) = f(—zo). ]
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Resumo: Neste trabalho introduziremos o conceito de aplicagoes homotoé-
picas, tipo de homotopia e espagos contrateis, bem como apresentaremos
varios exemplos e resultados.

Palavras-chave: Aplicagdes Homotopicas; Tipo de Homotopia; Espacos

Contrateis

1 Aplicagdes Homotopicas

Definicdo 1. Duas fungbes continuas f, g : Y — X dizem-se homotopicas
quando existe uma aplicagdo continua F' : Y x I — X tal que F(y,0) =
f(y) e F(y,1) = g(y) para todo y € Y. A aplicacao F chama-se uma

homotopia entre f e g e escrevemos f~gou F : f ~g.

Se f é homotopica a uma funcao constante, dizemos que ela é nuloho-
motodpica.

Algumas vezes, é conveniente usar uma notagao diferente para F', e
escrever, paray € Y et € I, fi(y) = F(y,t).

Temos assim, fo = f,fi =ge ft : Y — X é uma fungao continua,
pois fy = Foi;, onde iy : Y — Y x I, dada por i:(y) = (y,t) e F séo

continuas.

Lema 2. Homotopia € uma relagao de equivaléncia entre as funcdes con-
tinuas Y — X.

Prova: i) f~ f,pois F: YxI — X, dadapor F(y,t) = f(y),Y(y,t) €
Y x I & continua, uma vez que ' = fopyonde p; : Y xI — Y

dada por pi1(y,t) =y e f s@o continuas.

1 Bolsista FAPESP - Processo 2013/04570-6
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i) feg=9g~f.
Seja F': f ~g¢g. Afuncdo R, :Y x I — Y x I, dada por R,(y,t) =

(y,1 —t) é continua, pois suas fungdes componentes sao continuas.

Agora, Fo R, : g ~ f, pois ela ¢ continua, como composta de
continuas, F'o Ry (y,0) = F(y,1) = g(y) e Fo Ry(y,1) = F(y,0) =
f).

iii) f2rgeg~h= f~h.

Sejam F': f ~ ge G : g ~ h. Definimos uma fungao FxG : Y xI —

X por:
F(y,2t), 0 <
FxG(y,t) = { G(y(gt _)1) 1
) [}

Como para t = 1,F(y,1) = g(y) = G(y,0) e F, G sdo continuas,

segue pelo Teorema da Colagem que F' * G é continua.
Ainda, F + G(y,0) = F(y,0) = f(y) e F* G(y,1) = G(y,1) = h(y).
Portanto, FFx G : f ~ h. [ ]

Classes de equivaléncia para relacao de homotopia sao chamadas classes
de homotopia. Escrevemos [Y, X] para o conjunto de classes de homotopia
das fungdes continuas f : Y — X e [f] para as classes de equivaléncia

contendo f.

Lema 3. Sejam h : Z — Y, go,q1 : Y — X e f: X — W funcoes

continuas. Se gg =~ g1, entdo ggoh~gioh e fogy~ fog;.

Prova: Seja G : go ~ g1. Entéo, foG : fogg ~ fog, pois ela é continua (f
e G sdo continuas) e ainda, foG(y,0) = f(G(y,0)) = f(g0(y)) = fogo(y)
e foGy,1) = f(Gy,1)) = f91(y) = feg(y)

Agora definimos hx1: ZxI — Y x I por h x1(z,t) = (h(z),t). Esta
fun¢ao é continua, pois suas componentes sao continuas. Entao Go(hx1) :
gooh ~ g1 oh, pois, sendo composta de fungoes continuas, ela é continua e
ainda, Go(hx1)(z,0) = G((hx1)(z,0)) = G(h(2),0) = go(h(z)) = gooh(z)
e Go(hx1)(z,1) =G(h(2),1) = g1(h(2)) = g1 0 h(z). ]
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Corolario 4. Sego~¢g1:Y — X e fo = f1: X — W, entdo fyo gg =~
f10912Y—)W.

Prova: Como estamos dentro das hipdteses do Lema 3, temos fy o gg =~

foogi =~ f10g1. Assim, pela transitividade, foo go ~ f10g1. [

Este corolario mostra que a classe de homotopia [fog] depende somente
das classes de homotopia [f] e [g]. Podemos, entdo, definir a composigao
de classes de homotopia por [f] o [g] = [f o g].

Sendo assim, observamos que a fungéo F' : [X, W] x [V, X] — [V, W],
dada por F([f],[g]) = [f og] esta bem definida. De fato,sejam ([f1], [g1]) =
(If2]: [g2]) € [X, W] x [Y, X]. Entao, [f1] = [fo] e [g1] = [g2] & f > fa e
g1 =~ g2. Logo, pelo Corolério 4, f1 091~ faoge < [f10g1] = [f2092]

Denotando 1y a funcao identidade do espago U, temos o seguinte:

Lema 5. Sejam h : Z — Y, g1 Y — X e f : X — W. Entao,
[9] o [1y] =[g] = [1x] o [g] e ([f] o [g]) o [h] = [f] o (lg] o []).

Prova: Temos que:
l9] e [ly] =[goly]=g] (1) [1x]o[g] =[1x o g] = [g] (2)

De (1) e (2), temos [g] o [1y] = [g] = [1x] o [g].
Agora, ([flofg])o[h] = [foglo[h] =[(fog)ohl =[fo(goh)] =
[f1ogoh] =[f]o(lg]e[h]) -

Observacdo 6. x ~y < Ja: 1 — X continua / a(0)=zea(l)=y.

T={yeX /y~z}, X= Uf

reX
Z,YET=>2~rexr~y=2~y=3a:l — X continua, tal que

a(0) = z e a(1) = y. Portanto, T é conexo por caminho e é chamado uma

componente conexa por caminho do espaco X.

1.1 Exemplos de Aplicagdes Homot6picas

Exemplo 7. Duas aplicages constantes f,g: X — Y, dadas por f(z) =
p e g(x) = g, s@o homotodpicas se, e somente se, p e ¢ pertencem a mesma
componente conexa por caminho do espaco Y.
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Prova: (=) Por hipotese, as fungdes constantes f e g sdo homotopicas,
entdo existe uma fungdo continua H : X x I — Y tal que H(z,0) =
f(z) = pe H(x,1) = g(z) = ¢, V¥V ¢ € X. Fixando, arbitrariamente,
xg € X, defina « : I — Y por a(t) = H(xg,t). Entdo, o é continua,
a(0) =pe a(l) =q. Assim, p ~ q e, portanto, p, ¢ €D =7.

(<) Se p e q pertencem a mesma componente conexa por caminho do
espago Y, digamos 7, entdo p ~ y e y ~ q, isto &, p ~ ¢. Assim, existe
a: I — Y continua, tal que, a(0) =p e a(1) = q.

Defina H : X x I — Y por H(x,t) = «aft), V z € X. Entdo, H
é continua, H(z,0) = a(0) = p = f(z) e H(z,1) = a(l) = ¢ = g(x).

Portanto, as aplicagoes constantes f e g sao homotoépicas. ]

Como uma consequéncia, temos que f,g : R — R — {0}, dadas por

f(z) =1 e g(x) = —1, ndo sdo homotopicas, pois 1 e —1 pertencem a
componentes conexas distintas de R — {0}, a saber, |0, +o00[ e | — 00,0,
respectivamente.

Exemplo 8. Seja Y C FE, onde E é uma espago vetorial normado. Dadas
as aplicagoes continuas f,g : X — Y, suponhamos que, para todo x € X,

o segmento de reta [f(x), g(x)] esteja contido em Y. Entdo, f ~ g.

Prova: De fato, defina H : X x I — Y por H(x,t) = (1—1t)f(x)+tg(x).
Entao, H é continua, H(x,0) = f(x) e H(z,1) = g(x). ]

Exemplo 9. Como um caso particular, temos que duas aplicagdes con-
tinuas quaisquer f,g : X — FE sao homotopicas. Em particular, toda
aplicacao continua f : X — E é homotdpica & aplicagao constante nula,
pela homotopia H(z,t) = (1 —¢)f(x).

Exemplo 10. Seja S™ C R"*! a esfera unitaria n-dimensional. Dadas
duas aplicagoes continuas f,g : X — S™, com f(x) # —g(z) para todo

x € X, isto é, f(z) e g(x) nunca sdo pontos antipodas. Entao, f ~ g.

Prova: De fato, nestas condigoes, temos (1 —1)f(x)+tg(x) # 0, para todo
telexe X, poisse (1—1t)f(z)+tg(x) =0 para alguns t € [ ou z € X,
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entdo (1 —t)f(x) = —tg(z). Assim, ||(1 —¢t)f(2)|| = || — tg(z)]|, ou seja,
|1 —t[.]|f(z)|| = | — t|.]|]g(z)]| e, portanto, 1 — ¢ = ¢, isto &, t = %. Logo,
(1—3f(@)+ (3)g(z) =0, ou seja, f(z) = —g(z), para algum z € X, o
que é um absurdo.

Entao, defina H : X xI — S™ por H(z,t) = A0S @) F9(@) A g

MA—=8)f (@) +tg(@)]["
H ¢ continua, H(x,0) = f(x) e H(z,1) = g(x). ]

Casos particulares:

a) Se f:S™ — S™ ndo possui pontos fixos, isto é, f(x) # x, para todo
xz € S”, entao f é homotdpica a aplicagao antipoda a : S™ — S”
dada por a(z) = —=z, pois f(x) # —a(x).

b) Se f: 8™ — S™ é tal que f(x) = —x para todo = € S™, entdo f é
homotopica a aplicagao identidade de S™, pois f(x) # —id(x).

Exemplo 11. Se n é impar, entdo a aplicacdo antipoda a : 8™ — S™,

dada por a(z) = —z, é homotdpica a identidade.

Prova: Seja n = 2k — 1. Entdo, S™ C R?* e podemos considerar S™ =
{z=(21,.,21) €CF /|21 + ... + |2|* = 1}.

Para cada nimero complexo u € S! e cada z = (21, ..., 2,) € S™ defina
u.z por u.z = (uzy,...,uzg). Entdo, u.z € 8™, pois |u.z1)? + ... + [u.zx|? =
ul2 2?4+ o a2 = [z + e+ = 1

Defina H : S"xI — S™ por H(z,t) = ¢!0~Y7 2. Entdo, H ¢ continua,
H(z,0) = €™z = (cosm +isenm)z = —2 = a(z) e H(z,1) = e’z = 2 =
id(z). |

Exemplo 12 (Relacdo entre homotopia e campos de vetores nas esfe-
ras). Um campo continuo de vetores tangentes em S™ é uma aplicacao
continua v : S” — R"*! tal que < z,v(z) >= 0, para todo z € S™. Mos-
traremos, agora, que se existir um campo continuo de vetores nao nulos em

S™, entao, a aplicagao antipoda a : S™ — S™ é homotopica a identidade.

Prova: Dado v : S — R™*! continua, tangente e ndo nula em todos
z+v(z)
lz+v(@)|]

BICMaTt, VoLuME X, OuTUBRO DE 2013

os pontos, defina f : S — S™ por f(z) = Observe que = +




78 HomoToria

— . L.
v(z) # 0, pois, caso contrario, v(x) = —x e portanto, 0 =< z,v(z) >=<
. - .
x,—1 >= — < z,x >= —||z||?, ou seja, x = (', o que é um absurdo, pois
xe S

Como z + v(x) # =z, para todo x € S™, pois v(z) # I para todo
x € S™, segue que f(x) # x para todo x € S™. Logo, pelo Exemplo 10
item a), temos que f ~ a.

Por outro lado, f é homotopica a identidade de S™. Para ver isto,
basta definir H : S™ x I — S™ por H(x,t) = % Desde que,
[lz+tv(x)|| > 1, VaeS"eVtel, segue que, H é continua, H(z,0) =
r = id(z) e H(z,1) = Hi%ﬁ:gll = f(z). Assim, id ~ f. Logo, por
transitividade, ¢d ~ a e, por simetria, a ~ id. [ |

2 Tipo de Homotopia

Definicdo 13. Uma funcdo continua f : ¥ — X é uma equivaléncia de
homotopia quando existe e : X — Y continua, tal que [f]o[e] = [1x] e

[e] o [f] = [1y], ou equivalentemente, foe~1x eeo f ~ 1y.

Chamamos, entéo, e de inverso homotdpico de f.

Além disso, nestas condigoes, as fungdes: ¢ : [Z,Y] — [Z, X], [h]
[flo[hlee: [Z,X] — [Z,Y], [k] — [e] o [k] s@o bijetoras, pois 1) o e[k]
Y(lef o [k]) = [flo (le] o [k]) = ([fl o [e]) o [k] = [Ix] o [k] = [Lx o k] = [k
e eoylh] = e([flo[h]) = le] o ([f]o[h]) = (] o [f]) o [n] = [1y] o [R]
[1y o h] = [h].

Similarmente, ha bijegdo entre [Y,W] e [X, W], a saber, [Y,W] —
[X, W], dada por [g] — [g] o [e] e [X, W] — [Y, W], dada por [m] —
[m] o [f].

Portanto, podemos reconhecer os espagos X e Y como equivalentes e

I

dizemos neste caso que X e Y tem o mesmo tipo de homotopia.

Exemplo 14. Sejam Y = SP~! C R? C RPt9 e X o subconjunto de RP*¢
de pontos nao pertencentes ao plano z; = --- = x, = 0. Entao, a inclusao
f:Y — X, dada por f(z1,...,2p,0,...,0) = (x1,...,2p,0,...,0), &
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uma equivaléncia de homotopia, pois e : X — Y, definida por,

X1 Tp
e(xl,...,mp,xp+1,...,xp+q):<ﬁ,..., ,0,...,0
Yai Viad

é a inversa homotopica de f.
Prova: De fato:

i) eof(xl,...,xp,o,...,O):e(xl,...,ajp,O,...,O):(\/ﬁ,...,

\/ﬁ,O,...,O) = (x1,...,2,0,...,0), pois, para qualquer

(xl,...7xp,0,...,0)EY,Q:%—l—---—i—xZQ,:l.Assim,eoley.

ii) foe(xl,...,xp,prrh...,prrq):f(\/gmz,...,\/gx2,07...,0):

x Tp . P N . .
é homotopico a 1 ois H : X x
(\/QU?"F"""‘@?E,’ \/$§+'_.+$IQ)707 70) P X, P

I — X dada por H((T1,...,%p, Tps1s-- s Tptq)st) = (23 + -+ +
t—1 t—1

xf))fol, cee (x%+~-~+x12,)thp,txp+1, .., tTptq) € uma homoto-

pia entre foe e 1x, visto que H é continua.

H((z1,...,%p, Tpt1,s. .., Tpiq),0) = (\/ggﬁ’”" \/;zz,o,...,O) =

foe(x1, ..., Tp, Tpt1, - Tprq) e H((21,. .., Tptq), 1) = (21, ..., Tprq) =
1x(z1,...,%ptq). Assim, X e Y tem o mesmo tipo de homotopia. =

3 Espagos Contréteis

Um espago X é contratil quando ele tem o mesmo tipo de homotopia

que um ponto.

Proposicdo 15. X ¢ contrdtil se, e somente se, a aplicagdo identidade
1x : X — X € homotdpica a uma aplicacao constante c: X — X.

Prova: (=) Se f: X — {p} é uma equivaléncia homotopicae g : {p} —
X é ainversa homotopica de f, entdo go f = 1x, mas go f é uma aplicacao
constante.

(<) Se 1x & homoto6pica a uma constante ¢ : X — X, digamos dada

por ¢(z) = p € X, mostremos que X tem o mesmo tipo de homotopia de
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p. De fato, definamos f : X — {p} por f(z) =peg: {p} — X por
g(p) = p. Entdo, g é inversa homotodpica de f, pois fog(p) = f(p) =p =
Lipy(p) ~ 1 (p) e go f(x) = g(p) = p = c(x) ~ 1x(x). Portanto, X tem
o mesmo tipo de homotopia de p, isto é, X é contratil. [

Corolario 16. Um espacgo contrdtil X é conexo por caminho.

Prova: Sejam p, ¢ € X quaisquer. Devemos exibir uma aplicagdo « :
I — X tal que a(0) = p e a(1) = ¢q. Pela Proposigdo 15, como X é
contratil, 1x ~ ¢1, onde ¢; : X — X é dada por ¢1(x) = p, e também
1x ~ ¢g, onde ¢ : X — X & dada por ca(z) = p.

Logo, pela transitividade, ¢; e co sao homotdpicas, ou seja, existe H :
X x I — X continua, tal que, H(z,0) =pe H(z,1) =q.

Defina o : I — X por «t) = H(xo,t) observe que a(0) = p e

a(l) = g. Portanto, X é conexo por caminhos. ]

Proposicdo 17. Se X ou Y é contrdtil, entdao, toda aplica¢do continua

f: X — Y € homotdpica a uma fun¢do constante.

Prova: i) Se X for contratil, entdo, 1x é homotopica a uma fungao
constante ¢ : X — X, dada por c¢(z) = p. Assim, de 1x ~ ¢,
segue que, f = folx ~ foc, para toda f: X — Y continua, ou
seja, desde que f o c é constante, temos que f é homotopica a uma

constante.

ii) Se Y for contratil, entdo, ly ~ d, onde d : ¥ — Y & dada por
dly) = q. Assim, f = 1y of ~ do f paratoda f : X — Y
continua. Desde que, d o f é constante, temos que f é homotopica a

uma constante. |

Corolario 18. Se X € contrdtil e Y € conexo por caminho, entdo duas

funcoes continuas quaisquer f,g: X — Y sao homotdpicas.

Prova: Como X é contratil, segue da Proposicao 17 que f ~ ¢; e g =~ ¢,

onde ¢1,c2 : X — Y sdotaisqueci(z) =peYec(z) =¢geY. ComoY
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é conexo por caminho, entdo existe « : I — Y continua tal que a(0) = p
ea(l)=q.

Defina H x I — Y por H(z,t) = «a(t). Observe que H ¢ continua,
H(z,0) =p=ci(x) e H(z,1) = ¢ = ca(z). Logo, ¢1 ~ co. Portanto, pela

transitividade, f ~ g. [

Corolario 19. SeY é contrdtil, entao, qualquer que seja X, f,g: X — Y

sGo homotopicas.

Prova: Como Y é contratil, pela Proposicao 17, f ~ ¢; e g ~ co, onde
c1,62 : X — Y séo dadas por c1(z) = p € Y e ca(x) = ¢ € Y. Pelo
Corolério 16, Y é conexo por caminho e de forma analoga ao que foi feito

na demonstragao do Corolario 18, ¢; ~ cy. Portanto, pela transitividade,

f~g. |

Definicdo 20. Um subconjunto X de R™ é convexo se para todo par de

pontos z,y € X o segmento de reta [z,y] esta contido em X.

Definicdo 21. Um subconjunto X de R™ ¢ estrelado se existe p € X tal
que o segmento [p,z] C X, V z € X.

Exemplo 22. O disco (figura da esqueda) é convexo e estrelado enquanto

a figura da direita nao é convexa, mas ¢ estrelada.

Exemplo 23. Todo conjunto convexo é estrelado.
Exemplo 24. Todo conjunto estrelado X é contréatil.

Prova: De fato, como X é estrelado, entdo, 3 p € X tal que [p,x] C
X, Vx € X. Mostremos que 1x é homotopica a ¢ : X — X definida por
¢(x) = p. Defina, H : X xI — X por H(z,t) = (1 —t)x+tp. Entdo, H é
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continua, H(z,0) =z =1x(z) e H(z,1) = p = ¢(z), V € X. Portanto,

X é contratil. ]

Exemplo 25. Se o espago X é contratil, entdo, para todo espaco Y o

produto cartesiano X x Y tem o mesmo tipo de homotopia de Y.

Prova: De fato, como X é contratil, entdo, considere H : X x I — X
uma homotopia entre 1x e uma aplicacao constante ¢ : X — X, dada
por ¢(z) = p € X. Mostremos que, para todo Y, X x Y tem o mesmo tipo
de homotopia de Y.

Para isto, definamos f : X XY — Y por f(z,y) =yeg: Y — X xY
por g(y) = (p,y). Entao, fog(y) = f(p.y) =y = 1y(y) = 1ly(y) e
go f(z,y) = g(y) = (p,y). Mostremos que go f ~ 1xxy. Para isto, defina
G:(XxY)xI— X xY por g(z,y,t) = (H(z,1 —t),y). Observe que
G é continua, G(z,y,0) = (H(z,1),y) = (p,y) = go f(z,y) e G(z,y,1) =
(H(z,0),9) = (2,9) = Ly (2,3). .
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