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EDITORIAL

O Boletim de Iniciação Científica em Matemática–BICMat é uma pu-

blicação que se destina a difundir prioritariamente trabalhos de iniciação

científica em Matemática que fazem parte de projetos desenvolvidos por

alunos do Curso de Graduação emMatemática do IGCE–Unesp–Rio Claro.

Eventualmente trabalhos de Iniciação Científica realizados em outras ins-

tituições poderão também ser publicados neste Boletim.

O BICMat foi criado em 1998 e nessa época foram publicados dois

volumes; o primeiro no ano de criação e o segundo em 2000.

Considerando a importância da Iniciação Científica para o graduando,

e o sempre crescente número de projetos desta natureza desenvolvidos

em nossa instituição, resolvemos reativar a publicação do BICMat, com

ISSN 1980-024X.

Destacamos que a autoria dos trabalhos apresentados no BICMat é dos

alunos. O orientador figura apenas como responsável científico.

Este Boletim também está aberto à divulgação de trabalhos que não

sejam frutos de projetos de iniciação científica, mas que sejam de interesse

dos alunos do curso de graduação em Matemática. Estes trabalhos serão

selecionados pelos Editores.

Este número estará disponibilizado eletronicamente na página do De-

partamento de Matemática no endereço

www.rc.unesp.br/igce/matematica
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Estabilidade para equações autônomas

Alex Rocha Soares

Orientador(a): Profa. Dra. Suzinei Aparecida Siqueira
Marconato

Resumo: Considerando que nem sempre é possível explicitar as soluções de
equações discretas, estamos interessados em saber se as soluções se apro-
ximam ou se afastam das soluções constantes. E, para isso, abordaremos
os conceitos de estabilidade através de Funções de Liapunov e um método
mais abrangente, através de Funções Dicotômicas.
Palavras-chave: Equações Discretas; Estabilidade; Funções de Liapunov
Funções Dicotômicas

1 Introdução

Equações discretas descrevem sistemas dinâmicos cuja evolução no
tempo é medida em intervalos discretos. A dificuldade em alguns ca-
sos para encontrar soluções explícitas para determinadas equações, nos
levam a utilizar informações sobre as soluções dessas equações sem real-
mente resolvê-las. Para a solução dessas equações, buscamos encontrar seu
instante de equilíbrio, estudando a estabilidade dos chamados pontos de
equilíbrio, através de duas ferramentas: Funções de Liapunov e Funções
Dicotômicas.

2 Equações Discretas

Equações Discretas geralmente descrevem a evolução de certo fenômeno
ao longo do tempo, como por exemplo a quantidade de droga administrada
em um paciente depois de um determinado tempo.

Dada uma função contínua f : Z+×Rm −→ Rm, uma equação discreta
de primeira ordem é dada por xn+1 = f(n, xn), onde n ≥ n0 (n ∈ N) para
algum n0 ∈ N. Neste trabalho vamos no ater ao caso em que a função f não
depende explicitamente da variável n, denominada de equação autônoma,

xn+1 = f(xn), n ≥ n0 (1.1)

7



8 Estabilidade para equações autônomas

As equações dadas por xn+1 − xn = g(xn) são chamadas de equações
de diferenças. Observe que essas equações são equivalentes a (1.1), com
f(x) = g(x) + x. Por isso, equações de diferenças são geralmente conside-
radas sinônimos de equações discretas.

Tomando x0 como valor inicial, obtemos através da relação (1.1), a
sequência

x0, f(x0), f(f(x0)), f(f(f(x0))), . . . ,

e por conveniência, adotamos a notação

x1 = f(x0), x2 = f2(x0) = f(f(x0)), . . . , xn = fn(x0).

A solução de (1.1), com valor inicial x0, é a sequência x0, x1, x2, . . .

Ao resolver um sistema discreto, estamos interessados em saber se as
soluções se aproximam ou se afastam de soluções constantes dadas por
pontos de equilíbrio. Este estudo constitui a teoria de estabilidade e a
seguir, apresentamos suas definições básicas.

Definição 1. Um ponto x∗ no domínio de f , é ponto de equilíbrio de (1.1)
se é ponto fixo de f , isto é, f(x∗) = x∗.

Observemos que um ponto de equilíbrio x∗ de (1.1) gera uma solução
constante pois, se x0 = x∗(valor inicial) então x1 = f(x0) = f(x∗) = x∗,
x2 = f(x1) = f(x∗) = x∗,e assim por diante.

Definição 2. Um ponto de equilíbrio x∗ de (1.1) é estável se dado ε > 0
existir δ = δ(ε, x∗) > 0 tal que ‖x0 − x∗‖ < δ implica ‖fn(x0) − x∗‖ < ε
para todo n > 0.

Grosseiramente falando, um ponto de equilíbrio x∗ de (1.1) é estável
quando, para um valor inicial dado x0 próximo de x∗, a solução que se inicia
em x0, permanecerá próxima da solução constante dada por x∗. Vamos
expor a seguir, dois métodos que avaliam a estabilidade de um ponto de
equilíbrio.

3 Método Direto de Liapunov

Em 1892, o matemático russo A.M. Liapunov introduziu um método
para estudar a estabilidade das equações diferenciais não-lineares. Essa
ferramenta, conhecida como Método Direto de Liapunov permite, através

BICMat, Volume XII, Outubro de 2015



Estabilidade para equações autônomas 9

da determinação de funções reais, nomeadas de Funções de Liapunov, in-
vestigar a natureza qualitativa de soluções, sem realmente explicitá-las.
Sua grande desvantagem, no entanto, reside na determinação da função
adequada para uma dada equação, como veremos a seguir.

Dada uma função V : Rm −→ R, a variação de V em relação a (1.1) é
dada por:

∆V (x) = V (f(x))− V (x)

e
∆V (xn) = V (f(xn))− V (xn) = V (xn+1)− V (xn)

Observemos que se ∆V (xn) ≤ 0, então V é não crescente ao longo das
soluções de (1.1).

Definição 3. Uma função V : Rm −→ R é chamada de Função de Liapu-
nov em H ⊂ Rm associada à (1.1) se:

i) V é contínua em H,

ii) ∆V (x) ≤ 0, sempre que x ∈ H e f(x) ∈ H.

Definição 4. Dizemos que a função V é definida positiva em B(x∗, γ) (bola
aberta de centro x∗ e raio γ), se:

i) V (x∗) = 0,

ii) V (x) > 0,∀x ∈ B(x∗, γ), x 6= x∗.

Com estas hipóteses sobre V , está garantida a estabilidade do ponto
de equilíbrio de (1.1) ou seja:

Teorema 1. Se V é uma função de Liapunov numa vizinhança aberta de
H do ponto de equilíbrio x∗ de (1.1) e V é definida positiva em H, então
x∗ é estável.

Prova: Seja α1 > 0 tal que B(x∗, ε) ⊂ G ∩ H. Como f é contínua,
existe α2 > 0 tal que se x ∈ B(x∗, ε) então f(x) ∈ B(x∗, α1). Dado
0 < ε ≤ α2, defina ψ(ε) = min{V (x)/ε ≤ ||x − x∗|| < α1}. Pelo Teorema
do Valor Intermediário em [0, ψ(ε)], (V (x∗) = 0), existe 0 < δ < ε tal
que V (x) < ψ(ε), sempre que ||x − x∗||. Note que se x0 ∈ B(x∗, δ),
então x(n) ∈ B(x∗, ε), para todo n ≥ 0, pois, caso não fosse, existiria
x0 ∈ B(x∗, δ) e um inteiro positivo m tal que x(r) ∈ B(x∗, ε), 1 ≤ r ≤

BICMat, Volume XII, Outubro de 2015



10 Estabilidade para equações autônomas

m, e x(m + 1) /∈ B(x∗, ε), já que x(m) ∈ B(x∗, ε) ⊂ B(x∗, α1) e segue
que x(m + 1) ∈ B(x∗, α1). Consequentemente, V (x(m + 1)) ≥ ψ(ε).
Entretanto, V (x(m+1)) ≤ V (x(m)) ≤ V (x0) < ψ(ε), ou seja, contradição.
Assim, temos a estabilidade de x∗.

Uma das dificuldades em encontrar uma Função de Liapunov V associ-
ada à (1.1) é a exigência de que V seja não crescente ao longo das soluções
de (1.1). Sendo assim, vamos apresentar o conceito de Função Dicotômica,
que nos apresenta uma teoria mais abrangente.

4 Funções Dicotômicas

Consideremos inicialmente a equação (1.1) com condição inicial x(0) =
x0. Vamos supor que f(0) = 0 para que a sequência nula seja solução de
(1.1) e assim, x0 = 0 é chamado de equilíbrio nulo de (1.1).

Daqui em diante, denotaremos uma certa vizinhança da origem em Rn
por Ω.

Como foi visto anteriormente, a variação de V em relação a (1.1) é
dada por ∆V (y) = V (f(y))− V (y). Este conceito é generalizado como se
segue: dados inteiros p > 0 e q > 0, definimos

∆p
qV (y) = V (fp(y))− V (fq(y)) = V (xp)− V (xq(y))

em que f j é a j-ésima iteração de f e como já vimos, xp(y) = fp(y).

Definição 5. Uma função contínua V : Rm → R é chamada dicotômica
em Ω com a relação à (1.1), se existir um inteiro k ≥ 2 tal que, sempre
que y ∈ Ω e ∆k

k−1V (y) ≥ 0, então ∆k
0V (y) ≤ 0.

Definição 6. Dado um ponto y ∈ Rm, um inteiro k > 0 e uma função
V : Rm → R, para cada j = 1, 2, . . . , definimos no intervalo [(j− 1)k, jk)],

cj = max{V (xn(y))/(j − 1), k ≤ n ≤ jk}

e
j∗ = min{n/(j − 1), k ≤ n ≤ jk, cj = V (xn(y))},

ou seja, j∗ é o mínimo entre os índices do intervalo [(j− 1)k, jk] nos quais
ocorre o valor máximo de V (xn(y)) neste intervalo.

Lema 7. Se V é dicotômica em relação a (1.1), j ≥ 2, então cj ≤ cj−1.

BICMat, Volume XII, Outubro de 2015
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Prova: Temos dois casos a considerar:

Caso 1: Se j∗ > (j − 1)k então,

j∗ − 1 ≥ (j − 1)k. (1.2)

Como j∗ ∈ [(j − 1)k, jk], por (1.2), temos:

(j − 1)k ≤ j∗ − 1 < j∗ ≤ jk.

Pela definição de j∗,

V (xj∗(y)) > V (xj∗−1(y))⇒ V (xj∗(y))− V (xj∗−1(y) > 0, ∀y ∈ Ω.

Assim,

V (xj∗(y))−V (xj∗−1(y)) = V (xk(xj∗−k(y)))−V (xk−1(xj∗−k(y))) > 0,

logo,
∀y ∈ Ω, ∆k

k−1 ≥ 0.

Como, por hipótese, V é dicotômica, então:

V (xk(xj∗−k(y)))− V (xj∗−k(y)) ≤ 0⇒ V (xj∗(y))− V (xj∗−k ≤ 0

⇒ V (xj∗(y)) ≤ V (xj∗−k(y)). (1.3)

Por outro lado, j∗−k ∈ [(j−2)k, (j−1)k] e cj−1 é o valor de máximo
do conjunto {V (xn(y))/(j − 2)k ≤ n ≤ (j − 1)k} então,

V (xj∗−k(y)) ≤ cj−1. (1.4)

Por (1.3) e (1.4)

cj = V (xj∗(y)) ≤ V (xj∗−k(y)) ≤ cj−1.

Assim, concluímos o primeiro caso.

Caso 2: Se j∗ = (j − 1)k, então j∗ ∈ [(j − 2)k, (j − 1)k] logo,

cj = V (xj∗(y)) ≤ cj−1.

Portanto, cj ≤ cj−1.

Com as ferramentas dadas, provemos a seguir a estabilidade de um
ponto de equilíbrio através de Funções Dicotômicas.

BICMat, Volume XII, Outubro de 2015



12 Estabilidade para equações autônomas

Teorema 2. Suponha que a função V seja definida positiva e dicotômica
em Ω em relação à (1.1). Então, o equilíbrio nulo é estável.

Prova: Sejam R > 0 e r > 0, r < R, de forma que {y ∈ Rn | ‖y‖ ≤ R} ⊂ Ω
e sup{‖f(y)‖ ∈ Rm | ‖y‖ ≤ r} ≤ R. Definimos δ = inf{V (y) ∈ R |
r ≤ ‖y‖ ≤ R}. Observemos que δ não pode ser zero, pois V é contínua,
V (y) = 0 somente para y = 0 e para os demais, V (y) > 0 e além disso,
r ≤ ‖y‖ ≤ R. Assim, δ > 0.

Mostremos agora que existe γ > 0, γ < r tal que, para ‖y‖ < γ, V (y) <
δ. Para tanto, definimos h : R+ ∪ {0} → R, h(x) = V (x) − δ com h(0) =
V (0) − δ = −δ < 0. Como V é contínua em zero, pelo Teorema da
Conservação do Sinal, existe γ ∈ (0, r) tal que ‖y‖ < γ implica h(y) < 0.
Portanto, h(y) = V (y)− δ < 0, isto é, V (y) < δ, sempre que

|y‖ < γ < r ≤ R (1.5)

Vale também que, se ‖y‖ ≤ R e V (y) < δ, então, necessariamente,
‖y‖ < r pois

r ≤ ‖y‖ ≤ R⇒ V (y) ≥ δ. (1.6)

Para γ > 0 e pela continuidade de f em zero, existe µ ∈ (0, r) tal que
‖y‖ < µ implica ‖xn(y)‖ < γ < R, para n = 1, 2, . . . , k.

Por (1.5), V (xn(y)) < δ. Logo, por (1.6), ‖xn(y)‖ < r para ‖y‖ < µ <
r ≤ R, com n = 1, 2, . . . , k.

Como c1(y) = max{V (xn(y)), 0 ≤ n ≤ k} < δ, segue pelo lema
anterior que cj(y) ≤ c1(y) < δ para j ≥ 1. Assim, V (xn(y)) < δ para
n = (j − 1)k, . . . , jk, j ∈ N. E por (1.6), sempre que ‖y‖ < µ, temos que
‖xn(y)‖ < r para n = (j − 1)k, . . . , jk, j ∈ N.

Logo, para r > 0, existe µ > 0 tal que, se ‖y‖ < µ, ‖xn(y)‖ < r e
portanto, o equilíbrio nulo é estável.

Exemplo 8. Considere a equação(
xn+1

yn+1

)
=

(
1 −1
1 0

)(
xn
yn

)
. (1.7)

Vamos analisar a estabilidade do ponto de equilíbrio nulo de (1.7).
A função V : R2 → R com a lei V (x, y) = x2 + y2 não é Função de

Liapunov em relação à (1.7) devido ao fato de que ∆V (x, y) não tem sinal
definido em nenhuma vizinhança da origem.

BICMat, Volume XII, Outubro de 2015



Estabilidade para equações autônomas 13

De fato, de (1.7) temos:{
xn+1 = xn − yn
yn+1 = xn

Logo, ∆V (xn, yn) = x2
n+1 + y2

n+1 − (x2
n + y2

n) = (xn − yn)2 − y2
n.

Para avaliar o sinal de ∆V (x, y) numa vizinhança da origem, verificare-
mos inicialmente para quais valores ∆V (x, y) = 0, isto é, (x−y)2−y2 = 0,
que é equivalente a y2 = (x− y)2, ou |y| = |x− y|.

Se y ≥ 0, então:

y = |y − x| =

{
x− y, se x− y ≥ 0,
y − x, se x− y < 0.

Para (x, y) ∈ A1 = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ y ≤ x}, y = x − y, que é
equivalente a y = x

2 .
Para (x, y) ∈ A2 = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0, y > x}, y = y − x, que é

equivalente a x = 0.
Se y < 0, então:

y = −|x− y| =

{
y − x, se x− y ≥ 0,
x− y, se x− y < 0.

Para (x, y) ∈ A3 = {(x, y) ∈ R2 | y < 0, y ≤ x}, y = y − x, que é
equivalente a x = 0.

Para (x, y) ∈ A4 = {(x, y) ∈ R2 | x < y < 0}, y = x − y, que é
equivalente a y = x

2 .
Verificaremos a seguir, para quais valores ∆V (x, y) < 0 e para quais

∆V (x, y) > 0.

∆V (x, y) < 0⇔ (x− y)2 − y2 < 0⇔ x2 − 2xy + y2 < y2 ⇔ x2 < 2xy.

Assim, se x > 0, segue que y > x
2 e se x < 0 então y < x

2 .
Analogamente prova-se que ∆V (x, y) < 0 para y < x

2 (x > 0) e para
y > x

2 (x < 0).
Analisando o sinal de ∆V (x, y) numa vizinhança da origem, verificamos

que ∆V (x, y) ≤ 0 não ocorre em toda vizinhança. Portanto a função V
não é Função de Liapunov em relação à (1.7).

Vamos então provar que V é Função Dicotômica para k = 3 garantindo
a estabilidade do equilíbrio nulo de (1.7). Para tanto, analisemos o sinal
de ∆3

2V (x, y) e de ∆3
0V (x, y).

BICMat, Volume XII, Outubro de 2015



14 Estabilidade para equações autônomas

Para (x, y) ∈ R2,

∆3
2V (x, y) ≥ 0⇔ x2

3 + y3
2 − (x2

2 + y2
2) ≥ 0

⇔ (x2 − y2)2 + x2
2 − x2

2 − y2
2 ≥ 0

⇔ (x1 − y1 − x1)2 − x2
1 ≥ 0

⇔ x2 − (x− y)2 ≥ 0

⇔ x2 ≥ (x− y)2

⇔ |x| ≥ |x− y|.

Se x ≥ 0, então:

x ≥ |x− y| =

{
x− y, se x− y ≥ 0,
y − x se x− y < 0.

Para (x, y) ∈ A1 = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, x ≥ y}, x ≥ x − y que é
equivalente a y ≥ 0.

Para (x, y) ∈ A2 = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, x < y}, x ≥ y − x que é
equivalente a y ≤ 2x.

Se x < 0, então:

x ≤ −|x− y| =

{
y − x, se x− y ≥ 0,
x− y, se x− y < 0.

Para (x, y) ∈ A3 = {(x, y) ∈ R2 | y 5 x < 0}, x ≤ y − x, que é
equivalente a y ≥ 2x.

Para (x, y) ∈ A4 = {(x, y) ∈ R2 | x < 0, x < y}, x ≤ x − y, que é
equivalente a y ≤ 0.

A região em que ∆3
2V (x, y) ≥ 0 está representada na figura abaixo.

Vamos agora analisar o sinal de ∆3
0V (x, y).

Para (x, y) ∈ R2,

∆V 3
0 (x, y) = x2

3 + y2
3 − (x2 − y2)

= (x2 − y2)2 + x2
2 − x2 − y2

= (x1 − y1 − x1)2 + (x1 − y1)2 − x2 − y2

= y2
1 + (x− y − x)2 − x2 − y2

= x2 + y2 − x2 − y2 = 0.

Assim, a região em que ∆3
0V (x, y) ≤ 0 engloba toda vizinhança da

origem a ser considerada, pois ∆3
0V (x, y) = 0, para qualquer (x, y) ∈ R2.

BICMat, Volume XII, Outubro de 2015



Estabilidade para equações autônomas 15

Figura 1.1: Região do plano onde ∆3
2V (x, y) ≥ 0

Afirmamos que V é uma uma função dicotômica em relação a (1.7)
para qualquer vizinhança da origem, com k = 3, isto é, se (x, y) pertencer
a uma vizinhança da origem e ∆3

2V (x, y) ≥ 0 então ∆3
0V (x, y) ≤ 0. Como

V é definida positiva em R2 e dicotômica em relação a (1.7), então pelo
Teorema 2 temos que o equilíbrio nulo de (1.7) é estável.

5 Considerações Finais

Através de estudo de Funções Dicotômicas, conseguimos abranger o
Método de Liapunov, ou seja, conseguimos definir uma função V que,
para se garantir a estabilidade do equilíbrio nulo, não exige decaimento de
V (xn) para todo n ∈ N. Basta que, se de algum passo k − 1 para o passo
k a variação de V (xn(y)) for não negativa, exige-se que, do passo inicial
ao passo k a variação seja não positiva.

Agradecimentos: Agradeço à Profa. Dra. Suzinei Aparecida Siqueira Mar-
conato não apenas pela enorme paciência na supervisão desse trabalho,
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Teoria do Grau de Brouwer e Teoria do Grau
de Leray–Schauder

Carolinne Stefane de Souza1

Orientador(a): Profa. Dra. Suzete Maria Silva Afonso

Resumo: Neste trabalho abordaremos a teoria do grau topológico de
Brouwer que vale em espaços vetoriais de dimensão finita e a teoria do
grau de Leray–Schauder que vale em espaços vetoriais de dimensão infi-
nita. Além disso, demonstraremos o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer
e o Teorema do Ponto Fixo de Schaefer utilizando as teorias supramenci-
onadas.
Palavras-chave: Grau de Brouwer, Grau de Leray–Schauder, Ponto Fixo.

1 Preliminares

Inicialmente, introduziremos alguns conceitos e resultados que auxilia-
rão na abordagem da teoria do grau.

Definição 1. Seja X um espaço vetorial normado. Diremos que X é um
espaço de Banach quando X for completo, isto é, quando toda sequência
de Cauchy em X convergir em X.

Teorema 2 (Teorema da Função Inversa). Sejam E e F espaços de Ba-
nach. Seja U um subconjunto aberto de E e seja g : U −→ F uma apli-
cação de classe C1 tal que, em um ponto x0 ∈ U , a transformação linear
g′(x0) : E −→ F é um isomorfismo. Então, existe um aberto A ⊂ U
contendo x0 tal que a restrição g|A : A −→ g(A) é um difeomorfismo de
classe C1 entre os abertos A e g(A).

Definição 3. Duas aplicações contínuas f, g : X −→ Y entre espaços
topológicos dizem-se homotópicas se existir uma aplicação contínua H :
X × [0, 1] −→ Y , denominada homotopia, tal que F0 = f e F1 = g, onde
Ft = F|X×{t}.

1Bolsista FAPESP - Processo 2014/21268-4
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18 Teoria do Grau de Brouwer e Teoria do Grau de Leray–Schauder

Definição 4. Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado e seja Ck(Ω,Rn) o espaço
das aplicações ϕ : Ω −→ Rn que juntamente com suas derivadas até a
ordem k são restrições de aplicações contínuas definidas em um aberto que
contém Ω.

No espaço Ck(Ω,Rn), consideraremos a seguinte norma

‖ϕ‖Ck(Ω) = max{Cj ; 0 ≤ j ≤ k},

onde Cj = max{‖Djϕ(x)‖; x ∈ Ω} e Djϕ denota a derivada de ordem j
de ϕ.

C(Ω,Rn) denota o espaço das aplicações contínuas de Ω em Rn munido
da norma

‖ϕ‖C(Ω) = max{|ϕ(x)|; x ∈ Ω}.

Proposição 5. Sejam Ω um subconjunto aberto limitado de Rn, ϕ : Ω −→
Rn uma aplicação de classe C1 e b /∈ (ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(S)), onde S = {x ∈
Ω; Jϕ[x] = 0} e Jϕ[x] é o determinante Jacobiano da aplicação ϕ no ponto
x. Então, o conjunto A = {x ∈ Ω; ϕ(x) = b} é finito.

Prova: Se A = ∅, nada temos a fazer.
Consideremos A 6= ∅. Dado x ∈ A, temos Jϕ[x] 6= 0, pois b /∈ ϕ(S).

Pelo Teorema da Função Inversa, existe um aberto Ox contendo x tal que
ϕ|Ox é um difeomorfismo entre Ox e ϕ(Ox), com b ∈ ϕ(Ox).

Como ϕ é contínua e {b} ⊂ Rn é um conjunto fechado, segue que
A = ϕ−1({b}) também é um conjunto fechado em Ω. Além disso, como Ω
é compacto (fechado e limitado em Rn) e A ⊂ Ω, temos que A é compacto.
Sendo assim, uma vez que

A ⊂
⋃
x∈A

Ox,

através do Teorema de Borel–Lebesgue, podemos afirmar que existem
x1, . . . , xn ∈ A de forma que

A ⊂
n⋃
i=1

Oxi . (1.1)

Como ϕ : Oxi −→ ϕ(Oxi) é difeomorfismo para cada i ∈ {1, . . . , n},
segue de (1.7) que A = {x1, . . . , xn}.
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2 Grau de Brouwer

Com a conclusão extraída da Proposição 5, definimos o grau topológico
de Brouwer para aplicações de classe C1 como segue.

Definição 6. Sejam Ω um subconjunto aberto e limitado de Rn, ϕ : Ω −→
Rn uma aplicação de classe C1 e b 6∈ (ϕ(∂Ω) ∪ ϕ(S)). O grau de Brouwer
de ϕ em Ω relativamente a b, denotado por d(ϕ,Ω, b), é definido por

d(ϕ,Ω, b) =

 0, ϕ−1({b}) = ∅,
n∑
i=1

sgn(Jϕ[xi]), ϕ−1({b}) = {x1, . . . , xn},

onde a função sgn : R− {0} → {−1, 1} é dada por

sgn(t) =

{
−1, t < 0,

1, t > 0.

Vamos agora introduzir a definição do grau de Brouwer para aplicações
contínuas.

Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado, ϕ : Ω→ Rn uma aplicação contínua
e b /∈ ϕ(∂Ω). Considere r = dist(b, ϕ(∂Ω)). É sabido (pelo Teorema de
Aproximação de Weierstrass) que existe uma aplicação ψ ∈ C2(Ω,Rn) tal
que ‖ϕ− ψ‖C(Ω) <

r
2 .

Para demonstrarmos a próxima proposição, que será de grande valia
para a definição do grau de Brouwer para aplicações contínuas, provaremos
o seguinte resultado:

Lema 7. Sejam H ∈ C2(Ω× [0, 1],Rn) e b 6∈ H(∂Ω× [0, 1]). Então,

d(H(·, t),Ω, b) é constante em [0, 1].

Prova: Na demonstração deste lema, usaremos o seguinte resultado de
Análise no Rn:

Resultado auxiliar: Sejam K ⊂ Rn um conjunto compacto, X ⊂ Rm
e f : K × X → Rp uma função contínua. Então, fixado x0 ∈ X e dado
ε > 0, existe δ > 0 tal que:

∀x ∈ X; |x− x0| < δ ⇒ |f(y, x)− f(y, x0)| < ε, ∀y ∈ K.

Vamos fixar τ ∈ [0, 1] e aplicar o resultado acima para as funções H e
∂2H, onde ∂2H denota a derivada de H em relação à segunda variável.
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Sendo assim, dado ε > 0, existe δ > 0 de maneira que

∀t ∈ [0, 1]; |t− τ | < δ ⇒
{
|H(y, t)−H(y, τ)| < ε,
|∂2(y, t)− ∂2(y, τ)| < ε,

para todo y ∈ Ω, de onde segue que

∀t ∈ [0, 1]; |t− τ | < δ ⇒ ‖H(·, t)−H(·, τ)‖C1(Ω) < ε.

Escolhendo ε > 0 suficientemente pequeno, podemos, então, afirmar
que existe δ > 0 tal que

d(H(·, t),Ω, b) = d(H(·, τ),Ω, b), ∀t ∈ [0, 1] e |t− τ | < δ.

Como [0, 1] é compacto e conexo, e a função t ∈ [0, 1] 7→ d(H(·, t),Ω, b) ∈
Z é localmente constante, concluímos que d(H(·, t),Ω, b) é constante em
[0, 1].

Proposição 8. Sejam ψ1, ψ2 ∈ C2(Ω,Rn) tais que ‖ϕ − ψ1‖C(Ω) <
r
2 e

‖ϕ− ψ2‖C(Ω) <
r
2 . Então,

b /∈ ψ1(∂Ω), b /∈ ψ2(∂Ω) e d(ψ1,Ω, b) = d(ψ2,Ω, b).

Prova: Seja a homotopia H : Ω× [0, 1] −→ Rn dada por

H(x, t) = tψ1(x) + (1− t)ψ2(x).

Note que, para t ∈ [0, 1],

‖H(·, t)− ϕ‖C(Ω) = ‖tψ1 + (1− t)ψ2 − ϕ‖C(Ω)

= ‖tψ1 + (1− t)ψ2 − tϕ− (1− t)ϕ‖C(Ω)

≤ t‖ψ1 − ϕ‖C(Ω) + (1− t)‖ψ2 − ϕ‖C(Ω)

< t
r

2
+ (1− t)r

2
=
r

2
.

Portanto, |H(x, t) − ϕ(x)| < r
2 , para todo (x, t) ∈ Ω × [0, 1]. Afirmamos

que b 6∈ H(∂Ω × [0, 1]). De fato, suponha que exista (x0, t0) ∈ ∂Ω × [0, 1]
tal que H(x0, t0) = b.

Então,

r = dist(b, ϕ(∂Ω)) ≤ |b− ϕ(x0)| = |H(x0, t0)− ϕ(x0)| < r

2
.
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Isto é, r < r
2 . Eis, pois, uma contradição.

Portanto, pelo Lema 7, temos que

d(H(·, t),Ω, b) é constante em [0, 1],

de onde segue que

d(H(·, 0),Ω, b) = d(H(·, 1),Ω, b)

e
d(ψ2,Ω, b) = d(ψ1,Ω, b).

Através da Proposição 8 podemos definir o grau de Brouwer de ϕ em
Ω com relação a b pondo

d(ϕ,Ω, b) = d(ψ,Ω, b),

onde ψ ∈ C2(Ω,Rn), ‖ϕ− ψ‖C(Ω) <
r
2 e r = dist(b, ϕ(∂Ω)).

Dentre as propriedades do grau de Brouwer para aplicações contínuas,
destacamos as quatro seguintes:

Proposição 9. Se H ∈ C(Ω× [0, 1],Rn) é uma homotopia e b /∈ H(∂Ω×
[0, 1]), então

d(H(·, t),Ω, b) é constante em [0, 1].

Prova: Para cada τ ∈ [0, 1], dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

t ∈ [0, 1]; |τ − t| < δ ⇒ ‖H(·, t)−H(·, τ)‖C(Ω) < ε,

já que H é contínua em Ω× [0, 1].
Sendo ε > 0 suficientemente pequeno, podemos afirmar que:

d(H(·, t),Ω, b) = d(H(·, τ),Ω, b) quando t ≈ τ .

Logo, a aplicação t 7→ d(H(·, t),Ω, b) é localmente constante.
Como o intervalo [0, 1] é um conjunto compacto e conexo, concluímos

que d(H(·, t),Ω, b) é constante em [0, 1] .

Proposição 10. Se I : Ω→ Rn é a aplicação identidade, então d(I,Ω, b) =
1 para qualquer b ∈ Ω.

Prova: Como I ′ ≡ I, temos que:

d(I,Ω, b) =
∑

sgn(JI [b]) = 1.
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Proposição 11. Seja ϕ : Ω → Rn uma aplicação contínua com b 6∈ ϕ(Ω).
Então d(ϕ,Ω, b) = 0.

Prova: Seja ψ ∈ C2(Ω,Rn) tal que ‖ϕ − ψ‖C(Ω) < r
2 , com r =

dist(b, ϕ(∂Ω)). Temos, então, que:

d(ϕ,Ω, b) = d(ψ,Ω, b).

É fácil verificar que b /∈ ψ(Ω). Daí, d(ψ,Ω, b) = 0 (veja Definição 6) e, por
conseguinte, d(ϕ,Ω, b) = 0.

Proposição 12. Sejam ϕ : Ω→ Rn uma aplicação contínua e b /∈ ϕ(∂Ω).
Se d(ϕ,Ω, b) 6= 0, então existe x ∈ Ω tal que ϕ(x) = b.

Prova: Se supuséssemos que b não pertencesse a ϕ(Ω), então não existiria
x0 ∈ Ω tal que ϕ(x0) = b e, pela Proposição 11, teríamos d(ϕ,Ω, b) = 0.

Com o auxílio das propriedades do grau de Brouwer para aplicações
contínuas exibidas acima, podemos provar o Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer.

Teorema 13 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja B = Br(0) =
{x ∈ Rn; ‖x‖ ≤ r}. Se f : B −→ B é uma aplicação contínua, então
existe x0 ∈ B tal que f(x0) = x0.

Prova: Definamos ϕ : B −→ Rn por ϕ(x) = x − f(x), para x ∈ B.
Claramente, ϕ é uma aplicação contínua em B.

Se existir x0 ∈ ∂B tal que f(x0) = x0, o resultado está demonstrado.
Suponhamos, então, f(x) 6= x (e, portanto, ϕ(x) 6= 0), para qualquer
x ∈ ∂B. Neste caso, 0 /∈ ϕ(∂B).

Consideremos a homotopia H : B×[0, 1] −→ Rn definida por H(x, t) =
x− tf(x), para (x, t) ∈ B × [0, 1] .

Afirmamos que 0 /∈ H(∂B × [0, 1]). De fato, se t = 1,

H(x, 1) = x− f(x) = ϕ(x) 6= 0, ∀x ∈ ∂B.

Agora, se t0 ∈ [0, 1), então para y ∈ ∂B, temos

‖t0f(y)‖ = t0‖f(y)‖ ≤ t0r < r = ‖y‖,

o que mostra que t0f(y) 6= y, para qualquer y ∈ ∂B. Por conseguinte,
H(y, t0) 6= 0 para qualquer y ∈ ∂B, e 0 /∈ H(∂B × [0, 1]).
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Pela Proposição 9, d(H(·, t), B, 0) é constante para todo t ∈ [0, 1]. Daí,

d(H(·, 0), B, 0) = d(H(·, 1), B, 0). (1.2)

Por outro lado,

H(x, 0) = x = I(x), ∀x ∈ B e H(x, 1) = ϕ(x), ∀x ∈ B. (1.3)

Então, por (1.11), (1.12) e pela Proposição 10, temos

d(ϕ,B, 0) = d(I,B, 0) = 1.

Portanto, d(ϕ,B, 0) 6= 0 e, pela Proposição 12, concluímos que existe
x0 ∈ B tal que ϕ(x0) = 0, ou seja, existe x0 ∈ B tal que f(x0) = x0.

3 Grau de Leray–Schauder

Veremos, agora, a teoria do grau válida em espaços de dimensão in-
finita. No que segue, E denota um espaço de Banach munido da norma
‖ · ‖.

Definição 14. Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de E. Diremos
que uma aplicação do tipo φ = I − T : Ω → E é uma perturbação de
dimensão finita da identidade, onde I : E −→ E é a aplicação identidade e
T ∈ C(Ω, E), quando T (Ω) estiver contido em um subespaço de dimensão
finita de E.

Definição 15. Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de E e seja φ =
I − T : Ω → E uma perturbação de dimensão finita da identidade. Se
b /∈ φ(∂Ω) e F for um subespaço de dimensão finita de E contendo b e
T (Ω), definiremos o grau de φ em Ω com relação a b por:

d(φ,Ω, b) := d(φ|Ω∩F ,Ω ∩ F, b).

Devemos verificar que esta definição é “consistente”, no sentido de que a
mesma independe da escolha do subespaço F que contém b e T (Ω). Sejam,
pois, F1 e F2 subespaços de dimensão finita contendo b e T (Ω).

Como F1 ∩ F2 é um subespaço de E de dimensão finita que contém b
e T (Ω), temos:

d(φ|Ω∩F1
,Ω ∩ F1, b) = d(φ|Ω∩F1∩F2

,Ω ∩ F1 ∩ F2, b), (1.4)
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e
d(φ|Ω∩F2

,Ω ∩ F2, b) = d(φ|Ω∩F1∩F2
,Ω ∩ F1 ∩ F2, b). (1.5)

De (1.4) e (1.5), segue que

d(φ|Ω∩F1
,Ω ∩ F1, b) = d(φ|Ω∩F2

,Ω ∩ F2, b).

Definição 16. Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de E. Um ope-
rador T : Ω −→ E é dito compacto se é contínuo e T (Ω) é relativamente
compacto (ou seja, o conjunto T (Ω) é compacto).

Denotemos o conjunto de todos os operadores compactos T : Ω −→ E
por Q(Ω, E).

É fácil verificar que Q(Ω, E) munido da norma

‖T‖Q = sup
x∈Ω

‖T (x)‖, T ∈ Q(Ω, E).

é um espaço de Banach.

Lema 17. Seja K ⊂ E um conjunto compacto. Então, dado ε > 0, existe
um subespaço de dimensão finita Fε de E e uma aplicação contínua gε :
K −→ Fε tal que ‖x− gε(x)‖ < ε para qualquer x ∈ K.

Prova: Dado ε > 0, temos que K ⊂
⋃
x∈K B(x, ε). Segue da compacidade

de K que existem y1, . . . , yn ∈ E tais que

K ⊂
n⋃
i=1

B(yi, ε).

Consideremos Fε = [y1, . . . , yn] (subespaço gerado por y1, . . . , yn). Cla-
ramente, dimFε <∞. Para todo i ∈ {1, . . . , n}, consideremos as seguintes
funções

bi : E −→ R, definidas por

bi(x) =

{
ε− ‖x− yi‖, se x ∈ B(yi, ε),
0, se x /∈ B(yi, ε).

Usando as funções bi’s, definimos gε : K −→ Fε por

gε(x) =

∑n
i=1 bi(x)yi∑n
i=1 bi(x)

.

Como as funções bi’s são contínuas, segue que gε também é contínua.
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Além disso,

‖x− gε(x)‖ =

∥∥∥∥∑n
i=1 bi(x)x∑n
i=1 bi(x)

−
∑n
i=1 bi(x)yi∑n
i=1 bi(x)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∑n
i=1 bi(x)(x− yi)∑n

i=1 bi(x)

∥∥∥∥
≤
∑n
i=1 bi(x)‖x− yi‖∑n

i=1 bi(x)
.

Daí, para todo x ∈ K,

‖x− gε(x)‖ <
∑n
i=1 bi(x)∑n
i=1 bi(x)

ε = ε.

Definição 18. Se T : Ω −→ E for um operador compacto, diremos que a
aplicação φ = I − T é uma perturbação compacta da identidade.

É fácil verificar que se T ∈ Q(Ω, E) então a aplicação φ = I−T : Ω −→
E é fechada e própria.

Afirmamos que podemos aproximar φ = I − T com T ∈ Q(Ω, E) por
uma perturbação de dimensão finita da identidade φr = I−Tr, com r > 0.

De fato, dado b /∈ φ(∂Ω), seja r = dist(b, φ(∂Ω)). Considere K = T (Ω)
e observe que K é compacto em E, pois T é contínua e Ω é compacto.
Pelo Lema 17, existe um subespaço de dimensão finita F r

2
e uma aplicação

contínua g r
2

: K −→ F r
2
tal que ‖x− g r

2
(x)‖ < r

2 , para qualquer x ∈ K.
Defina Tr : Ω −→ F r

2
e φr : Ω −→ E por Tr(x) = (g r

2
◦ T )(x) e

φr(x) = x− Tr(x), para x ∈ Ω, respectivamente.
Afirmamos que b /∈ φr(∂Ω). Com efeito, dado x0 ∈ ∂Ω, temos

‖b− φr(x0)‖ ≥ ‖b− φ(x0)‖ − ‖φ(x0) + φr(x0)‖
≥ r − ‖T (x0)− Tr(x0)‖
≥ r − ‖T (x0)− (g r

2
◦ T )(x0)‖

≥ r − r

2
=
r

2
.

Definição 19. Sejam Ω um subconjunto aberto e limitado de E e φ =
I−T : Ω −→ E uma aplicação, onde T : Ω −→ E é um operador compacto.
Se b /∈ φ(∂Ω), definimos o grau de φ em Ω com relação a b por

d(φ,Ω, b) = d(φr,Ω, b),
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onde φr = I −Tr é uma perturbação de dimensão finita da identidade que
satisfaz

‖φ− φr‖ <
r

2
, (1.6)

onde r = dist(b, φ(∂Ω)).

Note que o conjunto das perturbações de dimensão finita da identidade
que usaremos para calcular o grau d(φ,Ω, b) é não vazio, pois a aplicação
φr = I − Tr, com Tr = g r

2
◦ T , cumpre as exigências da Definição 19.

Proposição 20. A Definição 19 independe da escolha de φr.

Prova: Sejam φr1 = I − Tr1 e φr2 = I − Tr2 , onde φr1 , φr2 : Ω −→ E são
duas perturbações finitas da identidade, com

‖φ− φri‖ <
r

2
, i = 1, 2, r = dist(b, φ(∂Ω)).

Sejam F1 e F2 subespaços de dimensão finita de E tais que Tri(Ω) ⊂
Fi e b ∈ Fi para i = 1, 2.

O subespaço F = F1 + F2 contém b e Tri(Ω), para i = 1, 2.
Para facilitar a notação, tomemos φri = φri |Ω∩F , i = 1, 2. Desta forma,

d(φri ,Ω, b) = d(φri ,Ω ∩ F, b), i = 1, 2.

Consideremos, agora, a homotopia H : (Ω ∩ F ) × [0, 1] −→ F dada por
H(x, t) = tφr1(x) + (1− t)φr2(x), para (x, t) ∈ (Ω ∩ F )× [0, 1].

Veja que

‖φ(x)−H(x, t)‖ = ‖tφ(x) + (1− t)φ(x)− tφr1(x) + (1− t)φr2(x)‖
≤ t‖φ(x)− φr1(x)‖+ (1− t)‖φ(x)− φr2(x)‖

< t
r

2
+ (1− t)r

2
=
r

2
.

Dessa forma b /∈ H(∂(Ω∩ F )× [0, 1]), pois, para x0 ∈ ∂(Ω∩ F ), temos

‖b−H(x0, t0)‖ ≥ ‖b− φ(x0)‖ − ‖φ(x0)−H(x0, t0)‖ ≥ r − r

2
=
r

2
> 0.

Usando a Invariância do Grau de Brouwer por homotopia, temos

d(φr1 ,Ω, b) = d(φr1 ,Ω ∩ F, b) = d(φr2 ,Ω ∩ F, b) = d(φr2 ,Ω, b).
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Dentre as propriedades do grau de Leray–Schauder, destacamos as se-
guintes:

Proposição 21. Se Ω é um subconjunto aberto e limitado de E e I : E →
E é a aplicação identidade, então:

d(I,Ω, b) =

{
1, b ∈ Ω
0, b /∈ Ω.

Proposição 22. Sejam Ω um subconjunto aberto e limitado de E e φ =
I−T : Ω −→ E uma aplicação, onde T : Ω −→ E é um operador compacto.
Se b /∈ φ(Ω), então d(φ,Ω, b) = 0. Em particular, temos b /∈ φ(∂Ω) e
d(φ,Ω, b) 6= 0, então existe u0 ∈ Ω tal que φ(u0) = b.

Proposição 23. Seja H uma aplicação em C(Ω × [0, 1], E) definida por
H(x, t) = x − S(x, t), para (x, t) ∈ Ω × [0, 1], onde S : Ω × [0, 1] −→ E
é um operador compacto. Se b /∈ H(∂Ω × [0, 1]), então d(H(·, t),Ω, b) é
constante em [0, 1].

As demonstrações das proposições acima são extensas e, por isso, jul-
gamos por bem não explorá-las aqui. Estas podem ser encontradas em [1]
e [2].

Como consequência das três propriedades listadas acima, obtemos o
seguinte resultado.

Teorema 24 (Teorema do Ponto Fixo de Schaefer). Seja T : E −→ E
um operador compacto. Se existir r > 0 tal que

σT (u) = u⇔ ‖u‖ < r,

para u ∈ E e σ ∈ [0, 1], então T admitirá um ponto fixo em E .

Prova: Seja Br(0) = {x ∈ E; ‖x‖ ≤ r} e defina H : Br(0) × [0, 1] −→ E
por H(u, σ) = u− σT (u), para (u, σ) ∈ Br(0)× [0, 1].

Afirmamos que 0 /∈ H(∂Br(0)× [0, 1]). De fato,

0 = H(u, σ)⇔ 0 = u− σT (u)⇔ u = σT (u)⇔ u ∈ Br(0).

Pela Proposição 23, temos

d(H(·, 0), Br(0), 0) = d(H(·, 1), Br(0), 0)⇒
d(I,Br(0), 0) = d(I − T,Br(0), 0).
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Então, pela Proposição 21, d(I−T,Br(0), 0) = 1 6= 0 e, pela Proposição
22, existe u ∈ Br(0) tal que

(I − T )u = 0, isto é, u = T (u).

Agradecimentos: Agradeço à minha orientadora, Profa. Dra. Suzete Maria
Silva Afonso, pelo apoio e dedicação neste trabalho. Também agradeço ao
auxílio financeiro da FAPESP.
Abstract: In this work we discuss the Brouwer degree theory in finite di-
mensional spaces and the Leray–Schauder degree theory in infinite dimen-
sional spaces. In addition, we will prove Brouwer Fixed Point Theorem
and Schaefer Fixed Point Theorem using such theories.
Keywords: Brouwer Degree, Leray–Schauder Degree, Point Fixed.
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Convergência Pontual da Série de Fourier

Felipe Felix Souto1

Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: A análise de Fourier tem sua importância na resolução de equa-
ções diferenciais parciais (EDPs) que modelam fenômenos tais como a
condução de calor em uma barra, as vibrações transversais da corda e
o equilíbrio de forças de uma membrana. Neste trabalho, construiremos
os resultados necessários para provar a convergência pontual da série de
Fourier, além de apresentarmos um exemplo de uma função contínua que
possui série de Fourier divergente em um ponto.

Palavras-chave: Séries de Fourier; Convergência Pontual; Função Contí-
nua

1 Introdução

No século XVII, com a criação do Cálculo Diferencial e Integral, o es-
tudo de Equações Diferenciais foi motivado por suas inúmeras aplicações
à mecânica de partículas. Com isso, a partir do século XVIII, iniciou-se
a procura por modelos que representassem o estudo da mecânica contínua
e de outras partes da física, como a termodinâmica, através de Equações
Diferenciais. Entretanto, esses fenômenos só puderam ser expressos por
meio de Equações Diferenciais Parciais. Os principais problemas aborda-
dos foram a condução de calor em uma barra, as vibrações transversais
da corda e o equilíbrio de forças de uma membrana. Esses problemas po-
dem ser resolvidos por meio do Método de Fourier e assim, é importante
estudar os resultados presentes na Teoria da Análise de Fourier. O que
faremos aqui é introduzir o conceito das Séries de Fourier, analisar as con-
dições suficientes para que tais séries convirjam pontualmente, veja [1], e
apresentar um exemplo em que a série diverge, baseado em [2].

1Bolsista FAPESP, Processo 2015/00534-0
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30 Convergência Pontual da Série de Fourier

2 Conceitos Básicos

Definição 1. Seja f : R → R uma função, dizemos que f é uma função
periódica de período T , quando: f(x+ T ) = f(x),∀x ∈ R.

Definição 2. Dizemos que uma função f : [−L,L] → R é L1, quando for
integrável e absolutamente integrável.

Observação 3. É possível mostrar que toda função contínua é uma fun-
ção L1.

Definição 4 (Série de Fourier). Seja f : R → R uma função L1 e perió-
dica de período 2L. A série de Fourier que representa f é dada por:

a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

(
nπx
L

)
+ bn sen

(
nπx
L

))
,

onde os coeficientes an e bn são denominados coeficientes de Fourier e são
dados, para cada n = 1, 2, . . ., por:

a0 =
1

L

∫ L

−L
f(x)dx, an =

1

L

∫ L

−L
f(x) cos

(nπx
L

)
dx,

bn =
1

L

∫ L

−L
f(x) sen

(nπx
L

)
dx.

Definição 5. Seja f : R→ R uma função.

(i) A função f será seccionalmente contínua quando tiver apenas um
número finito de descontinuidades de primeira espécie em qualquer
intervalo limitado;

(ii) A função f será seccionalmente diferenciável quando for seccional-
mente contínua e sua derivada também o for.

Enunciaremos aqui dois teoremas de convergência de séries que utili-
zaremos mais à frente:

Teorema 1 (Critério de Cauchy). Uma sequência de funções fn : I ⊂→ R
converge uniformemente se, e somente se, for uma sequência de Cauchy,
isto é, ∀ε > 0, existe n0 ∈ N tal que m,n > n0 ⇒ |fn(x) − fm(x)| < ε,
para todo x ∈ I.
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Prova: Inicialmente suponha que (fn(x)) convirja uniformemente para
uma função f : I → R. Então, dado ε > 0, existe n0 ∈ N: n > n0 ⇒
|fn(x) − f(x)| < ε

2 , ∀x ∈ I. Essa afirmação vale também para m > n0.
Portanto:

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x)− f(x)|+ |fm(x)− f(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε, ∀x ∈ I,

ou seja, é uma sequência de Cauchy.
Reciprocamente, suponha que a sequência de funções fn seja de Cau-

chy. Assim, para cada x ∈ I, temos que os números fn(x) formam uma
sequência de Cauchy de números reais, logo converge para um número que
denominaremos por f(x), para cada x ∈ I. Portanto, definimos a função
f : I → R tal que lim

n→∞
fn(x) = f(x), para todo x ∈ I. Logo, fn con-

verge pontualmente para f . Para mostrar a convergência uniforme, seja
ε > 0, então existe n0 ∈ N tal que m,n > n0 ⇒ |fn(x) − fm(x)| < ε

2 ,
∀x ∈ I. Nesta desiguladade, fixando x e n, façamos m → ∞ e obtere-
mos: |fn(x) − f(x)| ≤ ε

2 < ε, ∀x ∈ I. Portanto, temos a convergência
uniforme.

Observação 6. Note que o Critério de Cauchy é aplicável às séries, pois
podemos considerar qualquer série como a sequência de suas somas parci-
ais.

Teorema 2 (Teste M de Weierstrass). Seja
∞∑
n=1

fn(x) uma série de fun-

ções, onde fn : I → R são definidas em um subconjunto I ⊂ R. Suponha
que existam constantes Mn ≥ 0 tais que:

|fn(x)| ≤Mn, ∀x ∈ I

e a série numérica
∞∑
n=1

Mn convirja. Então, a série de funções
∞∑
n=1

fn(x)

converge uniformemente e absolutamente em I.

Prova: Seja fn : I → R. Para n, p ∈ N, temos, pela convergência da série
numérica, que dado ε > 0, existe n0 tal que para n > n0 e p ∈ N:

|fn(x) + fn+1(x) + · · ·+ fn+p(x)| ≤ |fn(x)|+ |fn+1(x)|+ · · ·+ |fn+p(x)|
≤Mn +Mn+1 + · · ·+Mn+p < ε, ∀x ∈ I.

Pelo Critério de Cauchy,
∞∑
n=1

fn(x) e
∞∑
n=1
|fn(x)| convergem uniforme-

mente.
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3 Convergência pontual

Nesta seção, vamos mostrar que a série de Fourier de uma função con-
verge pontualmente, sob certas condições. Para isto, provaremos o seguinte
resultado que garante que toda função L1 pode ser aproximada por uma
função contínua.

Proposição 7. Seja f : [a, b]→ R uma função L1, então dado ε > 0, existe
uma função contínua ψ : [a, b]→ R tal que∫ b

a

|f(x)− ψ(x)|dx < ε

e ψ(a) = ψ(b) = 0.

Prova: (i) Primeiramente, suponha que f seja limitada. Como f é in-
tegrável, existe uma partição de [a, b], a = x0 < x1 < · · · < xk = b,
tal que ∫ b

a

f(x)dx−
k∑
j=1

mj(xj − xj−1) < ε
2 , (1.1)

onde mj = inf{f(x) : xj−1 ≤ x ≤ xj}, para cada j = 1, 2, . . . , k.
Agora, considere a função escada χ(x) = mj , para xj−1 ≤ x < xj ,
que é integrável pois o conjunto de descontinuidade tem medida nula.
Desta maneira, segue de (1.1) que:∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

a

χ(x)dx =

∫ b

a

[f(x)− χ(x)]dx <
ε

2
. (1.2)

Para a construção de ψ, usaremos a seguinte ideia:
Temos que χ é uma função escada, logo, observando o gráfico, pode-
mos associar vários retângulos. Agora, para cada n ∈ N, “transfor-
maremos” os retângulos em trapézios cujos lados tem inclinação n
(ângulo da base) e para cada gráfico, associaremos uma função que
chamaremos ψn (veja Figura 1.1).

Desta maneira, ∫ b

a

|χ(x)− ψn(x)|dx =
k∑
j=1

m2
j

tg(n) .
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Figura 1.1: Construção de ψn

Além disso, f é limitada, então existe M > 0 tal que |f(x)| ≤ M ,
∀x ∈ [a, b]. Disto, obtemos:∫ b

a

|χ(x)− ψn(x)|dx ≤ KM2

tg(n)
.

Como K e M são constantes, existe n0 ∈ N suficientemente grande
de modo que: ∫ b

a

|χ(x)− ψn(x)|dx < ε

2
, ∀n ≥ n0. (1.3)

Podemos concluir de (1.2) e (1.3) que, dado ε > 0, existe n0, de
modo que existe uma função contínua ψn : [a, b]→ R, com ψn(a) =
ψn(b) = 0 tal que:

∫ b

a

|f(x)− ψn(x)|dx ≤
∫ b

a

|f(x)− χ(x)|dx

+

∫ b

a

|χ(x)− ψn(x)|dx < ε, ∀n > n0.

(ii) Suponha que f não seja limitada em [a,b], mas integrável. Assim,
suponha que f seja ilimitada apenas nas vizinhanças de a e b, caso
tenha mais pontos, o tratamento será análogo. Desta forma, dado
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ε > 0, existe δ > 0, tal que:∣∣∣∣∫ b

a

|f(x)|dx−
∫ b−δ

a+δ

|f(x)|dx
∣∣∣∣ < ε

2
. (1.4)

Como f é limitada e integrável em [a+δ, b−δ], existe uma ψ contínua
tal que: ∫ b−δ

a+δ

|f(x)− ψ(x)|dx < ε

2
. (1.5)

Basta definir, ψ1 : [a, b] → R como ψ1(x) = ψ(x), quando a + δ ≤
x ≤ b − δ e ψ1(x) = 0, quando a ≤ x ≤ a + δ ou b − δ ≤ x ≤ b.
Assim, de (1.4) e (1.5), tem-se:

∫ b

a

|f(x)− ψ1(x)|dx =

∫ a+δ

a

|f(x)|dx+

∫ b

b−δ
|f(x)|dx

+

∫ b−δ

a+δ

|f(x)− ψ(x)|dx < ε,

pois:∣∣∣∣∫ a+δ

a

|f(x)|dx+

∫ b

b−δ
|f(x)|dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

|f(x)|dx−
∫ b−δ

a+δ

|f(x)|dx
∣∣∣∣.

Corolário 8. (i) Seja f : [a, b] → R uma função L1, então dado ε > 0,
existe uma sequência de funções contínuas ψn : [a, b]→ R tal que∫ b

a

|f(x)− ψn(x)|dx < ε

e ψn(a) = ψn(b) = 0.

(ii) Seja f : R→ R uma função L1 e periódica de período 2L, então dado
ε > 0, existe uma sequência de funções contínuas periódicas, com o
mesmo período de f , ψn : [−L,L]→ R tal que∫ L

−L
|f(x)− ψn(x)|dx < ε

e ψn(−L) = ψn(L) = 0.
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Lema 9 (Lema de Riemann–Lebesgue). Seja f : [a, b] → R uma função
L1, então:

lim
t→∞

∫ b

a

f(x) sen(tx)dx = 0; (1.6)

lim
t→∞

∫ b

a

f(x) cos(tx)dx = 0. (1.7)

Prova: (a) Suponha, inicialmente, que f seja limitada, isto é, existe
M > 0 tal que |f(x)| ≤ M , ∀x ∈ [a, b]. Como f é integrável, existe
uma partição P : a = x0 < x1 < · · · < xn = b tal que S[f, P ] −
s[f, P ] < ε

2 , onde S[f, P ] e s[f, P ] são as somas superior e inferior
de f em relação à P , respectivamente. Além disso, sejam Mj =
sup{f(x), x ∈ [xj−1, xj ]} e mj = inf{f(x), x ∈ [xj−1, xj ]}. Provemos
apenas que vale (1.6), pois (1.7) pode ser demonstrado de forma
análoga.
Considere a seguinte partição de [a, b] : xj = a + j

n (b − a), para
j = 1, 2, . . . , n. Então:∫ b

a

f(x) sen(tx)dx =
n∑
j=1

f(xj)

∫ xj

xj−1

sen(tx)dx

+
n∑
j=1

∫ xj

xj−1

[f(x)− f(xj)] sen(tx)dx.

Como ∣∣∣∣ ∫ xj

xj−1

sen(tx)dx

∣∣∣∣=∣∣∣∣cos(txj−1 − cos(txj)

t

∣∣∣∣≤ 2

t

e |f(x)− f(xj)] < |Mj −mj |,∀x ∈ [xj−1, xj ], segue que :∣∣∣∣ ∫ b

a

f(x) sen(tx)dx

∣∣∣∣≤ 2nM

t
+

n∑
j=1

(Mj −mj)(xj − xj−1).

Observe que o somatório acima é a diferença S[f, P ]− s[f, P ], então
dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que S[f, P ] − s[f, P ] < ε

2 , ∀n > n0.
Além disso, fixado n0, podemos considerar t0 de modo que: 2n0M

t0
<

ε
2 . E desta forma obtemos (1.6).

(b) Seja f uma função L1 qualquer. Dado ε > 0, pela Proposição 7,
existe ψ : [a, b]→ R contínua tal que∫ b

a

|f(x)− ψ(x)|dx < ε

2
.
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Além disso, toda função contínua é limitada e integrável em um
compacto, então segue de (a) que existe t0 tal que:∣∣∣∣ ∫ b

a

ψ(x) sen(tx)dx

∣∣∣∣< ε

2
, ∀t > t0.

Portanto,∣∣∣∣ ∫ b

a

f(x) sen(tx)dx

∣∣∣∣≤∣∣∣∣ ∫ b

a

ψ(x) sen(tx)dx

∣∣∣∣
+

∫ b

a

|f(x)− ψ(x)|dx < ε, ∀t > t0.

Logo, segue o resultado.

Definição 10. Seja f : R → R uma função periódica de período 2L. A
expressão:

Dn(x) =
1

L

(
1

2
+

n∑
k=1

cos
(
kπx
L

))
é chamado de núcleo de Dirichlet de f .

Observação 11. Nas mesmas condições da definição acima, pode-se de-
monstrar usando a referência [1], as seguintes propriedades do núcleo de
Dirichlet:

(i) Dn é uma função par;

(ii)
∫ L

−L
Dn(x)dx = 1;

(iii) Dn é periódica de período 2L;

(iv) Dn(0) =
n+ 1

2

L ;

(v) Dn é uma função contínua;

(vi) Vale a seguinte expressão para x 6= 2kL, k ∈ Z:

Dn(x) =
sen
((
n+ 1

2

)
π
Lx
)

2L sen
(
π

2Lx
) . (1.8)

BICMat, Volume XII, Outubro de 2015



Convergência Pontual da Série de Fourier 37

Lema 12. Seja f : R → R uma função periódica de período 2L e L1 em
[−L,L]. Considere sn a n-ésima soma parcial da série de Fourier de f .
Então a expressão:

en(x) = sn(x)− f(x+ 0)− f(x− 0)

2
,

pode ser escrita como:

en(x) =

∫ L

0

Dn(t)([f(x+ t)− f(x+ 0)] + [f(x− t)− f(x− 0)])dt.

A prova do Lema 12 pode ser encontrada em [1].

Proposição 13 (Teste de Dini). Seja f : R→ R uma função periódica de
período 2L e L1 em [−L,L]. Defina g(x, t) = [f(x+ t)−f(x+ 0)] + [f(x−
t)− f(x− 0)]. Fixado x ∈ [−L,L], suponha que exista η > 0 tal que:∫ η

0

∣∣∣∣g(x, t)

t

∣∣∣∣dt
exista. Então en → 0, ou seja, sn → f(x+0)−f(x−0)

2 , quando n→∞.

Prova: Pelo Lema 12,

en(x) =

∫ L

0

Dn(t)([f(x+ t)− f(x+ 0)] + [f(x− t)− f(x− 0)])dt.

Assim, podemos reescrever a expressão, utilizando (1.8), como:

en(x) =

∫ δ

0

tDn(t)

∣∣∣∣g(x, t)

t

∣∣∣∣dt+

∫ L

δ

sen

((
n+

1

2

)
π

L
x

)
g(x, t)

2L sen
(
π

2Lx
)dt.

Para o cálculo da primeira integral, tomaremos δ > 0 suficientemente
pequeno, equanto que para a segunda, utilizaremos o Lema9.

Primeiramente, observe que, como a função seno é contínua e crescente
em [0, L]:

|tDn(t)| ≤
∣∣∣∣ t sen

((
n+ 1

2

)
π
L t
)

2L sen
(
π

2L t
) ∣∣∣∣ ≤ t

2L sen
(
π

2L t
) ≤ 1

2
, t ∈ [0, L].

Logo, dado ε > 0, considere δ < min{η, L}, então:∫ δ

0

tDn(t)

∣∣∣∣g(x, t)

t

∣∣∣∣dt ≤ 1

2

∫ δ

0

∣∣∣∣g(x, t)

t

∣∣∣∣dt < ε

2
. (1.9)

BICMat, Volume XII, Outubro de 2015



38 Convergência Pontual da Série de Fourier

Agora, fixado δ, vamos analisar a segunda integral. Para aplicar o Lema
de Riemann-Lebesgue, devemos mostrar que:

h(t) =
g(x, t)

2L sen
(
π

2L t
) , t ∈ [δ, L]

é integrável. De fato, g(x, t) e a função seno são integráveis e além disso,
para t ∈ [δ, L], temos que sen

(
π

2L t
)
6= 0. Desta maneira, para n suficien-

temente grande, temos:∣∣∣∣∫ L

δ

sen

((
n+

1

2

)
π

L
x

)
g(x, t)

2L sen
(
π

2Lx
)dt∣∣∣∣ < ε

2
. (1.10)

Portanto, segue de (1.9) e (1.10) que, para x fixado:

en(x) < ε.

Assim, en → 0, quando n → ∞, o que implica, pelo Lema 12, que sn →
f(x+0)−f(x−0)

2 , quando n→∞.
Mostramos assim, a convergência da soma parcial da Série de Fourier.

Feito essa proposição, agora vamos considerar hipóteses em uma função
para garantir a convergência pontual de sua série.

Definição 14. Seja f : R → R uma aplicação. A função f é Hölder
contínua quando existem constantes reais não negativas C,α ∈ R∗ tais
que para todos x, y ∈ R:

|f(x)− f(y)| ≤ C |x− y|α.

Proposição 15. Seja f : R → R uma função periódica de período 2L, L1

em [−L,L] e Hölder contínua na vizinhança de um ponto x fixado, então
a Série de Fourier de f converge pontualmente.

Prova: Como f é Hölder contínua em uma vizinhança de x, existem δ > 0
e C,α ∈ R∗, tais que, ∀t, s ∈ [x− δ, x+ δ]:

|f(t)− f(s)| ≤ C |t− s|α.

Podemos observar que f é contínua em [x− δ, x+ δ], ou seja, f(x+ 0) =
f(x− 0) = f(x). Além disso,

|g(x, t)| ≤ |f(x+ t)− f(x)|+ |f(x− t)− f(x)| ≤ 2Ctα ⇒∫ δ

0

∣∣∣∣g(x, t)

t

∣∣∣∣dt ≤ ∫ δ

0

tα−1dt <∞.
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Logo, pelo Teste de Dini, segue o resultado e sn(x)→ f(x), para cada x.

Vamos enunciar um resultado no caso em que f é diferenciável.

Corolário 16. Suponha que f : R → R uma função periódica de período
2L, L1 em [−L,L], seja diferenciável em x ∈ R. Então a Série de Fourier
converge pontualmente.

Prova: Como f é derivável em x, pelo Teorema do Valor Médio, ∀ t, s ∈
[x− δ, x+ δ], existe c ∈ R, tal que f(t)− f(s) = f ′(c) (t− s). Assim, pela
Proposição 15 segue o resultado.

Agora, enunciaremos o principal teorema sobre convergência pontual
das Séries de Fourier.

Teorema 3 (Teorema de Fourier). Seja f : R→ R uma função periódica
de período 2L e seccionalmente diferenciável. Então sua Série de Fourier
converge, em cada ponto x, para f(x+0)+f(x−0)

2 , ou seja,

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
=
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

(
nπx
L

)
+ bn sen

(
nπx
L

))
.

Prova: Como f é seccionalmente diferenciável, segue que:

f ′+(x) = lim
t→0+

f(x+ t) + f(x+ 0)

t
e f ′−(x) = lim

t→0−

f(x− t) + f(x− 0)

t

existem, logo

g(x, t)

t
=

[f(x+ t)− f(x+ 0)] + [f(x− t)− f(x− 0)]

t

é limitada em [−L,L]. Então, estamos nas hipóteses da Proposição 13.
Portanto, a série de Fourier de f converge pontualmente para a média dos
limites laterais da f . E assim segue o resultado.

Até agora, vimos condições suficientes para que a Série de Fourier de
uma função periódica convirja pontualmente. Entretanto, se uma função
for contínua, podemos garantir a existência dos coeficientes de Fourier e até
mesmo construir sua Série. Dito isso, será que é suficiente que a função seja
contínua, para que tenha uma Série de Fourier pontualmente convergente?
A resposta, infelizmente, é não e a justificativa vem no exemplo a seguir:
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Exemplo 17 (Função contínua com série de Fourier divergente). Co-
meçaremos com o seguinte lema:

Lema 18. O somatório

φ(n, r, x) =
cos((r + 1)x)

2n− 1
+

cos((r + 2)x)

2n− 3
+ · · ·+ cos((r + n)x)

1

− cos((r + n+ 1))x)

1
− cos((r + n+ 2)x)

3
− · · · − cos((r + 2n)x)

2n− 1

é limitado para todos n, r ∈ N e x ∈ R.

Prova: Note que:

φ(n, r, x) =
n∑
v=1

cos((r + n− v + 1)x)− cos((r + n+ v)x)

2v − 1
=

2 sen

((
r + n+

1

2

)
x

)
n∑
v=1

sen((v + 1
2 )x)

2v − 1
.

Fazendo uma mudança de variável de λ = 2v − 1, obtemos:

2 sen

((
r + n+

1

2

)
x

)
n∑
v=1

sen((v + 1
2 )x)

2v − 1
=

2 sen

((
r + n+

1

2

)
x

)
2n−1∑
λ=1

sen((λ2 )x)

λ
. (1.11)

Observamos que (1.11) é limitado pois:

2n−1∑
λ=1

sen((λ2 )x)

λ
(1.12)

converge uniformemente (veja Observação 19), logo é limitado, e como a
função seno é limitada, concluímos a prova do lema.

Feito isso, denote por Gn o grupo dos 2n números:

1

2n− 1
,

1

2n− 3
, . . . ,

1

3
, 1,−1,−1

3
, . . . ,− 1

2n− 1

e seja λ1, λ2, . . . uma sequência crescente de inteiros. Tome os números
dos grupos Gλ1 , Gλ2 , . . . em ordem e multiplique cada um dos números de
Gλv por v−2, obtendo a sequência (αn)n∈N:

1

12(2λ1 − 1)
, . . . ,− 1

12(2λ1 − 1)
,

1

22(2λ2 − 1)
,

1

22(2λ2 − 3)
, . . .
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Agora, considere a série:

∞∑
n=1

φ(λn, 2λ1 + 2λ2 + · · ·+ 2λn−1, x)

n2
.

Pelo Lema 18 e pelo Teste de M Weierstrass, segue que a série converge
uniformemente e absolutamente. Suponha que convirja para uma função
f(x) e além disso, como φ é contínua, então f também é contínua.

Observe que pelo fato de f ser contínua, podemos multiplicar por
cos(mx) ou sen(mx) e integrar (como na construção dos coeficientes de
Fourier de f), assim a integral de cada termo será zero, exceto nos termos
da forma αm cos(mx), por causa da ortogonalidade, assim obtemos:∫ 2π

0

f(x) cos(mx)dx = αmπ =⇒ αm =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos(mx)dx.

Ou seja, os números αn são os coeficientes de Fourier de f e a série
∞∑
n=1

αn cos(nx) é a Série de Fourier de f .

Por fim, podemos escolher λv de modo que a série de Fourier seja
divergente em x = 0. De fato, considere sn a n-ésima soma parcial, então:

s2λ1+···+2λv =
1

v2

(
1

2λv − 1
+ · · ·+ 1

3
+ 1

)
>

1

v2

∫ 2λv

0

1

x
dx =

ln(λv)

v2
.

(1.13)

Desta maneira, se λv tender a infinito suficientemente rápido, por exem-
plo se λv = vv

2

. Neste caso, sn → ∞ quando n → ∞ para alguns valores
da sequência. Portanto a Série de Fourier diverge em x = 0.

Observação 19. Note que (1.11) converge uniformemente pois é a parte
imaginária da série complexa abaixo:

∞∑
n=1

einθ

n

que converge uniformemente, para θ ∈ [ε, π] e ε > 0, pois: seja ε > 0,
considere θ ∈ [ε, π] e

En(θ) =
n∑
k=1

einθ
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Figura 1.2: Aproximação do gráfico da função 1
x através dos números

ímpares

e observe que, para n,m ∈ N,
n∑

k=m

eikθ

k
=

n∑
k=m

1

k
[Ek(θ)− Ek−1(θ)].

Além disso,
n∑

k=m

1

k
Ek−1(θ) =

n−1∑
j=m−1

1

j
Ej(θ).

Então:
n∑

k=m

eikθ

k
=

n∑
k=m

[1

k
− 1

k − 1

]
Ek(θ) +

1

n+ 1
En(θ)− 1

m
Em−1(θ). (1.14)

Note que:

|En(θ)| = |e
iθ − ei(n+1)θ|
|1− eiθ|

≤ 2

|ei θ2 − ei θ2 |
≤ 1

sen( θ2 )
. (1.15)

Por (1.14) e (1.15), temos que:∣∣∣∣ n∑
k=m

eikθ

k

∣∣∣∣≤ 2

m sen( ε2 )
.

Segue pelo Critério de Cauchy que a série converge uniformemente.
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O Modelo Predador–Presa de Volterra

Felipe Longo

Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: Com este trabalho pretendemos apresentar uma importante apli-
cação de Equações Diferenciais Ordinárias envolvendo um sistema não li-
near de equações, no qual utilizaremos diversas técnicas matemáticas para
o estudo das soluções.
Palavras-chave: modelo predador-presa, Volterra, equações diferenciais
ordinárias

1 Introdução

Um problema real não pode ser representado de maneira exata por
uma expressão matemática, porém, quando são consideradas as variáveis
essenciais do fenômeno estudado, o modelo matemático que simula tal fenô-
meno poderá levar a soluções bem próximas das observadas na realidade.
Quando medimos as variações das quantidades envolvidas no fenômeno e
se tal fenômeno variar continuamente, então as equações diferenciais são
ferramentas úteis no processo de modelagem. Neste trabalho utilizamos os
métodos matemáticos das equações diferenciais no modelo Predador–Presa
de Volterra.

1.1 Vito Volterra

Volterra foi um famoso matemático e físico italiano que fortemente in-
fluenciou o desenvolvimento moderno do cálculo. Doutor em Física pela
Universidade de Pisa, onde foi professor de mecânica e chegou a ocupar
a cadeira de Física Matemática. Foi nomeado catedrático de Mecânica
em Turim e depois de Física Matemática em Roma. Em 1938, foi ofere-
cido a ele um título honorário da Universidade de St. Andrews, porém
seu médico não permitiu que fosse buscar. Volterra deu um total de qua-
tro exposições plenárias em diversas edições do International Congress of
Mathematicians, mais do que qualquer outro acadêmico na história. Vol-
terra foi pioneiro no estudo das equações integrais, além de estudar a
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46 O Modelo Predador–Presa de Volterra

relação entre a matemática e a biologia, a equação de Verhulst e as curvas
logísticas. Além de escrever sobre equações predador–presa.

Figura 1.1: Vito Volterra (1860–1940)

2 O Modelo

O modelo Predador–Presa de Volterra estuda as interações entre a es-
pécie das presas (x) e a dos predadores (y) envolvendo duas equações dife-
renciais, a da variação da população de presas e a da variação da população
de predadores.

Para esse estudo, supõe-se que os meios de subsistência para as pre-
sas são ilimitados, isto é, não há competição por alimento entre elas, e
que os predadores são o único fator inibidor do seu crescimento populaci-
onal. Logo, se não houvesse predadores, a população de presas cresceria
de acordo com a taxa de variação dada pela equação dx

dt = ax, onde a > 0
é uma constante. Quanto aos predadores, supomos que eles se alimentam
exclusivamente das presas, ou seja, sem elas, eles desapareceriam. Assim,
se não houvesse presas, a população de predadores decresceria de acordo
com a taxa de variação dada pela equação dy

dt = −c y, onde c > 0 é uma
constante. Entretanto, o objetivo é estudar as leis de variação das popu-
lações considerando a interação entre as duas espécies.

3 Análise das Equações

As taxas de variação das populações são dadas pelas seguintes equações:

dx

dt
= (a− b y)x, (1.1)

dy

dt
= (−c+ d x)y, (1.2)

onde b > 0 e d > 0 são constantes.
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O número de encontros entre indivíduos das duas espécies em um in-
tervalo unitário de tempo é proporcional a xy: digamos que seja igual a
αxy. Esses encontros trazem resultados negativos para as presas – diga-
mos que a população x diminui β1 membros para cada n encontros. Logo,
a população x diminui de β1

n αxy ≡ b xy membros por unidade de tempo,
explicando o uso do termo −b xy. Analogamente, esses encontros resul-
tam benéficos para os predadores – digamos que a população y aumenta
de β2 membros para cada n encontros. Logo, a população y aumenta de
β2

n αxy ≡ d xy membros por unidade de tempo. Pode-se dizer, então, que
o coeficiente b mede a susceptibilidade da espécie x às ações predatórias e
o coeficiente d mede a habilidade predatória da espécie y.

4 Estudo da Curva e das Soluções

As equações (1.1) e (1.2) não podem ser resolvidas explicitamente em
função de x e y, respectivamente. Porém, podemos considerar uma curva
C no plano xy Dada por r(t) = (x(t), y(t)). Assim, é possível determinar
a equação cartesiana desta curva.
Pela regra da cadeia, temos que

dy

dt
=
dy

dx

dx

dt
⇒ dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

.

De (1.1)-(1.2), obtemos

dy

dx
=

(−c+ d x)y

(a− b y)x
.

Multiplicando os membros da equação por (a − b y) e dividindo por y,
obtemos

(a− b y)

y

dy

dx
=

(−c+ d x)

x
.

O método de separação de variáveis nos diz que

f(y)
dy

dx
= g(x)⇒

∫
f(y) dy =

∫
g(x) dx .

Assim, ∫
(a− b y)

y
dy =

∫
(−c+ d x)

x
dx .
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Que equivale a

a

∫
1

y
dy −

∫
b dy = −c

∫
1

x
dx+

∫
d dx .

Resolvendo as integrais, obtemos

a ln y − b y = −c lnx+ d x+M .

Considerando M = lnK e aplicando as propriedades de logaritmo, temos

ln ya − b y = lnKx−c + d x .

Aplicando a exponencial, chegamos à equação cartesiana de C

yae−b y = Kx−ced x . (1.3)

Considerando a equação (1.3) e a condição inicial y(x0) = y0, podemos
determinar o valor da constante K,

K = ya0e
−b y0xc0e

−d x0 .

Porém, da equação (1.3), x e y não podem ser explicitados. Então, para
podermos interpretar a interação entre as duas populações sem ter uma
solução bem definida, estudamos o comportamento das soluções de (1.1)-
(1.2) no plano xy, ou plano de fase. Inicialmente, devemos determinar as
singularidades.

Definição 1. As soluções constantes (x(t), y(t)) = (x̄, ȳ), as quais são os
zeros do sistema

dx

dt
= f(x, y) = 0,

dy

dt
= g(x, y) = 0.

são chamadas pontos de equilíbrio – devido ao seu significado físico
–, ou singularidades (também pontos singulares) – devido ao seu
sentido geométrico. Os pontos não singulares são chamados regulares.

Pela definição, temos o seguinte sistema

dx

dt
= (a− b y)x = 0,

dy

dt
= (−c+ d x)y = 0.
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De onde obtemos os pontos singulares (0, 0) e
(
c
d ,

a
b

)
. A partir destes pon-

tos, consideramos o vetor ~v =
(
dx
dt ,

dy
dt

)
e analisamos seu comportamento

nas situações abaixo

x = 0, y = 0⇒ ~v = (0, 0) (I)

x =
c

d
, y =

a

b
⇒ ~v = (0, 0) (II)

x =
c

d
, y >

a

b
⇒ ~v = (

dx

dt
< 0, 0) (III)

x <
c

d
, y =

a

b
⇒ ~v = (0,

dy

dt
< 0) (IV)

x =
c

d
, y <

a

b
⇒ ~v = (

dx

dt
> 0, 0) (V)

x <
c

d
, y =

a

b
⇒ ~v = (0,

dy

dt
< 0) (VI)

Assim, podemos construir o seguinte campo vetorial que mostra o com-
portamento da curva C

Para nosso estudo, é mais interessante fazer os estudos próximos da
singularidade ( cd ,

a
b ). Para isso, fazemos a seguinte mudança de variáveis

u = x− c

d
, v = y − a

b
.

Derivando u e v obtemos
du

dt
=
dx

dt

(1.1)
=
[
a− b

(
v +

a

b

)](
u+

c

d

)
= −b

(
u+

c

d

)
v ,

dv

dt
=
dy

dt

(1.2)
=
[
−c+ b

(
u+

c

d

)](
v +

a

b

)
= d

(
v +

a

b

)
u .
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Cuja parte linear é
du

dt
= −bc

d
,

dv

dt
=
ad

b
u. (1.4)

Pela regra da cadeia, temos que

dv

dt
=
dv

du

du

dt
⇒ dv

du
=

dv
dt
du
dt

.

E a partir de (1.4) obtemos

dv

du
=

ad
b u

− bcd v
=

ad2 u

−b2c v
.

Multiplicando ambos os lados da expressão por −b2c v obtemos

(−b2c v)
dv

du
= ad2 u .

Pelo método de separação de variáveis, temos que∫
−b2c v dv =

∫
ad2 u du .

Resolvendo as integrais obtemos

−b2c v2 + P = ad2 u2.

Chegamos então às expressões

ad2 u2 + b2c v2 = p2,

que são elipses centradas no ponto singular ( cd ,
a
b ). Isto significa que as

soluções de (1.1)–(1.2) têm a forma parecida de elipses na vizinhança deste
ponto.

Como já temos ideia do comportamento das soluções próximas dos
pontos singulares, para se ter uma ideia da curva C representada por (1.3)
vamos usar um método gráfico devido a Volterra. Introduzimos duas novas
variáveis

z = yae−b y e w = Kx−cedx. (1.5)

Traçamos os gráficos de z (C1) e w (C2) nos quadrantes (y, z) e (x,w),
respectivamente. E, como z = w, devemos exibir esta relação com a curva
L no quadrante (w, z).
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Observe que z tem valor máximo quando y = a
b , assim, zmax =

(
a
be

)a,
de onde obtemos o ponto A. Já w tem valor mínimo quando x = c

d , assim,
wmin = K

(
de
c

)c
, obtendo o ponto B. A partir destes dois pontos, da curva

L e dos gráficos C1 e C2 podemos obter um esboço da curva C.
Para essa construção geométrica, seguimos os passos abaixo:

1. Traçamos uma reta paralela ao eixo Y passando por A e cortando a
curva L no ponto M . E, então, traçamos uma reta paralela ao eixo
X passando por M e cortando C2 nos pontos A′ e A′′, que são os
limites entre os quais x pode variar.

2. Fazendo um processo análogo ao anterior, traçamos uma reta para-
lela ao eixo X passando por B e cortando a curva L em N . Então,
traçamos uma reta paralela ao eixo Y passando por N e cortando C1

nos pontos B′ e B′′, que são os limites entre os quais y pode variar.

3. Agora, traçamos retas perpendiculares ao eixo Y passando por A, B′

e B′′, e retas perpendiculares ao eixo X passando por B, A′ e A′′. A
intersecção da reta que passa por A com a que passa por B nos dá
o ponto S, que é exatamente o ponto singular

(
c
d ,

a
b

)
. A intersecção

de A com A′ e a com A′′ nos dá os pontos P1 e P2, respectivamente,
e esses pontos são os extremos da óbita de C na direção x. E a
intersecção de B com B′ e a com B′′ nos dá os pontos Q1 e Q2,
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respectivamente, e esses pontos são os extremos da órbita de C na
direção y.

4. Para obter mais pontos da curva, basta tomar um ponto R qualquer
de L entre M e N . Então traçamos duas retas passando por R, uma
paralela ao eixo X e outra ao eixo Y . Obtemos, então, os pontos
R1, R2, R3 e R4. Depois, traçamos duas retas paralelas ao eixo
X passando por R1 e R2, respectivamente, e duas retas paralelas
ao eixo Y passando por R3 e R4, respectivamente. As intersecções
destas quatro retas são quatro pontos da curva C dispostos entre P1

e Q1, Q1 e P2, P2 e Q2, e Q2 e P1.

5. Como consideramos R um ponto qualquer e ele nos levou a quatro
pontos da curva, para obter a órbita inteira, basta considerar todos
os pontos deMN e eles nos levarão à trajetória completa da curva C.

Com essa construção, podemos observar que a curva não é necessariamente
simétrica com relação ao eixo x = c

d e y = a
b . Assim, as soluções na

vizinhança do ponto
(
c
d ,

a
b

)
têm o aspecto indicado na figura a seguir.

E com todo o estudo feito até agora, podemos observar que as popula-
ções de predadores e de presas oscilam periodicamente na vizinhança deste
ponto singular.

Como estamos estudando o comportamento das soluções próximas do
ponto ( cd ,

a
b ), então, para obter o período de oscilação das populações,

podemos utilizar o sistema linear (1.4). Para isso, devemos derivar cada
equação deste sistema, assim

d2u

dt2
=
−bc
d

dv

dt
=
−bc
d

(
ad

b
u

)
= −ac u,
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d2v

dt2
=
ad

b

du

dt
=
ad

b

(
−bc
d

v

)
= −ac v.

E, então, obtemos

d2u

dt2
+ ac u = 0,

d2v

dt2
+ ac v = 0.

Isto significa que d2u
dt2 e d2v

dt2 são proporcionais a u e v, respectivamente.
Mas, em geral, para que isso ocorra, a derivada de segunda ordem da
função tem que ser do “mesmo tipo” que a função. A função eα t, sendo α
uma constante qualquer, é uma função que se encaixa nessa situação pois
d2

dt2 (eα t) = α2eα t é proporcional a eα t.
Assim, podemos considerar uma função f(t) = eα t e verificar se ela é

solução da equação
d2f

dt2
+ ac f = 0 . (1.6)

Fazendo as devidas substituições(
α2eα t

)
+ ac

(
eα t
)

= 0⇔ eα t
(
α2 + ac

)
= 0⇔ α2 + ac = 0⇔ α2 = −ac

⇔ α = ±
√
−ac = ±i

√
ac ,

onde i é a unidade imaginária.
Assim, α pode assumir dois valores, α1 = i

√
ac ou α2 = −i

√
ac. Isto

significa que f(t) = eα t é solução complexa de (1.6). Porém, eα t não está
bem definido. Para isto, lembremos que a exponencial na série de Taylor
é dada por:

eγ = 1 + γ +
γ2

2!
+ · · · =

∞∑
n=0

γn

n!
, n ∈ N ,∀γ ∈ C . (1.7)

Como α é um número imaginário puro, então podemos considerar β =
±
√
ac e aplicar γ = iβt em (1.7) e então teremos

eiβt = 1 + iβt+
(iβt)2

2!
+

(iβt)3

3!
+ · · ·

= 1 + iβt− (βt)2

2!
− i (βt)

3

3!
+

(βt)4

4!
+ · · ·

=

(
1− (βt)2

2!
+

(βt)4

4!
+ · · ·

)
+ i

(
βt− (βt)3

3!
+

(βt)5

5!
+ · · ·

)
,
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que é o mesmo que
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
(βt)2n + i

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
(βt)2n+1, n ∈ N, ∀t ∈ R.

Mas a série da parte real é a série de Taylor da função cosseno, e a série da
parte imaginária é exatamente a série de Taylor da função seno, ou seja,

eiβt = cos(βt) + i sen(βt).

Assim, eαt = e±i
√
ac t = cos(±

√
ac t) + i sen(±

√
ac t). Portanto,

f(t) = cos(
√
ac t) + i sen(

√
ac t)

é uma solução complexa bem definida de (1.6). Além de que tanto a
parte real quanto a parte imaginária de uma solução complexa são soluções
reais da equação (1.6). Logo, f1(t) = cos(

√
ac t) e f2(t) = sen(

√
ac t) são

possíveis soluções de (1.6). Ou, ainda, podemos considerar uma família de
soluções dadas por f1(t) = L1 cos(

√
ac t+ ω) e f2(t) = L2 sen(

√
ac t+ ω).

Voltando ao sistema linear (1.4), temos as possíveis soluções

u(t) = L1 cos
(√
ac t+ ω

)
e v(t) = L2 sen

(√
ac t+ ω

)
. (1.8)

Assim, podemos determinar o período com o qual as soluções próximas do
ponto singular oscilam. Por propriedade das funções seno e cosseno, temos
que o período é dado por

T =
2π√
ac
.

Como podemos ver, o período depende apenas das taxas de crescimento
das populações.

5 Conclusões

Os resultados que descrevemos foram desenvolvidos por Volterra para
explicar um fenômeno observado por D’Ancona, relacionado à percentagem
de peixes de várias espécies capturados no Adriático, durante e após a
primeira guerra mundial.

A aplicação estudada é um exemplo de um sistema não linear de equa-
ções diferenciais, o qual envolve algumas técnicas matemáticas para en-
tender o comportamento das duas populações envolvidas e a forma como
interagem com o passar do tempo.
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No estudo de sistemas como o (1.1)–(1.2), aprendemos a analisar o
comportamento das soluções próximas dos pontos singulares, que são os
zeros do sistema. Vimos a importância das soluções periódicas em nossa
análise. E como as equações não lineares não têm uma estrutura simples
e nem mesmo uma “solução geral”, percebemos como pode ser útil o es-
tudo dos sistemas não lineares através de uma aproximação pelo sistema
linear.
Agradecimentos: Agradeço ao IGCE e ao Departamento de Matemática
pelo espaço cedido para a realização dos seminários. E agradeço à pro-
fessora Marta por me orientar com tanta atenção e paciência ao longo do
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Abstract: In this work, we pretend to show an important aplication of Or-
dinary Differential Equations involving a nonlinear system of equations, in
which we use several mathematical techniques to the study of the solutions.
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Soluções para Equações Diferenciais Parciais
de Primeira Ordem

Fernanda Andrade da Silva1

Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: O objetivo deste trabalho é apresentar o teorema de existência
e unicidade para o caso linear e mostrar alguns exemplos de Problema de
Cauchy em que temos infinidade de soluções e casos em que não existe
solução.

Palavras-chave: equações diferenciais; problema de Cauchy; soluções.

1 Introdução

Uma diferença importante entre EDO (equações diferenciais ordinárias)
e EDP (equações diferenciais parciais) é a informação suplementar necessá-
ria para a unicidade no caso em que estamos considerando. Por exemplo,
na solução geral de uma EDO linear aparecem uma ou mais constantes
arbitrárias onde podemos determiná-las impondo condições iniciais, isto
é, fixando os valores da solução e de suas derivadas até certa ordem em
um determinado ponto. A situação para as EDP é fundamentalmente di-
ferente: mesmo no caso linear, a solução geral, quando é possível achá-la,
envolve funções arbitrárias das variáveis independentes.

Como no caso de EDP temos mais de uma variável dependente (por
exemplo x, t), é natural fixar uma das variáveis (por exemplo t = 0) e impor
o valor da solução e de suas derivadas parciais em relação à variável fixa
como função das outras variáveis (por exemplo u(x, 0) = f(x) e ut(x, 0) =
g(x), f e g funções dadas.) Podemos generalizar o conceito de condições
iniciais impondo o valor da solução e de suas derivadas normais ao longo da
curva (se n = 2) ou superfície (se n = 3) inicial, o problema correspondente
é um problema de Cauchy.

1Bolsista PET
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2 Fatos Básicos de EDP

Apresentaremos primeiramente alguns conceitos e resultados para o
desenvolvimento da teoria de equações diferenciais parciais.

Uma equação diferencial parcial (EDP) é uma equação envolvendo
duas ou mais variáveis independentes x1, x2, . . . , xn e derivadas parciais de
uma função (variável dependente) u = u(x1, x2, . . . , xn). De maneira mais
precisa, uma EDP em n variáveis independentes é uma equação da forma

F

(
x1, . . . , xn, u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn
,
∂2u

∂x2
1

, . . . ,
∂2u

∂x1∂xn
, . . . ,

∂ku

∂xkn

)
= 0,

onde x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω, Ω é um subconjunto aberto de Rn, F é uma
função dada e u = u(x) é uma função que queremos determinar.

A ordem de uma EDP é dada pela derivada parcial de maior ordem
que ocorre na equação, por exemplo, a ordem da equação anterior é k. Uma
EDP é dita linear se é de primeiro grau em u e em todas suas derivadas
parciais que ocorrem na equação. A forma mais geral de um EDP linear
de primeira ordem é

n∑
j=1

aj(x)Dju+ b(x)u+ c(x) = 0,

em que algum coeficiente aj não é identicamente nulo.
Definimos as curvas características planas para a equação

a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x, y) (1.1)

como sendo as curvas s 7→ (α(s), β(s)) que têm tangente no ponto
(α(s), β(s)) paralela ao vetor (a(α(s), β(s)), b(α(s), β(s))) ou equivalen-
temente, que satisfazem

α′(s) = a(α(s), β(s)),

β′(s) = b(α(s), β(s)).
(1.2)

Exemplo 1. Considere o seguinte problema

uy = 0 em R2,

u(x, p(x)) = f(x), x ∈ R,
(1.3)

onde p, f ∈ C1(R) são funções dadas.
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Note que esse é um problema de Cauchy e a função u que queremos
encontrar é conhecida ao longo da curva inicial y = p(x).

A EDP em (1.3) é bem simples, como a derivada parcial de u em relação
a y é identicamente nula, vemos que u é constante como função de y, ou
seja, u depende apenas de x. Em outras palavras, a solução geral da EDP
em (1.3) é

u(x, y) = g(x),∀(x, y) ∈ R2, (1.4)

onde g ∈ C1(R) é arbitrária.
Neste trabalho procuraremos soluções clássicas, isto é, u ∈ C1(R2).

Como (1.4) é válida para qualquer par (x, y) ∈ R2, tomando y = p(x)
obtemos

g(x) = f(x),∀x ∈ R,
isto é, a solução do problema (1.3) é dada por

u(x, y) = f(x), ∀(x, y) ∈ R2. (1.5)

O Problema de Cauchy
Vamos estudar o problema de Cauchy para equações da forma

a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x, y). (1.6)

Como vimos no exemplo anterior, existe uma relação entre a curva
plana inicial γ e a região aberta Ω ⊂ R2 onde queremos não só a existência
mas unicidade da solução: a região Ω tem que ser coberta por curvas
características planas que intersectam a curva γ em exatamente um ponto.
Parametrizando a curva γ por (σ(t), ρ(t)), t ∈ I, onde I é um intervalo
aberto, podemos escrever o problema na forma

a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x, y),

u(σ(t), ρ(t)) = f(t), t ∈ I.
(1.7)

Teorema 2. Sejam Ω ⊂ R2 aberto, I ⊂ R um intervalo aberto, γ uma
curva suave em Ω parametrizada por γ(t) = (σ(t), ρ(t)), t ∈ I, f ∈ C1(I)
e a, b, c ∈ C1(Ω). Suponha que a(x, y)2 + b(x, y)2 6= 0,∀(x, y) ∈ Ω e∣∣∣∣a(σ(t), ρ(t)) b(σ(t), ρ(t))

σ′(t) ρ′(t)

∣∣∣∣ 6= 0, ∀t ∈ I.

Então o problema (1.7) tem uma única solução de classe C1 em uma vi-
zinhança da curva γ em Ω dada por

u(x0, y0) = f(t0) +

∫ s0

0

c(x(s, t0), y(s, t0))ds.
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Demonstração. Primeiramente, acharemos as curvas características planas
da equação (1.6), isto é, as curvas ao longo das quais a EDP pode ser
escrita como uma derivada total. Se ζ é uma curva plana parametrizada
por (α(s), β(s)), então a derivada total de u ao longo de ζ é, pela Regra
da Cadeia,

d

ds
[u(α(s), β(s))] = α′(s)ux(α(s), β(s)) + β′(s)uy(α(s), β(s)). (1.8)

Por outro lado, a EDP (1.6) ao longo de ζ é

a(α(s), β(s))ux(α(s), β(s)) + b(α(s), β(s))uy(α(s), β(s)) = c(α(s), β(s)).
(1.9)

Portanto, se queremos que o lado esquerdo da equação (1.9) seja igual
a qualquer uma das expressões em (1.8), é preciso que para cada s, exista
um número real λ(s) 6= 0 tal que

α′(s) = a(α(s), β(s))λ(s),

β′(s) = b(α(s), β(s))λ(s);
(1.10)

nesse caso a equação fica

d

ds
[u(α(s), β(s))] = λ(s)c(α(s), β(s)). (1.11)

As condições (1.10) significam, geometricamente, que o vetor tangente
à curva ζ no ponto (α(s), β(s)) é paralelo ao vetor tangente à curva ζ no
ponto (α(s), β(s)),

(a(α(s), β(s)), b(α(s), β(s))).

AFIRMAÇÃO: A função λ é desnecessária.
De fato, basta reparametrizar a curva convenientemente. Como a função
λ é contínua, pois a curva ζ é suave por hipótese e as funções a e b não
se anulam simultaneamente, tomemos a primitiva Λ de λ. Como Λ′(s) =
λ(s) 6= 0, qualquer que seja s, Λ′(s) > 0 ou Λ′(s) < 0 para todo s, logo
Λ é uma função monótona crescente ou decrescente, portanto inversível e
podemos fazer a seguinte mudança de variável s = Λ−1(t) ou t = Λ(s)
para obter uma nova parametrização (α̃(t), β̃(t)) da curva ζ, onde

α̃(t) = α(s) = α(Λ−1(t)),

β̃(t) = β(s) = β(Λ−1(t)).
(1.12)
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Então, por (1.12) e (1.11) obtemos

α̃′(t) = α′
ds

dt
= α′(s)

1

Λ′(Λ−1(t))
=
α′(s)

λ(s)
= a(α̃(t), β̃(t)),

e, analogamente,

β̃′(t) =
β′(s)

λ(s)
= b(α̃(t), β̃(t)).

Portanto as curvas características planas da equação (1.6) são as curvas
suaves ζ que admitem parametrização (α(s), β(s)) satisfazendo

α′(s) = a(α(s), β(s)),

β′(s) = b(α(s), β(s)).
(1.13)

O sistema de EDO dado por (1.13) tem uma infinidade de soluções:
para obter uma única solução é preciso dar um par de condições iniciais.
Como a, b ∈ C1(Ω), dado (x0, y0) ∈ Ω, existe uma solução (α(s), β(s)) de
(1.13) para s em uma vizinhança de s0 tal que

α(s0) = x0, β(s0) = y0. (1.14)

Vamos supor que a curva inicial γ nunca é tangente às curvas carac-
terísticas planas, ou seja, o vetor tangente (σ′(t), ρ′(t)) nunca é paralelo a
(a(σ(t), ρ(t)), b(σ(t), ρ(t))), logo tais vetores são linearmente independentes
para todo t em I. Então, para cada t ∈ I, existe uma única curva carac-
terística plana passando pelo ponto (σ(t), ρ(t)), ou seja, que é solução de
(1.13) e (1.14) com x0 = σ(t), y0 = ρ(t) em uma vizinhança de s0 (que va-
mos tomar igual a zero para simplificar a notação), além disso (σ(t), ρ(t))
é o único ponto de interseção de γ com as características pois, se existisse
outro, em algum lugar os vetores tangentes às duas curvas seriam para-
lelos, o que contradiz a hipótese. Nesse caso podemos então cobrir uma
vizinhança da curva γ com curvas características planas que intersectam
a curva γ em exatamente um ponto. Isso nos permite fazer uma mudança
de variável de (x, y) para (s, t) para cada t ∈ I, se denotarmos a curva
característica plana que passa por (σ(t), ρ(t)) por (x(s, t), y(s, t)), então o
sistema (1.13) e as condições (1.14) podem ser reescritos como

xs(s, t) = a(x(s, t), y(s, t)), ys(s, t) = b(x(s, t), y(s, t)),

x(0, t) = σ(t), y(0, t) = ρ(t);
(1.15)
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além disso, como os vetores

(σ′(t), ρ′(t)) e (a(σ(t), ρ(t)), b(σ(t), ρ(t)))

são linearmente independentes,

det

(
xs(0, t) xt(0, t)
ys(0, t) yt(0, t)

)
= det

(
a(σ(t), ρ(t)) σ′(t)
b(σ(t), ρ(t)) ρ′(t)

)
6= 0

e portanto, por continuidade,

det

(
xx xt
ys yt

)
6= 0

em uma vizinhança de γ. Logo a transformação

(s, t) 7→ (x(s, t), y(s, t))

é localmente injetora, o que nos permite fazer a mudança de variável

v(s, t) = u(x, y). (1.16)

Obtemos, pela Regra da Cadeia,

∂v

∂s
(s, t) =

∂u

∂x
(x(s, t), y(s, t))

∂x

∂s
+
∂u

∂y
(x(s, t), y(s, t))

∂y

∂s

= a(x(s, t), y(s, t))
∂u

∂x
(x(s, t), y(s, t))

+ b(x(s, t), y(s, t))
∂u

∂y
(x(s, t), y(s, t)). (1.17)

Substituindo a EDP (1.6) em (1.17), obtemos

vs = c(x(s, t), y(s, t)).

Além disso a condição do problema inicial (1.7) fica

v(0, t) = f(t), t ∈ I,

logo o problema que v satisfaz é

vs = c(x(s, t), y(s, t)),

v(0, t) = f(t), t ∈ I.
(1.18)
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cada t ∈ I fixo, o problema (1.18) é um problema de valor inicial para uma
EDO de primeira ordem, cuja solução é obtida integrando diretamente de
0 a s:

v(s, t) =

∫ s

0

vν(ν, t)dν + v(0, t) =

∫ s

0

c(x(ν, t), y(ν, t))dν + f(t). (1.19)

Para voltar para u, dado (x0, y0), seja t0 = t(x0, y0) e s0 = s(x0, y0),
isto é, x0 = x(s0, t0) e y0 = y(s0, t0); substituindo (1.16) em (1.19), obte-
mos

u(x0, y0) = f(t0) +

∫ s0

0

c(x(s, t0), y(s, t0))ds. (1.20)

Note que, se u é solução de (1.7) então u satisfaz (1.20), como (1.20) é de
fato solução de (1.7), pois (1.19) é solução de (1.18), a solução do problema
(1.7) é única.

3 Equações de Primeira Ordem

Definimos anteriormente as curvas características planas para a equa-
ção (1.1). Se a curva inicial γ(t) = (σ(t), ρ(t)), t ∈ I, não é tangente às
curvas características planas, pelo Teorema 11 o problema

a(x, y)ux + b(x, y)xy = c(x, y)

u(σ(t), ρ(t)) = f(t), t ∈ I,
(1.21)

tem uma única solução. Veremos o que acontece se a curva inicial γ é uma
curva característica plana. Esperamos que o problema não tenha solução
ou tenha uma infinidade de soluções. De fato é isso o que acontece e o que
diferencia um caso do outro é o conceito de curva característica espacial.

Uma curva característica para a equação (1.1) é uma curva suave
s 7→ (α(s), β(s), ξ(s)) ∈ R3 que tem tangente no ponto (α(s), β(s), ξ(s))
paralela ao vetor (a(α(s), β(s)), b(α(s), β(s)), c(α(s), β(s))); equivalente-
mente, α, β, ξ satisfazem

α′(s) = a(α(s), β(s)),

β′(s) = b(α(s), β(s)),

ξ′(s) = c(α(s), β(s)).

(1.22)

No caso em que a curva inicial γ não é tangente às curvas características
planas, a superfície solução é gerada pela curva Γ : t ∈ I 7→ (σ(t), ρ(t), f(t))
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e pelas curvas características em R3 que intersectam Γ. De fato, dada uma
característica de (1.1) que intersecta Γ no ponto (σ(t0), ρ(t0), f(t0)), po-
demos achar uma parametrização s 7→ (α(s), β(s), ξ(s)) dessa curva satis-
fazendo (1.22) com

(α(0), β(0), ξ(0)) = (σ(t0), ρ(t0), f(t0)), (1.23)

logo a característica plana que passa pelo ponto (σ(t0), ρ(t0)) é precisa-
mente (x(s, t0), y(s, t0)) = (α(s), β(s)) e portanto, usando a equação (1.20)
temos que

u(α(s), β(s)) = f(t0) +

∫ s

0

c(α(ν), β(ν))dν

= f(t0) +

∫ s

0

ξ′(ν)dν = f(t0) + ξ(s)− ξ(0) = ξ(s)

por (1.23), o que prova que essa característica está na superfície solução,
por outro lado, a superfície solução é parametrizada por

(s, t) 7→ (x(s, t), y(s, t), v(s, t))

e, para cada t0 fixo, definindo

α(s) = x(s, t0), β(s) = y(s, t0), ξ(s) = v(s, t0),

as equações (1.15) e (1.18) mostram que α, β e ξ satisfazem (1.22) e (1.23)
e portanto, para cada t0 fixo, a curva s 7→ (x(s, t0), y(s, t0), v(s, t0)) é uma
curva característica que intersecta Γ em s = 0, o que prova que a superfície
solução é de fato gerada por Γ e pelas curvas características.

Veremos agora o caso em que γ é a uma curva característica plana:
mostremos que se Γ é uma característica, o problema tem uma infinidade
de soluções e se, Γ não é característica, o problema não tem solução.

Vamos supor primeiro que Γ é uma característica para a EDP (1.1).
Seja δ uma curva plana qualquer que nunca é tangente às características
planas e que intersecta γ no ponto (σ(s0), ρ(s0)), seja t 7→ (p(t), q(t)) uma
parametrização de δ com

(p(0), q(0)) = (σ(s0), ρ(s0)) (1.24)

e seja r uma função arbitrária de classe C1 satisfazendo

r(0) = f(s0). (1.25)
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Assim, o problema

a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x, y)

u(p(t), q(t)) = r(t)
(1.26)

tem uma única solução u em uma vizinhança de δ; além disso, a superfície
solução contém a curva ∆ : t 7→ (p(t), q(t), r(t)) e contém todas as carac-
terísticas da EDP que intersectam ∆; em particular, a superfície solução
contém Γ pois

(p(0), q(0), r(0)) = (σ(s0), ρ(s0), f(s0)) ∈ ∆ ∩ Γ

por (1.24) e (1.25). Portanto u é solução de (1.5). Como existe uma
infinidade de escolhas possíveis para a curva δ e a função r, o problema
tem uma infinidade de soluções.

Vamos supor agora que γ é uma curva característica plana mas Γ não
é uma característica para (1.1). Suponha, por absurdo, que o problema
(1.21) tem solução nesse caso: se u é solução, qualquer que seja t ∈ I,
derivando a condição inicial obtemos

σ′(t)ux(σ(t), ρ(t)) + ρ′(t)uy(σ(t), ρ(t)) = f ′(t); (1.27)

por outro lado, a EDP (1.1) no ponto (σ(t), ρ(t)) fica

a(σ(t), ρ(t))ux(σ(t), ρ(t)) + b(σ(t), ρ(t))uy(σ(t), ρ(t)) = c(σ(t), ρ(t));
(1.28)

comparando (1.27) e (1.28) e usando o fato que os vetores (σ′(t), ρ′(t))
e (a(σ(t), ρ(t)), b(σ(t), ρ(t))) são paralelos (pois γ é característica plana),
obtemos que os vetores em R3

(σ′(t), ρ′(t), f ′(t)) e (a(σ(t), ρ(t)), b(σ(t), ρ(t)), c(σ(t), ρ(t)))

também são paralelos, isto é Γ é uma curva característica, o que contradiz
a hipótese. Portanto o problema (1.21) não tem solução nesse caso.

Exemplo 3. Considere o problema

ux(x, y) = 2x,

u(x, 0) = f(x), x ∈ R.
(1.29)

Neste caso as características planas são retas horizontais, logo o problema
tem solução se, e somente se, a curva Γ : t 7→ (t, 0, f(t)) é uma caracterís-
tica, isto é, os vetores (1, 0, 2t) e (1, 0, f ′(t)) são paralelos, o que equivale a

f ′(t) = 2t⇔ f(t) = t2 + c, c constante.
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Logo o problema só tem solução se f(x) = x2 + c para alguma constante
c: nesse caso, tomando a curva δ como sendo o eixo dos y e r(y) de classe
C1 com

r(0) = f(0) = c, (1.30)

obtemos

ux = 2x

u(0, y) = r(y)

cuja solução é

u(x, y) = u(0, y) +

∫ x

0

2tdt = r(y) + x2.

Portanto, no caso em que f(x) = x2 + c o problema tem como solução
todas as funções da forma

u(x, y) = r(y) + x2

onde r é de classe C1 e satisfaz (1.30).
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Estabilidade de Sistemas Não Lineares
Autônomos e Aplicação em Epidemiologia
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Resumo: A maioria das equações diferenciais não pode ser resolvida anali-
ticamente e assim é importante considerarmos as informações qualitativas
da equação, sem de fato resolvê-las. Desta forma, este trabalho é desti-
nado ao estudo de sistemas autônomos não lineares e alguns resultados da
teoria qualitativa de equações diferenciais ordinárias.
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1 Sistemas Autônomos e Estabilidade

Equações diferenciais ordinárias de ordem n em geral podem ser repre-
sentadas por um sistema de equações diferenciais ordinárias de primeira
ordem. Para isso, consideremos Df um aberto de Rn+1 e f : Df → Rn+1

uma função contínua. Uma equação de ordem n é dada por

y(n) = f(t, y, . . . , y(n+1)).

Fazendo
x1 = y, x2 = ẏ, . . . , xn = yn+1,

resulta no sistema 

ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

...
ẋn−1 = xn

ẋn = f(t, x1, x2, · · · , xn)

(1.1)

que pode ser representando por

ẋ = f(t, x) (1.2)
1bolsista PET
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onde

x(t) =


x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 e f(t, x) =


f1(t, x1, · · · , xn)
f2(t, x1, · · · , xn)

...
fn(t, x1, · · · , xn)

 (1.3)

onde as fi(t, x1, . . . , xn) são funções definidas em Df .

Definição 1. Uma solução para o sistema (1.2) em um intervalo da reta I
é uma função vetorial φ(t), diferenciável, onde φ(t) = (φ1(t), . . . , φn(t)) e
φi é definida em I ⊂ R e φ satisfaz o sistema (1.2) em I.

Definição 2. Um sistema de equações de primeira ordem é chamado autô-
nomo quando as funções fi, fi : Df ⊂ Rn → R comDf aberto, i = 1, . . . , n
não dependem explicitamente de t, isto é,

ẋ1 = f1(x1, . . . , xn),

ẋ2 = f2(x1, . . . , xn),
...

ẋn = fn(x1, . . . , xn).

(1.4)

Definição 3. Um ponto x ∈ Rn é chamado de ponto crítico ou de equilíbrio
de um sistema autônomo se fi(x) = 0,i = 1, . . . , n.

Trabalharemos o ponto crítico x = 0, caso não tenhamos esta situação
podemos realizar uma mudança de variável de forma que x = 0 se torna o
ponto de equilíbrio.

As soluções constantes de um sistema autônomo desempenham um
papel importante no estudo do comportamento do sistema, pois as outras
soluções tendem a se aproximar ou afastar das mesmas, e x(t) = c é
solução de (1.4) se, e somente se, ẋ(t) = f(x(t)) = f(c) = 0, o que nos leva
a seguinte definição:

Definição 4. Um ponto crítico x∗ do sistema autônomo é dito estável se,
dado ε > 0 existe δ > 0 tal que toda solução φ(t) do sistema que satisfaz,
em t = t0, |φ(t0) − x∗| < δ existe para todo t e satisfaz para todo t > t0,
|φ(t0)− x∗| < ε.

Se não for estável, o ponto crítico é dito instável.
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Definição 5. Um ponto crítico x∗ do sistema autônomo é dito assintoti-
camente estável se é estável e se existe δ0 > 0 tal que se x = φ(t) solução
do sistema que satisfaz |φ(t0)− x∗| < δ0 então lim

t→∞
φ(t) = x∗.

Neste caso, além de ter estabilidade, a solução que se inicia em uma
vizinhança de x∗, tende a x∗ com o passar do tempo.

No cenário dos sistemas de equações diferenciais, a estabilidade é de-
finida com relação a um dado ponto de equilíbrio. Em muitas aplicações
na Biologia, Economia, Física, Engenharia, etc, é desejável que todos as
soluções de um sistema tendam a seu ponto de equilíbrio, como nem sem-
pre iremos obter uma solução analiticamente, uma maneira de analisar o
comportamento dessas soluções é através de seus pontos de equilíbrio.

2 Caso Linear

Considere o sistema linear de equações diferenciais ordinárias

ẋ = Ax, (1.5)

onde x ∈ Rn, A é uma matriz constante n × n. Mostra-se que a solução
do sistema linear (1.7) com a condição inicial x(0) = x0 é dada por x(t) =
eAtx0 onde eAt é uma função matricial n×n definida pela série de Taylor,
isto é, as soluções são da forma x = veλt onde λ é um autovalor de A e v
um autovetor associado. Agora, vejamos alguns resultados para o estudo
qualitativo desse tipo de sistema.

Teorema 6. Seja A uma matriz com coeficientes constantes

φ(t) = eAt (1.6)

é matriz fundamental de y′ = Ay com φ(0) = Id em (−∞,∞).

A demonstração do teorema acima é encontrada em [2]. Com esse
resultado temos que a solução φ satisfaz

φ(t) =

k∑
j=1

e
λjt

(nj−1∑
i=1

ti

i! (A− λjId)i
)
vj , −∞ < t <∞. (1.7)

Teorema 7. Se λ1, λ2, . . . , λk são autovalores distintos de A, onde λj tem
multiplicidade nj e n1 + n2 + · · · + nk = n e se ρ é um número grande
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então a parte real de λ1, . . . , λk, é tal que

ρ > max
j=1,...,k

{Re(λj)}, (1.8)

então existe uma constante k > 0 tal que

|etA| ≤ keρt, 0 ≤ t <∞. (1.9)

Prova: Sabemos que eAt é matriz fundamental de (1.7). Combinando este
fato com a fórmula (1.7) para alguma solução φ(t) do sistema, vimos que
cada elemento da matriz eAt é da forma

∑k
j=1 pj(t)e

λjt, onde pj é um
polinômio de grau no máximo (nj−1).

Se ρ é escolhido para satisfazer a equação (1.8) então |tkeλjt| =
tkeRe(λj)t < eρt para t tão grande quanto se queira e cada termo da soma∑k
j=1 ρj(t)e

λjt é no máximo Meρt (0 ≤ t <∞) para alguma constante M.

Como existem no máximo n2 termos da matriz eAt, (1.9) mantém com
k = Mn2, onde M é o maior dos n2 valores de M.

Podemos observar também que a constante ρ em (1.9) pode ser esco-
lhida como qualquer número maior ou igual ao maior de Re(λ1), . . . ,Re(λj)
uma vez que todo autovalor cuja parte real é igual a este máximo. Em
particular, isto é, sempre verdade se todos os autovalores de A são sim-
ples.

Corolário 8. Se todos os autovalores de A tem parte real negativa então
toda solução φ(t) de (1.7) tende a zero quando t→∞. Mais precisamente,
existem constantes k > 0 e σ > 0 tais que

|φ(t)| ≤ ke−σt, t ≥ 0. (1.10)

Prova: A existência das constantes k e σ é garantida pelo Teorema 7,
já que pelo Teorema 6, podemos escrever φ(t) = eAt. Assim basta fazer
t→∞ em (1.10) para obtermos o resultado.

Teorema 9. Se todos os autovalores de A tem partes reais não positivas
e todos esses autovalores com parte real nula são simples, então a solução
y = 0 de x′ = Ax é estável. Se todos os autovalores de A tem partes
reais negativas, a solução x = 0 é assintoticamente estável. E se todos os
autovalores de A tem parte real positiva, então a solução x = 0 é instável.

Prova: Usando o Teorema 6, qualquer solução φ(t) de x′ = Ax tem a
forma φ(t) = CeAt.
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Pelo Teorema 7 existem constantes k > 0 e ρ como em (1.8) tal que

|φ(t)| ≤ keρt, 0 ≤ t <∞. (1.11)

Se todos os autovalores de A tiverem parte real negativa o resultado
segue do Corolário (8).

O caso em que todos os autovalores tem parte real positiva, segue de
(1.11) já que, quando t → ∞ a solução φ(t) afasta da solução x = 0,
portanto a solução nula é instável.

Agora se os autovalores tiveram parte real negativa ou nula então ρ ≤ 0.
Se ρ < 0, segue o resultado, se ρ = 0, então dado ε > 0, existe δ =

ε

k
tal que se |y0| < δ então

|φ(t, t0, x0)| = |x0e
(t−t0)A| ≤ |x0|k < δk =

ε

k
k = ε.

Portanto a solução nula é estável.

3 Caso Não linear

A análise é realizada considerando a linearização do sistema utilizando
a fórmula de Taylor. Linearizamos o sistema em torno de cada ponto
de equilíbrio. Vejamos como: considerando-se f : Rn → Rn, onde f =
(f1, f2, · · · , fn) e o sistema não linear autônomo:

ẋ = f(x) (1.12)

onde

x(t) =


x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 .
Assumindo que x∗ seja um ponto de equilíbrio deste sistema, temos

f(x∗) = 0. Fazendo
x(t) = x∗ + ∆(t), (1.13)

onde ∆(t) é um vetor que representa uma pequena perturbação em relação
ao equilíbrio x∗, substituindo (1.13) em (1.12) tem-se:

d

dt
(x∗ + ∆(t)) = f(x∗ + ∆(t)). (1.14)
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Utilizando a fórmula de Taylor para expandir (1.14) em torno de x∗ fica-se
com

∆′(t) = f(x∗) +Df(x∗)∆(t) + o(∆(t)),

ondeDf(x∗) é uma matriz n×n cujos elementos são [Df(x∗)]ij=

[
∂fi
∂xj

]
x=x∗

.

Logo, desprezando-se os termos não-lineares e lembrando que f(x∗) =
0, fica-se com o sistema linearizado n× n:

∆′(t) = Df(x∗)∆(t),

onde Df(x∗) é a matriz jacobiana calculada no ponto x∗.
O conhecido Teorema de Hartman–Grobman, ver referência [3], ga-

rante que em uma vizinhança do ponto de equilíbrio o comportamento das
soluções do sistema não linear é similar ao comportamento das soluções do
sistema linear, então para se verificar a estabilidade de cada um dos pon-
tos, analisa-se os autovalores da matriz jacobiana, no ponto de equilíbrio
e utiliza-se os resultados demonstrados.

4 Aplicação em Epidemiologia

A modelagem matemática em Epidemiologia é realizada através do
estudo de equações que descrevem a interação entre a população e o ambi-
ente, resultando numa análise detalhada a respeito da doença, contribuindo
para melhorar ações preventivas, como campanhas de vacinação.

O modelo compartimental SIS (Suscetível - Infectado - Suscetível) des-
creve doenças nas quais o indivíduo, ao recuperar-se, não obtêm nenhuma
imunidade. Seja α a taxa de transmissão da doença e β a taxa de recu-
peração da doença, vamos admitir como hipótese que a transmissão se dá
com o encontro entre indivíduos suscetíveis e infectados. O modelo é dado
pelo sistema abaixo, cujas justificativas estão em [1].

dS

dt
= −αSI + βI

dI

dt
= αSI − βI

(1.15)

onde α, β > 0, S(t) + I(t) = N , I0 é a quantidade inicial de indivíduos
infectados, então S0 = N − I0 a quantidade de pessoas sadias.

Fazendo dS
dt = dI

dt = 0 encontramos dois pontos de equilíbrio: P1 =

(N, 0) e P2 = (βα , N −
β
α ). A análise de estabilidade desses pontos será
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feita através dos resultados apresentados. Encontremos então a matriz
jacobiana

J =

(
−αI −αS + β
αI αS − β

)
(1.16)

Caso 1 P1 = (N, 0): O sistema linear que aproxima o sistema (1.15)
na vizinhança do ponto (N, 0) é:

d

dt

(
v1

v2

)
=

(
0 −αN + β
0 αN − β

)(
v1

v2

)
,

cuja matriz de coeficientes é A = J(N, 0). São encontrados os autovalores
λ1 = 0 e λ2 = αN − β.

Caso 2 P2 = (βα , N −
β
α ): O sistema linear que aproxima o sistema

(1.15) na vizinhança do ponto (βα , N −
β
α )) é:

d

dt

(
v1

v2

)
=

(
−αN + β 0
αN − β 0

)(
v1

v2

)
,

cuja matriz de coeficientes é A = J(βα , N −
β
α )). São encontrados os auto-

valores λ1 = 0 e λ2 = −αN + β.
Em ambos os casos os autovalores estão em função da fração de indiví-

duos infectados pela doença e β, o coeficiente de recuperação. Analisando
os autovalores utilizando o Teorema 9 obtemos que P1 = (N, 0) é instável

e P2 =

(
β

α
,N − β

α

)
é estável.
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Resumo: Pretendemos, nesse trabalho, apresentar um resultado da Geo-
metria Riemanniana, que garante a existência de métricas riemannianas
em quaisquer variedades diferenciáveis. Para isso faremos uso de impor-
tantes conceitos dessa Geometria que serão brevemente explorados um a
um.
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1 Variedades Diferenciáveis

Para que possamos explorar a Geometria Riemanniana como um todo
precisamos inicialmente introduzir o conceito de variedades diferenciáveis.
Tal conceito é uma generalização de superfícies regulares, principal ele-
mento de estudo da Geometria Diferencial; para tal vamos definir primeiro
o que é um atlas de classe Ck:

Definição 1. Seja M um espaço topológico de Hausdorff com base enu-
merável. Um atlas de dimensão n de classe Ck para M é uma família

Φ = {ϕα : Uα → Rn}α∈A

de aplicações contínuas tais que ϕα : Uα → ϕα(Uα) é um homeomorfismo
de um aberto Uα ⊂ M sobre um aberto ϕα(Uα) de Rn para cada α ∈ A,
satisfazendo as seguintes condições:

• Os abertos Uα cobrem M , isto é,⋃
α∈A

Uα = M ;

• Para todos índices α, β ∈ A tais que Vαβ = Uα∩Uβ 6= 0, as aplicações

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Vαβ)→ ϕβ(Vαβ),

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Vαβ)→ ϕα(Vαβ),
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são diferenciáveis de classe Ck.

Cada aplicação ϕα é chamada um carta local de uma vizinhança
de um ponto p ∈ M , denotada por (Uα, ϕα) com α ∈ A; para fins de
convenção vamos omitir o índice α, a menos que haja necessidade. No
caso em que k =∞ então dizemos que o atlas é de classe C∞.
Considerando o conjuntoA de todos os atlas de classe Ck sobreM , pode-se
definir neste conjunto a seguinte relação:

Φi ∼ Φj ⇔ Φi ∪ Φj ∈ A, ∀Φi,Φj ∈ A

onde ∼ define uma relação de equivalência sobre A.

Definição 2. Uma estrutura diferenciável I de classe Ck de dimensão n
sobre M é uma classe de equivalência do atlas de classe Ck de dimensão
n sobre M , isto é, I ∈ A.

Definição 3. Uma variedade diferenciável de classe Ck é um par ordenado
(M, I) onde I é uma estrutura diferenciável de classe Ck de dimensão n
sobre o conjunto M . Notação: Mn

Essa definição foi tirada de [1], onde se usa de abertos de M mas
outras definições podem ser feitas, usando abertos de Rn como é feita em
[4]; ambos os modos são equivalentes.

Para exemplos interessantes de variedades diferenciáveis recomendamos
[2] e [3].

De agora em diante, consideraremos sempre variedades diferenciáveis
de classe C∞. É interessante observar que o modo como é construído as
variedades diferenciáveis nos permite poder falar sobre diferenciabilidade,
já que podemos levar nosso problema para Rn, através das cartas locais
de M , onde temos uma estrutura de diferenciabilidade.

Com isso em mente vamos agora buscar falar sobre outro elemento da
Geometria Diferencial de Superfícies, mas agora no contexto de Varieda-
des Diferenciáveis: o Espaço Tangente. O Espaço Tangente será muito
importante para definirmos, depois, o que são Tensores.

2 Espaços Tangente

Definição 4. SejaM uma variedade diferenciável e seja p ∈M com (U,ϕ)
uma carta local para o ponto p. A função real f : M → R é dita diferen-
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ciável de classe Ck, k > 0 no ponto p ∈M se a aplicação

f ◦ ϕ−1 : (ϕ(U) ⊂ Rn)→ R

for diferenciável de classe Ck no ponto ϕ(p).

Se f for de classe C∞ no ponto p ∈M é dito que f é diferenciável em
p ∈ M . Ainda, f é dita diferenciável em toda variedade M se para todo
p ∈ M,f for diferenciável em p. Denota-se F (M) = {f, f : M → R, f é
diferenciável emM} o conjunto de todas as funções diferenciáveis definidas
sobre M em R.

Definição 5. SejaM uma variedade diferenciável. Um vetor tangente aM
num ponto p ∈M é uma função Xp : F (M)→ R satisfazendo as seguintes
condições:

Xp(αf + βg) = αXp(f) + βXp(g), Xp(fg) = g(p)Xp(f) + f(p)Xp(g)

para todo α, β ∈ R e para toda f, g ∈ F (M).

Denotaremos por Tp(M) = {Xp : Xp é um vetor tangente a M no
ponto p}.

É possível definir em Tp(M) operações de soma e multiplicação por
escalares, garantindo assim uma estrutura de espaço vetorial sobre R para
Tp(M); são elas:

(Xp + Yp)(f) := Xp(f) + Yp(f), ∀f ∈ F (M)

(αXp(p)) := αXp(f), ∀f ∈ F (M), ∀α ∈ R

para todo Xp, Yp ∈ Tp(M). Tp(M) é então chamado de espaço tangente
a M no ponto p.

Teorema 6. Seja Mn uma variedade diferenciável. Seja p ∈Mn e Tp(M)
o espaço tangente a M no ponto p. Se (U,ϕ) é um sistema de coordenadas
local para o ponto p ∈ U com ϕ = (x1, . . . , xn), então o conjunto{

∂

∂x1
|p,

∂

∂x2
|p, . . . ,

∂

∂xn
|p
}

constitui uma base para Tp(M).

Prova: Essa prova que aqui é apresentada foi baseada, principalmente, na
prova dada em [1], página 83. Observe que:
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1. Xp(1̇) = 0,∀p ∈ M , pois Xp(1̇) = Xp(1̇.1̇) = 1.Xp(1̇) + 1.Xp(1̇) =
2Xp(1̇), onde 1̇ é a função constante igual à 1;

2. Se f ∈ F (M) é tal que f ≡ c, c: constante, então Xp(f) = 0. De
fato, Xp(f) = Xp(c) = Xp(1̇.c) = c.Xp(1̇) = 0, onde 1̇ é a função
constante igual à 1.

3. Por hipótese, tem-se que (U,ϕ) é uma carta local para o ponto p.
Considerando assim a função g : (ϕ(U) ⊂ Rn) → R. Pode-se supor,
sem perda de generalidade, que g(q) = 0, onde q = (u1, . . . , un) ∈
ϕ(U). Pelo Teorema Fundamental do Cálculo.∫ 1

0

d

dt
g(tq)dt = g(u1, . . . , un)− g(0). (1.1)

Porém, por outro lado,

d

dt
g(tq) =

n∑
i=1

∂g

∂ui
(tq)ui.

Assim reescrevendo 1.1:

g(u1, . . . , un) = g(0) +

n∑
i=1

(∫ 1

0

∂g

∂ui
(tq)dt

)
ui = g(0) +

n∑
i=1

gi(q)u
i.

(1.2)
Seja f ∈ F (M), define-se a função g = f ◦ ϕ−1, ou melhor, f =
g ◦ ϕ = g(x1, . . . , xn).

Utilizando a expressão 1.2, tem-se que

g(x1, . . . , xn) = g(0) +

n∑
i=1

gi(x
1, . . . , xn)xi. (1.3)

Denotando por fi = gi(x
1, . . . , xn), e reescrevendo assim 1.3, tem-se

que

f = f(p) +

n∑
i=1

fix
i.

É claro que ∂f
∂xi (p) = fi(p),∀p ∈M . Aplicando a um vetor tangente
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Xp ∈ Tp(M) e utilizando suas propriedades, tem-se que

Xp(f) = Xp

(
f(p) +

n∑
i=1

fix
i
)

= Xp(f(p)) +

n∑
i=1

Xp(fi)x
i +

n∑
i=1

fi(p)Xp(x
i).

Pelo item 2., obtém se

Xp(f) =

n∑
i=1

Xp(x
i)fi(p) =

n∑
i=1

Xp(x
i)
∂f

∂xi
(p).

Dada a arbitrariedade de f , conclui-se que

Xp =

n∑
i=1

Xp(x
i)
∂

∂xi
|p.

Deste modo foi mostrado que o conjunto{
∂

∂x1
|p,

∂

∂x2
|p, . . . ,

∂

∂xn
|p
}

gera o espaço tangente. Resta mostrar que este conjunto é linear-
mente independente. De fato, seja

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
|p = 0.

Tomando em particular as funções coordenadas xj , obtém-se para
j = 1, . . . , n

0 =

n∑
i=1

ai
∂xj

∂xi
(p) = aj .

Decorre do Teorema 6 que a dimensão do espaço tangente a uma varie-
dade M é igual a dimensão da variedade, isto é, dimTp(M) = dimM = n.

Definição 7. Seja o conjunto TM =
⋃
p∈M

Tp(M) definido pela união de

todos os espaços tangentes a variedade M ; um ponto desse conjunto pode
ser escrito como (p,Xp), onde p ∈ M e Xp ∈ Tp(M). Então TM munido
da projeção π : TM → M , dada por π(p,Xp) = p será denominado de
fibrado tangente.
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É possível mostrar que TM é uma variedade diferenciável de dimensão
2n, supondo Mn. Tal demonstração pode ser vista em [2], página 246.

Mencionamos anteriormente que Tp(M) é um espaço vetorial sobre R,
portanto podemos considerar funcionais lineares definidos em Tp(M), isto
é, funções ω : Tp(M)→ R que satisfazem a condição

ω(αXp + βYp) = αω(Xp) + βω(Yp),∀Xp, Yp ∈ Tp(M), ∀α, β ∈ R.

Este conjunto será denotado por T ∗p (M) e nada mais é do que o espaço
dual de Tp(M). Tal conjunto será de extrema importância para a definição
de Tensores no próximo capítulo.
Por argumentos de Álgebra Linear verifica-se que T ∗p (M) é um espaço
vetorial sobre R e que, para a base{

∂

∂x1
|p,

∂

∂x2
|p, . . . ,

∂

∂xn
|p
}

de Tp(M), existe uma única base dual, denotada por{
dx1 |p, dx2 |p, . . . , dxn |p

}
de T ∗p (M) tal que, para i = 1, . . . , n

dxi(
∂

∂xj
) = δij ,∀j = 1, . . . , n

onde δij é o delta de Kronecker, ou seja, δij =

{
1, se i = j,
0, se i 6= j.

3 Tensores

3.1 Vetores Covariantes e Contravariantes

Para que possamos falar sobre Tensores e entender o que são, vamos
inicialmente falar sobre o que são vetores covariantes e contravariantes.
Tais denominações são dadas à vetores dependendo do modo como é feita
sua mudança de coordenadas. Com o intuito de exemplificar cada um dos
tipos vamos mostrar como a mudança de coordenadas do vetor velocidade
e do gradiente são diferentes.

Considere o vetor velocidade de uma curva em Rn descrita no sistema
de coordenadas (x1, . . . , xn) por

x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)).
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Logo,
dx

dt
= (

dx1

dt
, . . . ,

dxn

dt
).

A curva, em um outro sistema de coordenadas (y1, . . . , yn), é descrita
como:

y(t) = (y1(t), . . . , yn(t))

e assim
dy

dt
=

(
dy1

dt
, . . . ,

dyn

dt

)
.

Sabemos que, pela Regra da Cadeia, uma mudança do sistema de coorde-
nadas (x1, . . . , xn) para (y1, . . . , yn) é dado por:

dyi

dt
=

n∑
j=1

dyi

dxj
dxj

dt
(1.4)

para i = 1, . . . , n.
Vamos considerar agora o gradiente de uma função f : (U ⊂ Rn) →

R, usualmente identificado com um vetor. No sistema de coordenadas
(x1, . . . , xn), o gradiente é definido por

∇xf(x) =

(
∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)
enquanto que no sistema de coordenadas (y1, . . . , yn), o gradiente é dado
por

∇yf(x) =

(
∂f

∂y1
(x), . . . ,

∂f

∂yn
(x)

)
.

Novamente temos que o gradiente muda do sistema (x1, . . . , xn) para
(y1, . . . , yn) como segue

∂f

∂yi
=

n∑
j=1

dxj

dyi
∂f

∂xj
(1.5)

para i = 1, . . . , n.
Comparando as equações 1.4 e 1.5 vemos que o vetor velocidade e o

gradiente são diferentes quando comparamos o modo como são feitas suas
mudanças de coordenadas. Fazendo um abuso de linguagem, podemos
dizer que são inversas, no sentido de que o vetor velocidade muda por um

fator
dyi

dxj
enquanto que o gradiente muda por um fator

dxi

dyj
.
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Usando essa exemplificação vamos definir o que são vetores contrava-
riantes e covariantes. Vetores que se transformam de acordo com a ex-
pressão 1.4 são chamados vetores contravariantes, enquanto que vetores
que se transformam de acordo com a expressão 1.5 são chamados vetores
covariantes (ou simplesmente covetores).

As coordenadas de um vetor contravariante são convencionalmente de-
notados por índices sobrescritos v = (v1, . . . , vn). Enquanto que as coor-
denadas de um vetor covariante (ou covetor) são denotadas com índices
subscritos v = (v1, . . . , vn).

3.2 Mudança de Coordenadas no Espaço Tangente Tp(M)

Se ϕ : U → ϕ(U) e ψ : V → ψ(V ) são duas parametrizações de
vizinhanças de p = ϕ(x) = ϕ(x1, . . . , xn) = ψ(y) = ψ(y1, . . . , yn) em M ,
então abusando a notação escrevemos

(ψ−1◦ϕ)(x) = (ψ−1◦ϕ)(x1, . . . , xn) = (y1(x1, . . . , xn), . . . , yn(x1, . . . , xn)),

ou seja, denotamos as funções coordenadas (ψ−1 ◦ ϕ)(x) por yj(x).

Teorema 8. SejaM uma variedade diferenciável n-dimensional e ϕ : U →
ψ(U), ψ : V → ψ(V ) duas parametrizações de vizinhaças de p = ϕ(x) =
ψ(y) em M . Sejam

Bx =

{
∂

∂x1
|p, . . . ,

∂

∂xn
|p
}

e By =

{
∂

∂y1
|p, . . . ,

∂

∂yn
|p
}

as bases coordenadas de Tp(M) induzidas pelas parametrizações ϕ e ψ,
respectivamente. Denote

∂yj

∂xi
(x) :=

∂(ψ−1 ◦ ϕ)j

∂xi
(x).

Então a matriz de mudança de coordenadas da base Bx para a base By é
definida por

∂

∂xi
|p=

n∑
j=1

∂yj

∂xi
∂

∂yj
|p. (1.6)
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Prova: Por definição e pela Regra da Cadeia,

∂

∂xi
|p= dϕx(ei) = dψy(d(ψ−1 ◦ ϕ)x(ei)) =

dψy

 n∑
j=1

∂(ψ−1 ◦ ϕ)j

∂xi
(x)fj

=

n∑
j=1

∂(ψ−1 ◦ ϕ)j

∂xi
dψy(fj)=

n∑
j=1

∂yj

∂xi

∂

∂yj
|p .

3.3 Espaço Bidual

Definição 9. Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita. O espaço
dual (V ∗)∗ do espaço dual de V é chamado o espaço bidual de V e denotado
V ∗∗.

O Teorema a seguir propõe uma identificação natural entre V e V ∗∗.
Tal identificação será importante depois para ententermos Tensores.

Teorema 10. A aplicação Φ : V → V ∗∗ definida por

Φ(v)(ω) = ω(v)

é um isomorfismo natural entre V e V ∗∗.

Prova: Como dimV = dimV ∗∗, para verificar que Φ é um isomorfismo
basta mostrar que ele é injetivo, isto é, que seu núcleo é o subespaço nulo.
Seja e1 ∈ V um vetor não nulo qualquer. Estenda este vetor a uma base
B = {e1, . . . , en} para V . Seja B∗ = {e1, . . . , en} a correspondente base
dual de V ∗. Então Φ(e1) 6= 0 porque

Φ(e1)(e1) = e1(e1) = δ1
1 = 1.

Como todo elemento de V é combinação linear dos elementos de B mos-
tramos que Φ(v) = 0̇, onde 0̇ é a função nula, somente se v = 0. Portanto
o núcleo tem dimensão nula e Φ é isomorfismo, pelo Teorema do Núcleo–
Imagem.

3.4 Mudança de Coordenadas em T ∗p (M)

Falamos anteriormente sobre o espaço dual de Tp(M) e sobre a base
desse dual: {dx1 |p, . . . , dxn |p} que será denotada por B∗. Vamos agora
ver como é feita a mudança de coordenadas para os elementos de B∗.
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Teorema 11. Nas condições do Teorema 8 e denotando por

B∗x = {dx1 |p, . . . , dxn |p} e B∗y = {dy1 |p, . . . , dxn |p}

as respectivas bases duais com respeito as parametrizações ϕ e ψ. Então a
matriz de mudança de coordenadas da base B∗x para a base B∗y é definida
por

dxi |p=
n∑
j=1

∂xi

∂yj
dyj |p . (1.7)

Prova: A demonstração desse Teorema utiliza-se do Teorema 8 e um re-
sultado de Álgebra Linear sobre mudança de base para vetores de um
espaço dual de um espaço vetorial V qualquer (deixamos indicado que tal
demonstração pode ser encontrada em [1] página 23, Proposição 1.8)

Comparando as expressões 1.6 e 1.7 vemos que são diferentes no mesmo
sentido que as expressões 1.4 e 1.5 diferem. Portanto podemos dizer que
os vetores de Tp(M) são vetores contravariantes e os vetores de T ∗p (M)
são vetores covariantes; e agora serão denotados com índices sobrescritos
e subscritos, respectivamente.

Importante dizer que tal diferença não é por acaso, na verdade, to-
mando um espaço vetorial qualquer V é possível mostrar que os vetores
de V são contravariantes e os vetores do dual de V (V ∗) são covariantes.
Para uma discussão mais aprofundada recomendamos [1].

3.5 Tensores

O conceito de Tensores é uma ferramenta amplamente utilizada no
estudo de Geometrias no geral, principalmente no estudo de curvatura
de Variedades de todos os tipos. Faremos uma breve exposição sobre esse
assunto. Vamos definir o conceito de tensores utilizando um espaço vetorial
V qualquer.

Definição 12. Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita e V ∗ seu
espaço dual.

• Um k-tensor covariante em V (ou tensor covariante de ordem k)
é uma função k-linear

T : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k vezes

→ R;
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• Um l-tensor contravariante em V (ou tensor contravariante de
ordem l) é uma função l-linear

T : V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l vezes

→ R;

• Um tensor do tipo (k, l) é um tensor k-covariante e l-contravari-
ante, isto é, uma função real multilinear

T : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k vezes

×V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
l vezes

→ R.

O espaço vetorial dos k -tensores covariantes sobre V será denotado
por T k(V ); o espaço vetorial dos l -tensores contravariantes sobre V será
denotado por Tl(V ) e o espaço dos (k, l) tensores sobre V será denotado
por T kl (V ).
Exemplos: Um 1-tensor covariante é simplesmente um funcional linear
sobre V . Formas bilineares são 2-tensores covariantes. Podemos fazer
algumas identificações naturais:

• 0-tensores são números reais: T 0(V ) = R;

• 1-tensores covariantes são funcionais lineares em V : T 1(V ) = V ∗;

• 1-tensores contravariantes são vetores de V : T1(V ) = V ∗∗ = V (a
última igualdade vem do Teorema 10).

Quando houver omissão de algum índice significa que tal índice omitido é
zero; por exemplo, T k0 (V ) = T k(V ) ou T 0

l (V ) = Tl(V ).

3.6 Produto Tensorial

Definição 13. Sejam T e S tensores do tipo (k, l) e (p, q), respectivamente.
Seu produto tensorial é o tensor T ⊗S do tipo (k+p, l+ q) definido por

(T ⊗ S)(v1, . . . , vk+p, ω
1, . . . , ωl+q) =

T (v1, . . . , vk, ω
1, . . . , ωl)S(vk+1, . . . , vk+p, ω

l+1, . . . , ωl+q).

Teorema 14. Se {e1, . . . , en} é uma base para o espaço vetorial V e
{e1, . . . , en} é a correspondente base dual para V ∗, então

Bkl =
{
ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl

}
1≤i1,...,ik≤n
1≤j1,...,jl≤n

.
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é uma base para o espaço tensorial T kl (V ). Além disso, qualquer tensor
T ∈ T kl (V ) se escreve na forma

T =

n∑
i1,...,ik=1
j1,...,jl=1

T j1...jli1...ik
ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl ,

onde
T j1...jli1...ik

= T (ei1 , . . . , eik , e
j1 , . . . , ejl).

Em particular, dimT kl = nk+l.

Prova: Primeiro mostraremos que Bkl gera o espaço tensorial T kl (V ). Seja
T ∈ T kl (V ) um tensor qualquer e defina

T j1...jli1...ik
= T (ei1 , . . . , eik , e

j1 , . . . , ejl).

Se v1, . . . , vk ∈ V, ω1, . . . , ωl ∈ V ∗ são vetores arbitrários, expressos em
coordenadas por

vr =

n∑
ir=1

virr eir e ωs =

n∑
js=1

ωsjse
js

para r = 1, . . . , k e s = 1, . . . , l, segue da multilinearidade que

T (v1, . . . , vk, ω
1, . . . , ωl) =

T

 n∑
i1=1

vi11 ei1 , . . . ,

n∑
ir=1

vikk eik ,

n∑
j1=1

ω1
j1e

j1 , . . . ,

n∑
jl=1

ωljle
jl

 =

n∑
i1,...,ik=1
j1,...,jl=1

vi11 · · · v
ik
k ω

1
j1 · · ·ω

l
jl
T (ei1 , . . . , eik , e

j1 , . . . , ejl) =

n∑
i1,...,ik=1
j1,...,jl=1

T j1...jli1...ik
vi11 · · · v

ik
k ω

1
j1 · · ·ω

l
jl

=

n∑
i1,...,ik=1
j1,...,jl=1

T j1...jli1...ik
ei1(v1) · · · eik(vk)ej1(ω1) · · · ejl(ωl) =

n∑
i1,...,ik=1
j1,...,jl=1

T j1...jli1...ik
ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl(v1, . . . , vk, ω

1, . . . , ωl).
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Para mostrar que Bkl é linearmente independente, suponha que exista
uma combinação linear nula

T =

n∑
i1,...,ik=1

j1,...,jl=1

T j1...jli1...ik
ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl = 0

Como

ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejl(er1 , . . . , erk , es1 , . . . , esl) =

ei1(er1) · · · eik(erk)ej1(es1) · · · ejl(esl) = δi1r1 · · · δ
ik
rk
δs1j1 · · · δ

sl
jl
,

segue que
0 = T (er1 , . . . , erk , e

s1 , . . . , esl) = T s1...slr1...rk

para todos os índices r1, . . . rk, s1, . . . sl = 1, . . . , n.

Vamos voltar, agora, nossa atenção para o espaço tensorial no caso que
V = Tp(M) que é nosso principal interesse.

Definição 15. Seja M uma variedade diferenciável. Para cada p ∈ M
definimos o espaço tensorial tangente T kl (TpM) a M em p. Seja ϕ :
U → ϕ(U) uma parametrização de uma vizinhança de um ponto p ∈ M .
A base coordenada

Bp =

{
∂

∂x1
|p, . . . ,

∂

∂xn
|p
}

do espaço tangente TpM associada à parametrização ϕ e sua respectiva
base dual

B∗p =
{
dx1 |p, . . . , dxn |p

}
dão origem à base coordenada associada à parametrização ϕ para o
espaço tensorial tangente T kl (TpM)

(Bkl )p =

{
dxi1 |p ⊗ · · · ⊗ dxik |p ⊗

∂

∂xj1
|p ⊗ · · · ⊗

∂

∂xjl
|p
}

1≤i1,...,ik≤n
1≤j1,...,jl≤n

.

3.7 Fibrados e Campos Tensoriais

Definição 16. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n com
um atlas ϕ = {ϕα : Uα →M}α∈A. O fibrado (k, l)-tensorial de M é a
variedade diferenciável de dimensão n+ nk+l

T kl M =
{

(p, T ) : p ∈M e T ∈ T kl (TpM)
}
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com um atlas
Ψ =

{
ψα : Uα × Rn

k+l

→ T kl M
}
α∈A

definido por

ψα

(
x, (T j1...jli1...ik

) i1,...ik=1,...,n
j1,...,jl=1,...,n

)
=ϕα(x),

n∑
i1,...,ik=1
j1,...,jl=1

T j1...jli1...ik
dxi1 |p ⊗ · · · ⊗ dxik |p ⊗

∂

∂xj1
|p ⊗ · · · ⊗

∂

∂xjl
|p


Algumas identificações naturais:

• T1M = TM ;

• T 1M = T ∗M .

Definição 17. Um campo tensorial é uma seção do fibrado tensorial
T kl M , isto é, o campo tensorial é uma aplicação s : M → T kl M tal que π ◦
s = Id |M . Um campo tensorial diferenciável é uma seção diferenciável
do fibrado tensorial. Notação: τkl M .

4 Métricas Riemannianas

Estamos agora em posse de tudo que precisamos para definir o que é
uma métrica riemanniana e apresentar o resultado principal desse trabalho.

Definição 18. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n. Uma
métrica riemanniana em M é um campo 2-tensorial covariante diferen-
ciável g com as seguintes propriedades:

• g é simétrico, isto é, gp(v, w) = gp(w, v) para todo v, w ∈ TpM ;

• g é positivo definido, isto é, gp(v, w) ≥ 0 para todo v ∈ TpM .

Uma variedade diferencável M com uma métrica riemanniana g dada é
chamada uma variedade riemanniana.

Cabe aqui uma explicação mais detalhada sobre o que é uma métrica
riemanniana. Temos que g é um campo 2-tensorial covariante diferenciável,
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ou seja, g é uma aplicação diferenciável definida em M com valores em
T 2M , tal que π ◦ g = Id |M ;

g : M → T 2M.

Ainda, T 2M é o fibrado tensorial:

T 2M =
{

(p, T ) : p ∈M e T ∈ T 2(TpM)
}
,

onde T 2(TpM) é o espaço tensorial tangente e é o conjunto formado por
aplicações bilineares como segue:

T : TpM × TpM → R.

De modo que uma métrica riemanniana em M nada mais é do que uma
aplicação que associa a cada ponto p ∈ M um produto interno gp = 〈·,·〉p
no espaço tangente TpM que varia diferenciavelmente com p no sentido de
que se ϕ : U → V é uma parametrização de uma vizinhança V em M e
Bp =

{
∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xn |p
}
é a base coordenada de TpM associada a esta

parametrização, para cada p ∈ V , então as funções gij : M → R

gij(p) =

〈
∂

∂xi
|p,

∂

∂xj
|p
〉
p

são diferenciáveis. De fato, escrevendo o tensor métrica em coordenadas
tendo em mente a Definição 15, temos

gp =

n∑
i,j=1

gij(p)dx
i |p ⊗dxj |p,

e as funções componentes gij do tensor métrica g são diferenciáveis para
toda parametrização ϕ se, e somente se, g é diferenciável.

Vamos ver agora o resultado principal desse trabalho; ele garante a
existência de pelo menos uma métrica riemanniana em uma variedade di-
ferenciável qualquer, isso é muito interessante, pois de modo mais correto,
uma variedade riemanniana é um par (M, g), onde M é uma variedade
diferenciável e g a métrica riemanniana, já que uma mesma variedade di-
ferenciável pode admitir diferentes métricas riemannianas.

Teorema 19. Toda variedade diferenciável possui uma métrica riemanni-
ana.
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Prova: Seja {ϕα : Uα → Vα}α um atlas para M e {fα}α uma partição da
unidade de M subordinada à cobertura {Vα}α.

Em cada Vα podemos definir uma métrica riemanniana, aquela indu-
zida pela parametrização: dado p ∈ M e vetores v, w ∈ TpM , eles se
escrevem em coordenadas com relação à base Bp =

{
∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xn |p
}

associada à parametrização ϕα por

v =

n∑
i=1

vi
∂

∂xi
|p e w =

n∑
i=1

wi
∂

∂xi
|p

e definimos o produto interno

〈v, w〉αp =

n∑
i=1

viwi.

Esta é uma métrica riemanniana na subvariedade Vα, pois gαij = δij . Para
definir uma métrica riemanniana global em M , usamos a partição da uni-
dade,

〈v, w〉p =

n∑
i=1

fα(p)〈v, w〉αp .
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Uma Aplicação do Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer

Maria Letícia Salvador1
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Resumo: Neste trabalho, apresentaremos o Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer, que garante a existência de, pelo menos, um ponto fixo para
funções contínuas definidas na bola unitária fechada do espaço euclidiano
n-dimensional e, através dele, demonstraremos o Teorema de Lefschetz
que trata de existência de solução periódica para uma equação diferencial
ordinária de segunda ordem.
Palavras-chave: Ponto Fixo; Teorema do Ponto Fixo de Brouwer; Teo-
rema de Lefschetz.

1 Preliminares

A princípio, listaremos conceitos e resultados de caráter preliminar para
a apresentação do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e de sua aplicação.

Definição 1. Define-se ponto fixo de uma função como sendo um ponto
do domínio desta função que não se altera pela sua aplicação, isto é, x ∈ A
é dito ponto fixo de uma função f : A −→ A se f(x) = x.

Denotaremos por B a bola unitária fechada em Rn, definida por:

B := {x ∈ Rn; ‖x‖ ≤ 1}

e sua fronteira é definida por:

Sn−1 := {x ∈ Rn; ‖x‖ = 1}.

Lembremos que, em Rn, a norma usual é a norma euclidiana, dada por:

‖x‖ =

(
n∑
i=1

x2
i

) 1
2

.

1Bolsista PET
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Lema 2. Seja (t0, y0) ∈ R×R e seja f uma função definida em [t0−a, t0 +
a] × [y0 − b, y0 + b] ⊂ R × R, a valores em R, contínua e lipschitziana na
segunda variável, isto é, existe uma constante real positiva L tal que

|f(t, z1)− f(t, z2)| ≤ L|z1 − z2|,

para t ∈ [t0 − a, t0 + a], e z1, z2 ∈ [y0 − b, y0 + b]. Então, existe a∗ com
0 < a∗ ≤ a tal que a equação diferencial ordinária

y′ = f(t, y) (1.1)

tem uma única solução u definida em [t0−a∗, t0 +a∗] que satisfaz u(t0) =
y0.

Lema 3. Seja f : [t0−a, t0 +a]× [y0− (b+ c), y0 +(b+ c)] −→ R contínua,
lipschitziana na segunda variável, com ‖f‖∞ ≤M , b = Ma e c > 0. Seja
u a solução de

y′ = f(t, y)

que satisfaz u(t0) = y0. Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que se f̃ : [t0 −
a, t0 + a] × [y0 − (b + c), y0 + (b + c)] −→ R é contínua, lipschitziana
na segunda variável e satisfaz ‖f̃‖∞ ≤ M e ‖f − f̃‖∞ ≤ δ, então, para
ỹ0 ∈ [y0 − (b+ c), y0 + (b+ c)], a solução ũ : [t0 − a, t0 + a] −→ R de

y′(t) = f̃(t, y),

com ũ(t0) = ỹ0, satisfaz ‖ũ− u‖∞ ≤ ε e ‖ũ′ − u′‖∞ ≤ ε.

Lembramos que ‖ · ‖∞ denota a norma da convergência uniforme:

‖ψ‖∞ = sup
x∈A
|ψ(x)|,

onde ψ é uma função real contínua definida num compacto A.

2 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e uma Aplicação

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é um resultado sobre existência
de pontos fixos. Sob certas condições, ele assegura a existência de uma
raiz para a equação f(x)− x = 0.

Uma das mais simples aplicações é a versão unidimensional deste teo-
rema.
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Teorema 1 (Existência de ponto fixo na reta (caso n = 1)). Sejam
[a, b] ⊂ R e f : [a, b] −→ [a, b] uma função contínua. Então, existe pelo
menos um ponto c ∈ [a, b] tal que f(c) = c.

Prova: Defina ϕ : [a, b] −→ [a, b] por ϕ(x) = x − f(x), para x ∈ [a, b].
Claramente, ϕ é contínua, uma vez que f e função identidade x ∈ [a, b] 7→
x ∈ [a, b] são contínuas. Mostrar que f possui um ponto fixo equivale a
mostrar que ϕ possui raiz.

Note que a imagem de f está contida intervalo [a, b], portanto a ≤
f(a) ≤ b e a ≤ f(b) ≤ b, de onde segue que ϕ(a) ≤ 0 ≤ ϕ(b). Pelo
Teorema do Valor Intermediário, existe c ∈ [a, b] tal que ϕ(c) = 0, ou seja,
f(c) = c.

A proposta deste trabalho é apresentar uma aplicação do Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer à teoria de equações diferenciais ordinárias. A
demonstração de tal teorema para o caso n-dimensional é complexa e exige
muitos pré-requisitos para o público alvo do trabalho. Por este motivo,
vamos omití-la aqui, mas informamos que a mesma pode ser consultada
em [1] pelo leitor. O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer será enunciado
a seguir.

Teorema 2 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja B a bola unitá-
ria fechada no espaço euclidiano n-dimensional Rn, com n > 1. Então,
qualquer função contínua f : B −→ B possui ao menos um ponto fixo.

Veja que o teorema se restringe a funções definidas na bola unitária
fechada B em Rn que tomam valores na mesma. Porém, é possível ge-
neralizar este resultado para funções contínuas f : BR(0) → BR(0), onde
BR(0) é a bola fechada de centro zero e raio R > 0 em Rn (BR(0) = {x ∈
Rn; ‖x‖ ≤ R}), conforme segue abaixo.

Corolário 4. Seja BR(0) a bola fechada de centro 0 e raio R em Rn, n > 1.
Se φ : BR(0) −→ BR(0) for contínua, então φ admite ao menos um ponto
fixo.

Prova: Considere B a bola unitária fechada centrada na origem em Rn,
n > 1. Defina γ : B −→ B por:

γ(x) =
1

R
φ(Rx), para x ∈ B.
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Observe que γ é contínua e, além disso,

‖γ(x)‖ =

∥∥∥∥ 1

R
φ(Rx)

∥∥∥∥ =
1

R
‖φ(Rx)‖ ≤ R

R
= 1.

Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, existe x0 ∈ B tal que

γ(x0) = x0,

ou seja,
1

R
φ(Rx0) = x0,

de onde segue que
φ(Rx0) = Rx0,

que completa a prova.

A aplicação do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer à teoria de equações
diferenciais ordinárias que exibiremos é o Teorema de Lefschetz, que trata
de existência de solução periódica para uma equação diferencial ordinária
de segunda ordem.

Teorema 3 (Teorema de Lefschetz). Sejam p, f e g funções reais contí-
nuas e com derivada primeira contínua, definidas na reta e tais que:

I - A função p é periódica e de período T;

II - f(x)
x tende para +∞ com |x|;

III - Existem constantes positivas b e B tais que, para todo x ∈ R, tem-se

|g(x)− bf(x)| ≤ B|x|.

Então, a equação diferencial

d2x

d2t
+ g′(x)

dx

dt
+ f(x) = p(t) (1.2)

tem uma solução periódica t ∈ R 7−→ x(t) ∈ R de período T.

Note que, tomando F (x) = f(x)
x e G(x) = g(x)

x a condição II equivale a:

II′ - F (x) tende para +∞ com |x|.

BICMat, Volume XII, Outubro de 2015



Uma Aplicação do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer 97

De III seque, então, que o mesmo vale para G. A condição III pode ser
substituída pela condição:

III′ - Existem constantes b e B tais que, para todo x ∈ R, tem-se

|G(x)− bF (x)| ≤ B.

É fácil verificar que a equação (1.6) é equivalente ao sistema:{
dx
dt + g(x) = y,

dy
dt + f(x) = p(t).

(1.3)

Vamos mostrar que esse sistema tem uma solução

Γ : t ∈ R −→ (x(t), y(t)) ∈ R2

periódica e de período T .

Prova: Do Lema 2 segue que, dado (t0, x0, y0) ∈ R3, existe uma única
solução de (1.7) passando pelo ponto (t0, x0, y0). Seja (t′0, t

′′
0) o intervalo

no qual esta solução está definida e a indiquemos por Γt0,x0,y0 .
Não é difícil verificar que a solução Γt0,x0,y0 está definida em [t0,+∞],

isto é, t′′0 = +∞.
Vamos mostrar que existe uma região plana limitada por uma elipse

ax2 − 2xy + by2 = ρ

tal que, para qualquer ponto (x1, y1) da elipse e para qualquer t1 ∈ R, a
solução Γt1,x1,y1 se dirige para dentro da elipse (quando t cresce).

Tomemos a > 0 com ab > 1. Então, a forma quadrática

2u(x, y) = ax2 − 2xy + by2 (1.4)

é definida positiva. Para x, y funções reais de uma variável real de classe
C1, temos

u′ =
du

dt
= ax

dx

dt
− dx

dt
y − xdy

dt
+ by

dy

dt
. (1.5)

Se t ∈ [t1, t1 + ε) 7−→ (x(t), y(t)) ∈ R2 é uma solução do sistema (1.7),
temos

u′ =
du

dt
= ax(y − g(x))− (y − g(x))y − x(p(t)− f(x)) + by(p(t)− f(x))
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ou

u′ =
du

dt
= axy − ax2G− y2 + xyG− xp+ x2F + byp− bxyF,

de onde segue que

u′ =
du

dt
= (ax− y)(y − xG) + (by − x)(p− xF ). (1.6)

Tomemos coordenadas polares r e θ no plano. Como temos

inf{x2 + y2;u(x, y) = ρ} → +∞ quando ρ→ +∞,

então o resultado seguirá se demonstrarmos que existe r0 > 0 tal que, para
r ≥ r0, temos u′ < 0.

Com efeito, substituindo x = r cos θ e y = r sen θ em (1.6), segue que

u′

r2
= (−aG+ F ) cos2 θ + [a+ (G− bF )] cos θ sen θ − sen2 θ

+
p

r
(b sen θ − cos θ),

(1.7)

|G− bF | ≤ B ⇒ |aG− abF | ≤ aB ⇒ aG− abF ≥ −aB. (1.8)

Para |x| ≥ r0, temos F > 0 e, portanto, abF > F , pois ab > 1. Daí,
aG− F > aG− abF ≥ −aB.

Para |x| ≤ r0, aG− F sendo uma função contínua é limitada e existe,
portanto, uma constante C > 0 tal que, para todo x ∈ R, tem-se

aG− F > −C. (1.9)

De (1.7), (1.8), (1.9) segue que

u′

r2
< C cos2 θ + (a+B)| cos θ|| sen θ| − sen2 θ +

p

r
(b sen θ − cos θ).

1 - Tomemos 0 ≤ α ≤ π
2 e θ tal que∣∣∣θ − π

2

∣∣∣ ≤ α ou
∣∣∣∣θ − 3π

2

∣∣∣∣ ≤ α.
E(θ) = C cos2 θ+ (a+B)| cos θ|| sen θ| − sen2 θ é uma função contínua

de θ com valor −1 se θ = π
2 + kπ e, portanto, para | cos θ| suficientemente
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pequeno, isto é, para α suficientemente pequeno, E(θ) estará arbitraria-
mente próximo de −1.

A função p, sendo contínua e periódica, é limitada, e podemos então
encontrar r1 tal que, para r ≥ r1, |(pr )(b sen θ−cos θ)| seja arbitrariamente
pequeno.

Podemos, pois, encontrar α0 e r1 tal que, para r ≥ r1 e
∣∣θ − π

2

∣∣ ≤ α0

ou
∣∣θ − 3π

2

∣∣ ≤ α0, tenhamos u′ < 0.

2 - Para todo ponto (x, y) tal que
∣∣θ − π

2

∣∣ ≥ α0 e
∣∣θ − 3π

2

∣∣
0
≥ α0, a função

ε = ε(r, θ) =
p(b sen θ − cos θ)

r cos2 θ

é limitada (se r ≥ r0 > 0), e temos

u′

r2
= −(aG− F − ε) cos2 θ + (a+G− bF ) cos θ sen θ − sen2 θ,

que, considerado como forma quadrática em sen θ e cos θ, tem discrimi-
nante ∆ = (a + G − bF )2 − 4(aG − F − ε). Como |G − bF | ≤ B, segue
que (a + G− bF )2 ≤ c1, onde c1 é uma constante conveniente. Como ε é
limitada, segue que aG−F − ε > (ab− 1)F + c2, onde c2 é uma constante
conveniente, de onde vem que ∆ < −4(ab − 1)F + c3. Como ab > 1 e
F tende para +∞ com |x|, então o segundo membro da última desigual-
dade tende para −∞ quando r cresce e, portanto, existe r1 tal que, para
r ≥ r1, tem-se ∆ < 0. Por conseguinte, a forma quadrática u′

r2 acima é
definida negativa, isto é, u′ < 0 para r ≥ r1 e θ tal que

∣∣θ − π
2

∣∣ ≥ α0 e∣∣θ − 3π
2

∣∣ ≥ α0.

3 - Tomando então r ≥ max{r0, r1} e θ qualquer, temos u′ > 0.
Escrevemos agora Γx0,y0 = Γ0,x0,y0 . Podemos considerar a aplicação

ψ : (x0, y0) ∈ R2 7−→ Γx0,y0(T ) = (x(T ), y(T )) ∈ R2.

Pelo Lema 3, essa aplicação é contínua e, pelo que foi visto anterior-
mente, ela leva a região

{(x, y);u(x, y) ≤ ρ}

do plano em si mesma quando ρ é suficientemente grande. Do Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer segue que ψ tem um ponto fixo (x0, y0) (com
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u(x0, y0) ≤ ρ e, portanto, Γx0,y0(T ) = (x0, y0). Da unicidade da solução
de (1.7) e do fato de que a função p tem período T, segue que

Γx0,y0(t+ T ) = Γx0,y0(t), t ≥ 0.

Como podemos considerar Γ−T,x0,y0 , segue que essa solução está defi-
nida para todo t ∈ R, e é considerada de período de T .

3 Considerações Finais

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é um resultado de grande rele-
vância a respeito da existência de ponto fixo, muito útil para a compreensão
da topologia dos espaços euclidianos. É também o ponto de partida para a
demonstração de outros teoremas de ponto fixo, como o teorema do ponto
fixo de Schauder e o teorema do ponto fixo de Schaefer. Neste trabalho,
através do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, conseguimos garantir a
existência de solução periódica para uma equação diferencial ordinária de
segunda ordem.
Agradecimentos: Agradeço ao PET pelo apoio financeiro, aos meus pais,
por me apoiarem, a Profa. Dra. Suzete Maria da Silva Afonso por me
orientar e me aconselhar sempre e a Deus por me abençoar.
Abstract: In this work we will present the Brouwer Fixed Point Theorem,
which guarantees the existence of at least one fixed point to continuous
functions defined on the closed unit ball in the n-dimensional Euclidean
space and, through it, we will demonstrate the Lefschetz Theorem which
deals with existence of periodic solution to an ordinary differential equation
of second order.
Keywords: Fixed Point; Brouwer Fixed Point Theorem; Lefschetz Theo-
rem.
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Resumo: Nesse trabalho iremos comparar valores monetários em distintos
períodos, considerando os reflexos causados pela inflação em cada um des-
ses valores, levando em conta, por exemplo, o poder aquisitivo da moeda.
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1 Introdução

Esse trabalho é baseado em um estudo sobre Matemática Financeira
e apresentará algumas aplicações a partir de conceitos tais como juros
compostos, índices de preços, inflação e valores monetários.

Aqui desejamos exibir, por meio de exemplos, como a inflação é capaz
de desvalorizar a moeda e diminuir seu poder de compra com o passar do
tempo.

Dessa maneira podemos perceber a importância da Matemática na Ma-
temática Financeira como ferramenta para tomada de decisões em inves-
timentos, financiamentos e arrecadações.

2 Situação–Problema

O problema que norteará o desenvolvimento desse trabalho consiste
nas informações e questionamentos a seguir:

Sabendo-se que um aluno de graduação passou a receber, a partir de
janeiro de 2013 uma bolsa mensal no valor de R$400,00 e permaneceu
recebendo tal quantia até março de 2015, desejamos saber - considerando
os efeitos inflacionários e os índices de preços nesse período - qual seria o
poder de compra do valor de sua bolsa no início de segundo trimestre de
2015 e, consequentemente, calcular qual o reajuste ideal a ser aplicado na
quantia mensal que seria recebida para que o aluno pudesse adquirir as
mesmas coisas que adquiria com R$400,00 no primeiro trimestre de 2013.

1Programa de Educação Tutorial–PET
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3 Conceitos Prévios

3.1 Juros

De acordo com [1], receber uma quantia hoje é diferente de que recebê-
la no futuro, pois uma unidade monetária hoje é preferível à mesma dis-
ponível amanhã, visto que com o passar do tempo sofrerá dos efeitos in-
flacionários. Postergar um recebimento por um certo tempo envolve certo
sacrifício, o qual deve ser recompensado com o pagamento de uma quantia
extra – chamada de juros.

Assim, são os juros que induzem o adiamento do consumo, formando
então poupanças e investimentos na economia.

Existem dois tipos de regime de capitalização (juros): simples e com-
posto, que estão definidos e sua utilização exemplificada a seguir.

Definição 1. O regime de capitalização simples se comporta como uma
progressão aritmética, pois cresce de forma linear com o passar do tempo.
O valor dos juros é calculado pela expressão:

J = C × i× n, (1.1)

em que J é valor dos juros expresso em unidades monetárias; C o capital
(valor em dinheiro em determinado momento); i a taxa de juros (em forma
unitária) e n o prazo.

Exemplo 2. Em um empréstimo de $1000,00 com duração de 5 anos e
juros de 10% a.a. (ao ano) temos:

Início Ano 1 $000,00 $1000,00
Fim Ano 1 0,10 × 1000,00 = $100,00 $1100,00
Fim Ano 2 0,10 × 1000,00 = $100,00 $1200,00
Fim Ano 3 0,10 × 1000,00 = $100,00 $1300,00
Fim Ano 4 0,10 × 1000,00 = $100,00 $1400,00
Fim Ano 5 0,10 × 1000,00 = $100,00 $1500,00

Note que

a) os juros não tem seu valor alterado, pois são calculados sobre o valor
inicial;

b) ainda seria possível calcular da seguinte maneira: 5 anos × 10% ao
ano = 50% em 5 anos e, se fosse o caso de calcular mensalmente, bas-

taria dividir a taxa anual por 12 meses:
10% a.a.
12 meses

= 0,8333% a.m.,
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em que a.m. indica que a taxa é calculada mensalmente, ou seja, ao
mês.

Definição 3. O regime de capitalização composta é como uma progressão
geométrica, cresce de forma não linear, os juros referentes a um momento
n incidem sobre o capital inicial e os juros do momento n− 1.

FV = PV (1 + i)n e PV =
FV

(1 + i)n
,

em que PV é valor presente – no caso, o capital inicial – e FV o valor
futuro—o capital depois da incidência dos juros—, (1 + i)n é o fator de

capitalização a juros compostos e
1

(1 + i)n
o fator de atualização a juros

compostos.
Sabemos ainda que o valor dos juros (J) é dado por J = FV − PV .

Como FV = PV (1 + i)n temos

J = PV ((1 + i)n − 1). (1.2)

Exemplo 4. Em um empréstimo de $1000,00 com duração de 5 anos e
juros de 10% ao ano temos;

Início Ano 1 $000,00 $1000,00
Fim Ano 1 0,10 × 1000,00 = $100,00 $1100,00
Fim Ano 2 0,10 × 1100,00 = $110,00 $1210,00
Fim Ano 3 0,10 × 1210,00 = $121,00 $1331,00
Fim Ano 4 0,10 × 1331,00 = $133,10 $1464,10
Fim Ano 5 0,10 × 1464,10 = $146,41 $1610,51

Observe que

a) os juros tem seu valor alterado, pois são calculados sobre o valor
inicial e os juros de períodos anteriores;

b) o crescimento dos juros evolui exponencialmente com o tempo. Neste
caso calcula-se juros sobre juros.

O uso de juros simples restringe-se principalmente às operações prati-
cadas a curto prazo.

Muitas taxas praticadas no mercado financeiro estão referenciadas em
juros simples, porém a formação dos montantes das operações processa-se
exponencialmente (juros compostos). Um exemplo disso é a Caderneta de
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Figura 1.1: Comportamento dos regimes de capitalização simples e com-
posto

Poupança, que paga uma taxa de juros de aproximadamente 6% a.a. (taxa
linear), creditando mensalmente 0,5% segundo critérios dos juros compos-
tos (ao longo dos meses tem-se juros sobre juros). Outras situações em
que se utilizam juros compostos são o estudo do crescimento demográfico
e comportamento dos índices de preços da economia, por exemplo.

Observação 5. Os juros devem remunerar o risco das operações, a perda
do poder de compra do capital – de acordo com a inflação (fenômeno que
corrói o capital, diminuindo seu poder de compra) – e gerar lucro, ou seja,
o valor final deve superar o capital inicialmente aplicado.

Observação 6. Em operações de curto prazo é comum ter o mesmo defi-
nido em número de dias, que pode ser calculado de duas maneiras:

a) tempo exato: utiliza-se o calendário civil (365 dias). O juro calculado
dessa maneira chama-se juro exato;

b) ano comercial : admite-se que cada mês tem 30 dias e o ano 360 dias.
O juro calculado dessa forma é chamado juro comercial ou ordinário.

Por exemplo, 12% ao ano equivale à taxa diária de:

a) Juro Exato:
12%

365
= 0, 032877%.

b) Juro Comercial :
12%

360
= 0, 033333%.

Note que o Juro Comercial diário é pouco superior ao exato.
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3.2 Inflação e Índices de Preços

Definição 7. O processo inflacionário ou inflação de uma economia pode
ser entendido pela elevação generalizada dos preços dos vários bens e ser-
viços. Do mesmo modo, uma baixa dos preços de mercado dos bens e
serviços é um fenômeno denominado deflação.

Definição 8. Índices de preços são números que agregam e representam
os preços de determinados produtos. Sua variação mede a variação média
dos preços desses produtos. Podem se referir, por exemplo, a preços ao
consumidor, ao produtor, custos de produção ou preços de exportação e
importação.

Os índices de preços resultam de um procedimento estatístico que pos-
sibilita medir as variações ocorridas nos níveis gerais de preços de um
período para o outro.

3.3 Exemplos de índices de preços

IGP-M : índice geral de preços do mercado, registra a inflação de preços
desde matérias-primas agrícolas e industriais até bens e serviços finais. É
calculado mensalmente pela Fundação Getúlio Vargas (FGV).

IPCA: Índice de Preços ao Consumidor Amplo, medido mensalmente
pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística (IBGE) para oferecer a
variação dos preços no comércio ao público final. É considerado o índice
oficial de inflação do país.

A inflação está diretamente ligada às variações dos índices de preços e,
para visualizar isso, usaremos o exemplo a seguir:

Exemplo 9. Considere a evolução simbólica abaixo segundo [2], do índice
geral de preços do mercado (IGP-M) entre os meses de maio a dezembro
de determinado ano:

A taxa de inflação do segundo semestre, medida pelo IGP-M, é reflexo
da evolução do índice entre os meses de junho e dezembro. Dessa forma,
a inflação desse período é dada por:

1.343, 29

1.327, 39
− 1 = 0, 011978 = 1, 1978%.

Portanto, os preços nesse período cresceram aproximadamente 1,2%.
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MÊS IGP-M
Maio 1.337,29
Junho 1.327,39
Julho 1.319,30
Agosto 1.315,73

Setembro 1.318,37
Outubro 1.322,06
Novembro 1.335,01
Dezembro 1.343,29

Dessa maneira, a taxa inflacionária pode ser medida a partir de índices
de preços, pela expressão:

I =
Pn
Pn−t

− 1, (1.3)

onde I é taxa de inflação obtida a partir de determinado índice de preços;
P o índice de preços utilizado para o cálculo da taxa de inflação; n a data
de determinação da taxa de inflação e n−t o período anterior considerado.

Exercício 10. Um investidor aplicou R$100 mil e obteve, ao final de um
ano, rendimentos de juros de R$12 mil. Suponha que no período da apli-
cação, a inflação da economia atingiu 5,6% e desenvolva uma análise do
resultado obtido pelo investidor.

• o investidor apurou os seguintes resultados:

Rendimento nominal R$12.000,00
Inflação no período R$5.600,00
Ganho do investidor acima da inflação R$6.400,00

• valor da aplicação corrigido para o final do ano:

Capital corrigido R$100.000,00 × 1,056 = R$105.600,00

a taxa de retorno nominal do investidor é medida pela relação entre o
ganho nominal e o valor histórico do capital investido, ou seja,

12.000, 00

100.000, 00
= 12%,
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o ganho real é obtido após depurar-se os efeitos inflacionários do investi-
mento, sendo calculado pela relação entre o rendimento real e o capital
investido corrigido pela inflação:

6.400, 00

105.600, 00
= 6, 06%.

3.4 Valores monetários

Ao comparar valores monetários de distintos períodos em condições de
inflação, encontramos um problema visto que tais valores tem diferentes
níveis de poder aquisitivo da moeda.

Para exemplificar esse fato, suponhamos que uma pessoa tenha adqui-
rido um imóvel por R$60 mil em certa data, e o vendido dois anos depois,
por R$80 mil. Sabendo-se que neste período a inflação atingiu 40%, qual-
quer avaliação superficial que leve em conta apenas o resultado auferido
nesse negócio (lucro de R$20 mil) será precipitada, principalmente ao se
considerar que os preços tiveram uma elevação média de 40%. Assim, o
ganho terá sido nominal, determinado pela diferença nos preços e não por
uma valorização real do imóvel que supere a inflação.

Observe que para não haver prejuízo, o imóvel deveria ter sido vendido
por um preço 40% maior em comparação com o seu valor de compra há
dois anos, o que significa R$84 mil (R$60 mil × 1,4). Portanto, somente a
partir de R$84 mil reais é que realmente haveria lucro na transação. Dessa
forma, a venda do imóvel por $80 mil indica um prejuízo de $4 mil.

Assim, é preciso distinguir o ganho nominal equivalente a R$20 mil (ou
33,33% de rentabilidade) da venda do imóvel, daquele que é o resultado
real calculado de acordo com a inflação.

Os ajustes para se conhecer a evolução real de valores monetários em
inflação são processados por meio de indexações (inflacionamento) e de-
sindexações (deflacionamento) dos valores nominais, processados a partir
dos índices de preços.

A indexação é baseada na correção dos valores nominais de uma data
em moeda representativa de mesmo poder de compra em um momento
posterior, enquanto a desindexação envolve transformações de valores no-
minais em moeda representativa de mesmo poder de compra em um mo-
mento anterior.

No exemplo acima, observamos um ganho nominal de 33,33%, ou seja,
o imóvel foi vendido por 1,3333 vezes o seu valor de compra, mas essa
relação compara valores de diferentes datas com capacidade de compra
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desiguais. Para conhecer o resultado real da operação, é preciso expressar
os valores monetários em moeda representativa de poder de compra de um
mesmo instante.

Ao indexar os valores para a data da venda, com inflação de 40% no
período, tem-se uma relação entre o preço de venda na data da venda e o
preço de compra corrigido para a data da venda:

80.000, 00

60.000, 00× 1, 40
− 1 = −4, 76%,

o que representa uma evolução real negativa de 4,76%.
Note que essa taxa real de -4,76% é obtida pelo regime de juros compos-

tos e não pelo critério linear. Fato esse condizente com o comportamento
exponencial da formação da taxa inflacionária. Portanto, é incorreto sub-
trair da taxa nominal encontrada de 33,33% o percentual específico da
inflação de 40%.

Por outro lado, ao desindexar os valores, colocando-os em moeda da
data de compra do imóvel obtemos, a partir da relação entre o preço de
venda deflacionado para a data da compra e o preço de compra na data
da compra,

80.000, 00

1, 40

60.000, 00
− 1 = −4, 76%.

Tanto pelo processo de inflacionamento quanto pelo de deflaciona-
mento, apura-se para o negócio um prejuízo real de 4,76%.

Comportamento exponencial da taxa de inflação

A inflação tem comportamento exponencial, com aumento de preço
sobre um valor que já incorpora acréscimos apurados m períodos anteriores,
assemelhando-se ao regime de juros compostos. Por exemplo, sendo de
2,8%, 1,4% e 3,0%, respectivamente, as taxas de inflação nos três primeiros
meses de um ano, uma aplicação de R$12 mil no início do ano, se corrigida
pela inflação, apresentaria o seguinte desenvolvimento:

Mês Correção Valor corrigido
Primeiro mês R$12.000,00 × 1,028 R$12.336,00
Segundo mês R$12.336,00 × 1,014 R$12.508,70
Terceiro mês R$12.508,70 × 1,030 R$12.883,96
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O incremento do valor da aplicação no período é de 7,37%:

12.883, 96

12.000, 00
− 1 = 7, 37%,

o que equivale ao produto das taxas mensais da inflação, ou seja, a inflação
naquele trimestre foi de

[(1, 028)× (1, 014)× (1, 030)]− 1 = 7, 37%.

Como já sabemos temos dois tipos de prazos: (1) aquele a que se refere
a taxa de juros e (2) o prazo de ocorrência dos juros. Admitamos um
empréstimo bancário com taxa de 24% a.a. (o prazo a que se refere a taxa
de juros é portanto anual). Ao se estabelecer que os encargos incidirão
sobre o principal somente ao final de cada ano estamos identificando a
periodicidade da ocorrência dos juros, assim os dois prazos considerados
são coincidentes, mas em outros casos os prazos não são coincidentes. Por
exemplo, a Caderneta de Poupança, que paga uma taxa de juros de 6% ao
ano, que é capitalizada mensalmente em 0,5%. Temos então dois prazos:
o prazo da taxa (ano) e o prazo de capitalização (mês).

No regime de juros simples, diante de sua natureza linear, a trans-
formação de períodos distintos em coincidentes é processada pela taxa
proporcional de juros também denominada taxa linear ou nominal. Essa
taxa é obtida a partir da divisão entre a taxa de juros da operação e o
número de vezes em que ocorrerão os juros. Dessa maneira, as taxas de
juros simples se dizem equivalentes quando, aplicadas a um mesmo capital
e pelo mesmo intervalo de tempo, produzem o mesmo volume linear de
juros. Por exemplo, um capital de $500 mil se aplicado a 2,5% ao mês ou
15% ao semestre pelo prazo de um ano, produz o mesmo montante linear
de juros:

J(2, 5% a.m.) = 500.000, 00× 0, 025× 12 = 150.000, 00.

J(15% a.s.) = 500.000, 00× 0, 15× 2 = 150.000, 00.

O conceito de taxas equivalentes em juros simples permanece válido
para o regime de juros compostos diferenciando-se, no entanto, a fórmula
de cálculo da taxa de juros:

iq = q
√

1 + i− 1,

em que q indica a quantidade de períodos de capitalização.
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Portanto, a taxa equivalente mensal de inflação no período anterior-
mente citado, assim como no regime de juros compostos, é apurada da
seguinte maneira:

Iq = 3
√

1, 0737− 1 = 2, 4%.

Assim, são válidos para o contexto inflacionário os mesmos conceitos e
expressões de cálculos enunciados para juros compostos.

Taxa de desvalorização da moeda

A taxa de desvalorização da moeda (TDM) mede a queda no poder de
compra da moeda, causada por aumentos de preços. Assim, por exemplo,
dada uma inflação de 100% em determinado período - dobrando assim os
preços, a capacidade de compra das pessoas é reduzida em 50%, caindo
pela metade.

A TDM pode ser obtida a partir da fórmula:

TDM =
I

1 + I
, (1.4)

em que I é a taxa de inflação registrada no período.
Logo, se a taxa de inflação alcançar 8%, a queda na capacidade de

compra registrará 7,4%:

TDM =
0, 08

1 + 0, 08
= 7, 4%.

Assim, quanto maior a inflação, maior será a taxa de desvalorização
da moeda, o que define a diminuição do poder de compra. Para que esse
último se mantenha inalterado, a renda das pessoas deve ser corrigida em
valores correspondentes à inflação do período.

Se tal correção superar o valor da inflação, haverá um ganho real e
aumento do poder de compra.

O cálculo da perda do poder de compra do dinheiro nas operações de
venda a prazo é uma das aplicações da TDM . Já vimos que o dinheiro tem
valores diferentes no tempo, justificados pelas taxas de juros e inflação. Se
focarmos os olhos apenas na inflação, postergar um recebimento produz
uma perda inflacionária determinada pela redução do poder de compra.

Como exemplo admitiremos que uma empresa tenha vendido $100 mil
para recebimento em um prazo de 120 dias. Sendo de 10% a taxa de
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inflação do período, a taxa de perda inflacionária assumida pela empresa
na operação atinge a TDM de 9,09%:

TDM =
I

1 + I
=

0, 1

1, 1
= 9, 09%.

O poder efetivo de compra do dinheiro ao final do prazo foi reduzido
para 90,91% de seu valor, originando uma perda inflacionária de $9.090,90.

Dessa maneira, a desvalorização de 9,09% apresentada no exemplo,
pode ser interpretada como o desconto máximo que a empresa poderia
conceder para pagamento imediato, de forma a tornar equivalente a venda
à vista ou a prazo.

4 Desenvolvendo o Problema

Explicitadas as ferramentas necessárias para a problematização vamos
a ela.

A primeira informação que precisamos levar em conta é o período com-
preendido entre a data inicial (primeiro trimestre de 2013) e a data final
(primeiro trimestre de 2015). Feito isso, é necessário observar qual é o
fator acumulado do índice de referência - em nosso caso o IGP-M - no
período. É possível consultar o valor desse fator no site [3], que oferece
um simulador de correção dos índices de acordo com o período e o índice
de referência.

Consultamos então o índice indicado para nosso problema e obtemos
os seguintes dados:

Índice de correção no período: 1,1161592.
Valor percentual correspondente: 11,6159200%.

Para determinar qual seria o poder de compra do valor de sua bolsa
no início de segundo trimestre de 2015, utilizaremos a expressão (1.4),
considerando 11,61592% como a TDM:

TDM =
0, 1161592

1 + 0, 1161592
= 10, 41%.

Assim, a queda no poder de compra registrada nesse período foi equi-
valente a 10,41%.

Podemos concluir então que quanto maior a inflação, maior será a taxa
de desvalorização da moeda, o que define a diminuição do poder de compra.
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Para que esse último se mantenha inalterado, a renda das pessoas deve ser
corrigida em valores correspondentes à inflação do período.

Se tal correção superar o valor da inflação, haverá um ganho real e
aumento do poder de compra.

Nosso outro objetivo era determinar qual seria o reajuste ideal a ser
aplicado para que o aluno pudesse adquirir as mesmas coisas que adquiria
com R$400,00 no primeiro trimestre de 2013, ou seja, para recuperar o
poder de compra da sua bolsa, devemos proceder da seguinte maneira:

400, 00× 1, 1161592 = 446, 46.

Portanto, deveria haver um reajuste de 11,61592% que é equivalente a
R$46,46.

5 Considerações Finais

Cumpridas as etapas anteriores desse trabalho podemos destacar a im-
portância de se estudar e compreender os conceitos envolvidos no contexto
inflacionário, visto que as alterações econômicas provocadas pelo sistema
financeiro afetam diretamente nossas vidas quando aumentam ou dimi-
nuem nosso poder de compra. Consequentemente, para que não sejamos
prejudicados ou até mesmo iludidos com o sistema econômico ao qual esta-
mos submetidos, é fundamental conhecer algumas das informações contidas
nessa pesquisa. Outro ponto que pode ser destacado aqui é a compreen-
são dos significados de reajustes salariais que recebemos ou deveríamos
receber, sendo possível até mesmo adentrar em questões como lutas sin-
dicalistas ou cortes orçamentários aos quais todos os cidadãos e classes
trabalhadoras estão submetidos.
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Abstract: In this work we will compare currency values in different periods,
considering the consequences caused by inflation in each of these values,
taking into account, for example, the purchasing power of money.

Keywords: Financial Math; Inflation; Currency Values.
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Resumo: O Teorema de Schauder é uma generalização do Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer. Enquanto o Teorema de Brouwer se aplica a
espaços euclidianos, o Teorema de Schauder vale em espaços normados
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e aplicá-lo-emos para investigar a existência de solução para a equação
integral de Urysohn.
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1 Preliminares

Inicialmente, listaremos alguns conceitos e resultados auxiliares para
a apresentação do Teorema de Schauder e da aplicação deste à equação
integral de Urysohn. Embora nos preocupemos com a exposição de prelimi-
nares a abordagem do Teorema de Schauder, informamos que assumimos
que o leitor tenha familiaridade com os conceitos de espaço topológico,
espaço métrico, sequência, fecho de um conjunto, função contínua, função
limitada, diâmetro de um conjunto, conjuntos fechado, limitado, aberto e
completo.

Definição 1. Uma cobertura (aberta) de um subconjunto A de um espaço
métrico (E, d) é uma família (Oi)i∈I de conjuntos (abertos) cuja reunião
contém A.

Definição 2. Dizemos que um espaço métrico (E, d) é compacto se ele
satisfaz a seguinte condição:

(C) toda cobertura aberta de E admite uma subcobertura finita, isto é,
dada uma família de conjuntos abertos (Oi)i∈I tal que E ⊂

⋃
i∈I

Oi,

existe um subconjunto finito {i1, . . . , in} ⊂ I tal que E ⊂ Oi1 ∪Oi2 ∪
· · · ∪Oin .
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116 Teorema de Schauder e uma Aplicação

Teorema 1. Um subconjunto de Rn (n ≥ 1) é compacto se, e somente se,
é fechado e limitado.

Definição 3. Um espaço métrico é sequencialmente compacto se toda
sequência de pontos de E tem uma subsequência convergente.

Definição 4. Dizemos que um subconjunto X de um espaço métrico (E, d)
é totalmente limitado se, para todo ε > 0, existe uma cobertura finita de
E formada por conjuntos de diâmetro menor do que ou igual a ε. Isso
equivale a dizer que, para todo ε > 0, existem pontos x1, . . . , xm tais que
todo ponto x ∈ X satisfaz d(x, xj) ≤ ε para algum j ∈ {1, . . . ,m}.

Teorema 2. Seja (E, d) um espaço métrico. As seguintes propriedades são
equivalentes:

A) E é compacto;

B) E é sequencialmente compacto;

C) E é completo e totalmente limitado.

Definição 5. Seja (E, τ) um espaço topológico e seja (F, d) um espaço mé-
trico. Dizemos que um conjunto ξ de aplicações de E em F é equicontínuo
no ponto x0 ∈ E se, dado ε > 0, existe uma vizinhaça Vx0 de x0 em E tal
que

x ∈ Vx0
⇒ d(f(x), f(y)) < ε, para toda f ∈ ξ.

É claro que, se o conjunto ξ é equicontínuo no ponto x0, então todas as
funções f ∈ ξ são contínuas no ponto x0. Dizemos que ξ é equicontínuo se
ξ é equicontínuo em todo ponto x ∈ E; neste caso, os elementos de ξ são
funções contínuas.

Teorema 3 (Teorema de Ascoli). Sejam (E, d1) um espaço métrico com-
pacto, (F, d2) um espaço métrico completo e C(E,F ) o espaço das fun-
ções contínuas de E em F munido da métrica da convergência uniforme:
d∞(f, g) = sup

x∈E
d2(f(x), g(x)).

Um subconjunto H de C(E,F ) é relativamente compacto se, e somente
se, ele cumpre as condições:

(A1) H é equicontínuo;
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Teorema de Schauder e uma Aplicação 117

(A2) Para todo x ∈ E, o fecho do conjunto

H(x) = {f(x); f ∈ H}

é compacto.

Lema 6. Sobre um espaço vetorial E de dimensão finita, todas as normas
são equivalentes.

Lema 7. Se K é um subconjunto convexo compacto de Rn, então toda
aplicação contínua de K em K tem um ponto fixo.

Lema 8. Seja f uma aplicação contínua de um espaço métrico (E, d) num
espaço métrico (E′, d′) e seja K um subconjunto compacto de E. Então,
dado ε > 0, existe δ > 0 tal que, para quaisquer x, y ∈ E com d(x, y) <
δ, dist (x,K) < δ, dist (y,K) < δ, tem-se d′(f(x), f(y)) < ε.

2 Teorema de Schauder

Vamos agora enunciar o Teorema de Schauder e constatar que ele é um
caso particular de outro teorema que será demonstrado.

Teorema 4 (Teorema de Schauder). Seja (E, ‖.‖) um espaço normado e
seja K um subconjunto compacto e convexo de E. Então, qualquer aplica-
ção contínua T : K −→ K tem um ponto fixo.

O Teorema 4 é um caso particular do seguinte resultado:

Teorema 5. Seja S um subconjunto convexo de um espaço normado
(E, ‖·‖) e seja T : S −→ S uma aplicação contínua tal que T (S) ⊂ K ⊂ S,
onde K é compacto; então T tem um ponto fixo.

Prova: A prova será dividida em três partes.
Parte 1: Vamos demonstrar que, dado ε > 0, existem um subconjunto

compacto convexo Kε de S contido num subespaço vetorial de dimensão
finita e uma aplicação contínua Pε : K −→ Kε tal que, para todo x ∈ K,
tem-se ‖x − Pεx‖ < ε. De fato: Segue da Propriedade C) do Teorema 2
que, dado ε > 0, existem pontos x1, . . . , xm ∈ K tais que todo x ∈ K dista
de algum deles menos de ε, uma vez que K é compacto. Para j = 1, . . . ,m,
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118 Teorema de Schauder e uma Aplicação

definimos a função contínua gj : K −→ R por

gj(x) =

{
ε− ‖x− xj‖, se ‖x− xj‖ 6 ε,

0, se ‖x− xj‖ > ε.

Temos
m∑
j=1

gj(x) > 0, para todo x ∈ K e, definindo

hj(x) =
gj(x)
m∑
k=1

gk(x)
, j = 1, . . . ,m,

temos hj(x) > 0,
m∑
j=1

hj(x) = 1, para todo x ∈ K, e hj(x) = 0, se ‖x −

xj‖ > ε.
Denotamos por Kε o conjunto convexo{

λ1x1 + · · ·+ λmxm; λj > 0,
m∑
j=1

λj = 1
}
.

Kε é a envoltória convexa dos pontos x1, . . . , xm e está, pois, contida
num subespaço de dimensão finita de E e em S. Do Teorema 1 e do Lema 6
segue que Kε é compacto.

Definamos Pε : K −→ Kε por Pε(x) =
m∑
j=1

hj(x)xj , para x ∈ K. Pε é

contínua, pois hj é contínua em K, para todo j ∈ {1, . . . ,m}, e

x− Pε(x) =
m∑
j=1

hj(x)(x− xj), x ∈ K,

onde, no segundo membro, só as parcelas para as quais ‖x − xj‖ < ε são
não-nulas. Portanto,

‖x− Pε(x)‖ 6
m∑
j=1

hj(x)‖x− xj‖ < ε, para todo x ∈ K.

Parte 2: Para todo ε > 0, existe xε ∈ S tal que ‖xε − Txε‖ < ε. Com
efeito, com a notação utilizada na Parte 1, consideremos a aplicação

Pε ◦ T : x ∈ S 7−→ Pε(Tx) ∈ Kε ⊂ S.
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Teorema de Schauder e uma Aplicação 119

Para a restrição de Pε◦T aKε vale o Lema 7 e, portanto, existe xε ∈ Kε

tal que Pε(Txε) = xε. Pela Parte 1, considerando x = Txε, temos então
‖Pε(Txε)− Txε‖ < ε, ou seja, ‖xε − Txε‖ < ε.

Parte 3: Da Parte 2, segue que, para todo n ∈ N, existe xn ∈ S tal que

‖xn − Txn‖ <
1

n
. (1.1)

Temos Txn ∈ K e, sendo K compacto, a sequência (Txn)n∈N contém
uma subsequência, a qual denotaremos por (Txn)n∈N por simplicidade de
notação, que converge para um ponto x ∈ K ⊂ S. Da relação (1.1) segue
que xn −→ x e, da continuidade de T , segue que Txn −→ Tx, que, com a
relação (1.1), nos fornece Tx = x.

3 Uma aplicação do Teorema de Schauder

Agora, aplicaremos o Teorema de Schauder para provar a existência de
pelo menos uma solução para a equação integral de Urysohn. Antes disso,
demonstraremos um resultado que será necessário para tal prova.

Informamos que C([a, b],R) denota o espaço vetorial das funções con-
tínuas de [a, b] em R munido da norma uniforme: ‖f‖∞ = sup

t∈[a,b]

|f(t)|,

f ∈ C([a, b],R).

Lema 9. Dada uma função contínua K : [a, b]× [a, b]× R −→ R, seja

(kx)(t) =

∫ t

a

K[t, s, x(s)]ds, t ∈ [a, b],

para x ∈ C([a, b],R). Então,

I) kx ∈ C([a, b],R) e a aplicação x ∈ C([a, b],R) 7−→ kx ∈ C([a, b],R)
é contínua.

II) k é compacto, isto é, para qualquer r > 0, o fecho do conjunto k(Br)
é compacto em C([a, b],R), onde

Br = {x ∈ C([a, b],R); ‖x‖∞ 6 r}.

Prova: I) Vamos primeiramente mostrar que kx ∈ C([a, b],R) para x ∈
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120 Teorema de Schauder e uma Aplicação

C([a, b],R). Com efeito, dados t, t0 ∈ [a, b], temos

|(kx)(t)− (kx)(t0)| ≤
∫ t

a

|K[t, s, x(s)]−K[t0, s, s(s)]|ds

+

∫ t

t0

|K[t0, s, x(s)]|ds.

ComoK é uniformemente contínua sobre o compacto [a, b]×[a, b]×x([a, b]),
a primeira integral se torna arbitrariamente pequena com |t−t0|, e o mesmo
vale para a segunda, pois K é limitada sobre o compacto {t0} × [a, b] ×
x([a, b]).

Agora, verificaremos que a aplicação (não-linear) x ∈ C([a, b],R) 7−→
kx ∈ C([a, b],R) é contínua. De fato, dados x, x0 ∈ C([a, b],R), para todo
t ∈ [a, b], temos

|(kx)(t)− (kx0)(t)| =
∣∣∣∣∫ t

a

{K[t, s, x(s)]−K[t, s, x0(s)]}ds
∣∣∣∣

e, como K é contínua e [a, b]× [a, b]×x0([a, b]) é compacto, segue do Lema
8 que, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que, para

‖x− x0‖ = sup
a6s6b

|x(s)− x0(s)| < δ,

tem-se

| K(t, s, x(s))−K(t, s, x0(s)) |< ε

b− a
, ∀s, t ∈ [a, b],

e, portanto, ‖kx− kx0‖ < (b− a)
ε

b− a
= ε.

II) Para demonstrar que k é compacto, basta mostrar que k(Br) satisfaz
as propriedades (A1) e (A2) do Teorema 3.

(A1) k(Br) é equicontínuo: De fato, K é uniformemente contínua e
limitada em [a, b] × [a, b] × Dr, onde Dr = {z ∈ R; ‖z‖ 6 r}, r > 0.
Portanto, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que, para |t1 − t2| < δ, |s1 − s2| < δ
e |z1 − z2| < δ, com z1, z2 ∈ Dr, temos |K(t1, s1, z1) −K(t2, s2, z2)| < ε.
Assim, para |t− t0| < δ e x ∈ Br, temos

|(kx)(t)− (kx)(t0)| ≤
∫ t

a

|K[t, s, x(s)]−K[t0, s, x(s)]| ds

+

∣∣∣∣∫ t

t0

K[t0, s, x(s)]ds

∣∣∣∣
≤ (b− a)ε+ |t− t0|M,
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Teorema de Schauder e uma Aplicação 121

onde
M = sup{|K(t, s, z)|; s, t ∈ [a, b], z ∈ Dr}.

(A2) Para todo t0 ∈ [a, b], o conjunto

(kBr)(t0) =

{∫ t0

a

K[t0, s, x(s)]ds ∈ R;x ∈ Br
}

é limitado em R, pois K é limitada em [a, b]× [a, b]×Dr. Portanto, o fecho
do conjunto (kBr)(t0) é compacto, pelo Teorema 1.

No que segue, usamos a seguinte notação: dada uma função contínua
K : [a, b]× [a, b]× R −→ R e dado r > 0, escrevemos

‖K‖r = sup{|K(t, s, z); s, t ∈ [a, b], z ∈ R, |z| ≤ r}.

Teorema 6. Seja K : [a, b]× [a, b]× R −→ R uma função contínua. Para
toda f ∈ C([a, b],R), existe λf ∈]0,∞] tal que, para qualquer λ ∈ R com
|λ| < λf , existe pelo menos uma função y ∈ C([a, b],R) solução da equação
integral de Urysohn:

y(t) = f(t) + λ

∫ b

a

K[t, s, y(s)]ds, a 6 t 6 b. (1.2)

Prova: Para quaisquer x ∈ E = C([a, b],R) e t ∈ [a, b], definimos

(kx)(t) =

∫ b

a

K[t, s, x(s)]ds.

No Lema 9, vimos que kx ∈ E, k é um operador contínuo de E em E
e k é compacto. Portanto, para toda f ∈ E e para todo λ ∈ R, também é
compacto o operador

T = Tf,λ : x ∈ E 7−→ Tx = f + λKx ∈ E.

Dado r > 0, seja Br = {x ∈ E; ‖x‖ 6 r}. Tomando r > ‖f‖∞, para

| λ |6 r − ‖f‖∞
(b− a)‖K‖r

,

temos T (Br) ⊂ Br. De fato, dados x ∈ Br e t ∈ [a, b]:

|(Tx)(t)| =

∣∣∣∣∣f(t) + λ

∫ b

a

K[t, s, x(s)]ds

∣∣∣∣∣
≤ |f(t)|+ |λ|(b− a)‖K‖r

≤ ‖f‖∞ +
r − ‖f‖∞

(b− a)‖K‖r
(b− a)‖K‖r

= r.
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122 Teorema de Schauder e uma Aplicação

Do Teorema 4 segue, então, que Tf,λ tem um ponto fixo y ∈ Br, isto é,
que a Equação (1.2) tem uma solução y ∈ Br.

Mais geralmente, podemos tomar λ ∈ R com

|λ| < λf = sup
r>0

r − ‖f‖∞
(b− a)‖K‖r

.

4 Considerações Finais

O Teorema de Schauder é um resultado sobre existência de pontos fi-
xos. Tem grande utilidade na teoria de equações diferenciais, pois, através
dele, podemos garantir existência de solução para certas classes de equa-
ções. No Teorema 3, vimos que a equação integral de Urysohn tem pelo
menos uma solução. A mesma conclusão pode ser obtida para a equação
integral de Hammerstein (veja a referência 1, página 171) e para a equação
integral de Volterra (veja a referência 1, página 172).
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Teorema de Hahn–Banach e aplicações

Raul Felipe de Oliveira Francisco1
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Resumo: Neste trabalho será apresentada a Forma Analítica do Teorema
de Hahn–Banach. Este resultado trata de extensões de funcionais definidos
em subespaços a todo espaço vetorial. Através deste resultado, respondere-
mos afirmativamente as seguintes questões: Em qualquer espaço vetorial
normado não-trivial existem funcionais lineares contínuos não-nulos? O
dual topológico E′ de um espaço vetorial normado não-trivial E separa
pontos de E? Existe um funcional linear contínuo (não-nulo) que se anula
num subespaço (próprio) dado? Se o espaço dos operadores lineares limi-
tados T : E → F , onde (E, ‖ · ‖E) e (F, ‖ · ‖F ) são espaços normados sobre
R ou C, é de Banach, então (F, ‖ · ‖F ) também é um espaço de Banach?
Palavras-chave: Funcionais lineares; Funcionais limitados; Teorema de
Hahn–Banach.

1 Conceitos, notações e resultados preliminares

A princípio, listaremos conceitos e resultados de caráter preliminar para
a apresentação do Teorema de Hahn–Banach e de suas aplicações.

Definição 1. Sejam E e F espaços vetoriais sobre um corpo K. Dizemos
que T : E → F é um operador linear se T (αx+βy) = αT (x) +βT (y) para
quaisquer x, y ∈ E e α, β ∈ K. Se F = K, dizemos que T é um funcional
linear.

Definição 2. Sejam (E, ‖ · ‖E) e (F, ‖ · ‖F ) espaços vetoriais normados
sobre um corpo K. Dizemos que um operador T : E → F é contínuo num
ponto x ∈ E quando, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

y ∈ E, ‖x− y‖E < δ ⇒ ‖T (x)− T (y)‖F < ε.

Dizemos que T é contínuo em E se T for contínuo em qualquer ponto
x ∈ E.
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124 Teorema de Hahn–Banach e aplicações

Definição 3. Sejam (E, ‖ · ‖E) e (F, ‖ · ‖F ) espaços vetoriais normados
sobre um corpo K. Dizemos que um operador T : E → F é limitado
quando existe uma constante positiva c tal que ‖T (x)‖F ≤ c‖x‖E , para
todo x ∈ E.

Sejam (E, ‖·‖E) e (F, ‖·‖F ) espaços vetoriais normados sobre um corpo
K. Denotamos por L(E,F ) o espaço dos operadores lineares de E em F e
por L(E,F ) o espaço dos operadores lineares limitados de E em F .

Observação 4. Se (E, ‖ · ‖E) e (F, ‖ · ‖F ) são espaços vetoriais normados
sobre um corpo K, é fácil verificar que a aplicação ‖·‖L(E,F ) : L(E,F )→ R
dada por

‖T‖L(E,F ) = sup
x∈E;
x 6=0

‖T (x)‖F
‖x‖E

, para T ∈ L(E,F ), (1.1)

define uma norma em L(E,F ).
Portanto, se T ∈ L(E,F ), podemos afirmar que

‖T (x)‖F ≤ ‖T‖L(E,F )‖x‖E , (1.2)

para todo x ∈ E.

Seja E um espaço vetorial sobre um corpo K. Denotamos por E∗ o
espaço dos funcionais lineares f : E → K e por E′ o espaço dos funcionais
lineares limitados f : E → K. E∗ é denominado dual algébrico de E e E′

dual topológico de E.
O resultado a seguir garante que todo operador linear limitado entre

espaços normados é contínuo, assim como todo operador linear contínuo
entre espaços normados é limitado.

Teorema 5. Sejam (E, ‖·‖E) e (F, ‖·‖F ) espaços vetoriais normados sobre
um corpo K e T : E → F um operador linear. As seguintes afirmações são
equivalentes:

i) T é contínuo;

ii) T é contínuo na origem;

iii) T é limitado.

BICMat, Volume XII, Outubro de 2015



Teorema de Hahn–Banach e aplicações 125

Prova: i)⇒ ii). Segue da Definição 2.
ii) ⇒ iii). Suponha que T não seja limitado. Dessa forma, para todo

k ∈ N, poderíamos encontrar xk ∈ E tal que ‖T (xk)‖F > k‖xk‖E .
Para cada k ∈ N, defina zk = xk

‖T (xk)‖F . Então, lim
k→∞

‖zk‖E = 0 e

lim
k→∞

‖T (zk)‖F = 1, o que fere a continuidade de T na origem.

iii)⇒ i). Da definição de ‖T‖L(E,F ) dada em (1.1), segue que ‖T (x)‖F
≤ ‖T‖L(E,F )‖x‖E , para todo x ∈ E (veja (1.2)). Logo, se x1, x2 ∈ E,
temos ‖T (x1) − T (x2)‖F = ‖T (x1 − x2)‖F ≤ ‖T‖L(E,F )‖x1 − x2‖E , de
onde se conclui que T é contínuo.

2 Forma Analítica do Teorema de Hahn–Banach

Serão apresentadas duas versões da Forma Analítica do Teorema de
Hahn–Banach, uma para espaços vetoriais reais e outra para espaços ve-
toriais sobre um corpo K, sendo K = R ou K = C.

Atentamos que, para demonstrar a Forma Analítica do Teorema de
Hahn–Banach para espaços vetoriais reais, a ferramenta utilizada será o
Teorema de Kuratowski–Hausdorff, conhecido na literatura como Lema de
Zorn (o mérito deste resultado foi dado à Max Zorn em 1935, porém o
mesmo resultado já havia sido obtido por Kuratowski em 1922 a partir do
Princípio de Maximalidade de Hausdorff, que foi provado em 1914). Antes
de enunciar tal resultado, exporemos alguns conceitos preliminares.

Definição 6. Uma ordenação parcial num conjunto X é uma relação bi-
nária em X, que denotaremos por “≤ ”, reflexiva (ξ ≤ ξ, para todo ξ ∈ X),
transitiva (ξ ≤ η e η ≤ ζ ⇒ ξ ≤ ζ, para ξ, η, ζ ∈ X) e antissimétrica (ξ ≤ η
e η ≤ ξ ⇒ ξ = η, para ξ, η,∈ X).

Se ≤ é uma ordenação parcial em X, então (X,≤) é dito ser um con-
junto parcialmente ordenado.

Definição 7. Um conjunto totalmente ordenado é um conjunto parcial-
mente ordenado no qual quaisquer dois elementos são comparáveis de
acordo com a ordenação parcial dada.

Definição 8. Seja (X,≤) um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos
que ζ ∈ X é um elemento maximal em X se para todo ξ ∈ X com ζ ≤ ξ,
tem-se ξ = ζ. Um elemento η ∈ X é uma cota superior de Y ⊂ X se ξ ≤ η,
para todo ξ ∈ Y .
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Lema 9 (Teorema de Kuratowski–Hausdorff/Lema de Zorn). Um con-
junto não-vazio parcialmente ordenado, no qual todo subconjunto total-
mente ordenado possui um limite superior, possui um elemento maximal.

Utilizando o lema acima apresentado, provaremos o Teorema de Hahn–
Banach para espaços vetoriais reais.

Teorema 10 (Teorema de Hahn–Banach - Forma analítica). Seja E um
espaço vetorial sobre R e seja p : E → R uma função que satisfaz

p(ax) = ap(x), ∀a ≥ 0,∀x ∈ E (1.3)

e
p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ E. (1.4)

Se G é um subespaço vetorial de E e g : G→ R é um funcional linear
tal que

g(x) ≤ p(x), ∀x ∈ G,

então existe um funcional linear T : E → R que estende g (T|G ≡ g) e
satisfaz T (x) ≤ p(x), para todo x ∈ E.

Prova: Consideremos P o seguinte conjunto:

{h : D(h) ⊂ E → R; D(h) é subespaço vetorial de E, h é linear,
G ⊆ D(h), h estende g e h(x) ≤ p(x), para todo x ∈ D(h)}.

Em P, definimos a ordenação parcial:

h1 ≤ h2 ⇔ D(h1) ⊆ D(h2) e h2|D(h1) ≡ h2. (1.5)

Note que P é não-vazio, pois g ∈ P. Além disso, para todo subconjunto
totalmente ordenado de P, existe uma cota superior. Com efeito, seja Q
um subconjunto totalmente ordenado de P arbitrário e defina h : D(h)→
R, onde D(h) =

⋃
f∈Q

D(f), por

h(x) = f(x), se x ∈ D(f).

É fácil verificar, através da relação de ordem estabelecida em (1.5), que:

• h está bem definida;
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• h ∈ P;

• h é uma cota superior para Q.

Portanto, pelo Lema 9, concluímos que P admite um elemento maximal,
o qual será denotado por T . Mostraremos que D(T ) = E. Suponha
que D(T ) 6= E. Escolha x0 ∈ E − D(T ) e defina r : D(r) → R, onde
D(r) = D(T ) + [x0], por r(x + tx0) = T (x) + tα, para x ∈ D(T ), onde α
é uma constante que será definida depois, de modo que tenhamos r ∈ P.
Informamos que [x0] denota o subespaço de E gerado por x0.

Queremos, por enquanto, que α seja escolhido de modo a termos satis-
feitas as desigualdades abaixo:

T (x) + α = r(x+ x0) ≤ p(x+ x0), para todo x ∈ D(T );
T (x)− α = r(x− x0) ≤ p(x+ x0), para todo x ∈ D(T ).

Para tanto, basta escolher α de modo que

sup
x∈D(T )

T (x)− p(x− x0) ≤ α ≤ inf
x∈D(T )

p(x+ x0)− T (x).

Felizmente, tal escolha é possível, pois se x, y ∈ D(T ), temos:

T (x)+T (y) = T (x+y) ≤ p(x+y) = p(x+x0+y−x0) ≤ p(x+x0)+p(y−x0).

Consequentemente,

T (y)− p(y − x0) ≤ p(x+ x0)− T (x), para quaisquer x, y ∈ D(T ).

Então, se t ≥ 0, temos

r(x+ tx0) = r
(
t
(x
t

+ x0

))
= tr

(x
t

+ x0

)
≤ tp

(x
t

+ x0

)
= p(x+ tx0)

e se t < 0, temos

r(x+ tx0) = r

(
−t
(
x

−t
− x0

))
= −tr

(
x

−t
− x0

)
=

= −t
(
T

(
x

−t

)
− α

)
≤ −tp

(
x

−t
− x0

)
= p(x+ tx0).

Dessa forma, r ∈ P, T ≤ r e T 6= r, e isso fere a maximalidade de T .
Portanto, temos que D(T ) = E e a prova está completa.
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Teorema 11 (Teorema de Hahn–Banach - Versão generalizada). Seja
E um espaço vetorial sobre K (= R ou C) e seja p : E → R uma função
que satisfaz

p(ax) = |a|p(x), ∀a ∈ K, ∀x ∈ E, (1.6)
p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ E. (1.7)

Se G é um subespaço vetorial de E e g : G→ K é um funcional linear
tal que

|g(x)| ≤ p(x),∀x ∈ G, (1.8)

então existe um funcional linear T : E → K que estende g (T|G ≡ g) e
satisfaz |T (x)| ≤ p(x), para todo x ∈ E.

Prova: Vamos dividir a prova em dois casos, quando K = R e quando
K = C.

Caso 1 : Consideremos K = R.
De (1.6) e (1.7) segue que p cumpre as condições (1.3) e (1.4). E de

(1.8) segue que g(x) ≤ p(x), para todo x ∈ G. Pelo Teorema de Hahn–
Banach para espaços vetoriais reais (Teorema 10), existe um funcional
linear T : E → R tal que T (x) = g(x), para todo x ∈ G e

T (x) ≤ p(x), para todo x ∈ E. (1.9)

Da Desigualdade (1.9) segue que

−T (x) = T (−x) ≤ p(−x) = | − 1|p(x) = p(x), para todo x ∈ E. (1.10)

De (1.9) e (1.10) concluímos que |T (x)| ≤ p(x), para todo x ∈ E.
Caso 2: Consideremos K = C.
Podemos escrever g(x) = g1(x) + ig2(x), para x ∈ G, onde g1 e g2

assumem valores reais. Como artifício, vamos considerar E e G como
espaços vetoriais reais que serão denotados, respectivamente, por Er e Gr.
Como g é linear, é claro que g1 e g2 são funcionais lineares sobre Gr.

Como g1(x) ≤ |g(x)|, segue que g1(x) ≤ p(x), para todo x ∈ G. Pelo
Teorema de Hahn–Banach para espaços vetoriais reais (Teorema 10), existe
um funcional linear T1 : Er → R que estende g1 e cumpre T1(x) ≤ p(x),
para todo x ∈ Er.

Agora vamos estudar o caso de g2. Note que, se x ∈ G, i[g1(x) +
ig2(x)] = ig(x) = g(ix) = g1(ix) + ig2(ix). Assim, se x ∈ G, temos
g2(x) = −g1(ix). Então, definamos, para todo x ∈ E, T : E → C, por
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T (x) = T1(x) − iT1(ix). Portanto, T (x) = g(x), para todo x ∈ G. Nos
resta mostrar que T é um funcional linear em E (no espaço complexo) e
que |T (x)| ≤ p(x), para todo x ∈ E.
• T é linear:

Dados x ∈ E e λ = a + bi ∈ C, temos T ((a + bi)x) = T1(ax + ibx) −
i(T1(i(a+bi)x)) = aT1(x)+bT1(ix)−i[aT1(ix)−bT1(x)] = (a+bi)[T1(x)−
iT1(ix)] = (a+ bi)T (x).

Além disso, se x, y ∈ E, temos T (x+ y) = T1(x+ y)− iT1(I(x+ y)) =
T1(x) + T1(y)− (iT1(ix) + iT1(iy)) = T1(x)− iT1(ix) + T1(y)− iT1(iy) =
T (x) + T (y), pela linearidade de T1.
• |T (x)| ≤ p(x), para todo x ∈ E.

Se x ∈ E é tal que T (x) = 0, o resultado é imediato, pois sabemos que
p(x) ≥ 0. Seja x ∈ E tal que T (x) 6= 0. Então, T (x) = |T (x)|eiθ, de onde
segue que |T (x)| = e−iθT (x) = T (e−iθx). Como |T (x)| é real, segue que
|T (x)| = T (e−iθx) = T1(e−iθx) ≤ |(e−iθ)|p(x) = p(x).

O ponto principal do Teorema de Hahn–Banach não é a simples exis-
tência da extensão de um funcional linear, mas sim a existência de uma
extensão linear dominada por p.

Uma consequência importante do Teorema de Hahn–Banach é a exis-
tência de extensões lineares limitadas de funcionais limitados definidos em
subespaços de espaços vetoriais normados, a qual segue abaixo.

Corolário 12. Sejam K = R ou C, G um subespaço de um espaço vetorial
real normado (E, ‖·‖E) sobre K e g : G→ K um funcional linear contínuo.
Então, existe um funcional linear contínuo T : E → K que estende g e
‖T‖E′ = ‖g‖G′ .

Prova: Definamos a função p : E → K por p(x) = ‖g‖G′‖x‖E . Como g
é um funcional linear contínuo, segue que |g(x)| ≤ ‖g‖G′‖x‖E , para todo
x ∈ G, pela Observação 4. É fácil verificar que p satisfaz as condições
(1.6) e (1.7) do Teorema 11. Então, pelo Teorema 11, existe uma extensão
linear T : E → K de g tal que

|T (x)| ≤ p(x) = ‖g‖‖x‖E , ∀x ∈ E. (1.11)

Disto segue que ‖T‖E′ ≤ ‖g‖G′ , de onde T é um funcional limitado e,
portanto, contínuo (veja o Teorema 5). Além disso, por T ser uma extensão
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de g, temos:

‖T‖E′ = sup
x∈E
x6=0

|T (x)|
‖x‖E

≥ sup
x∈G
x6=0

|T (x)|
‖x‖E

= sup
x∈G
x 6=0

|g(x)|
‖x‖E

= ‖g‖G′ . (1.12)

Por (1.11) e (1.12), concluímos que ‖T‖E′ = ‖g‖G′ .

3 Aplicações do Teorema de Hahn–Banach

No que segue, K = R ou K = C.

Proposição 13. Sejam (E, ‖ · ‖E) um espaço vetorial normado não-trivial
sobre K e E′ seu dual topológico. Se x 6= 0, então existe f ∈ E′ tal que
f(x) = ‖x‖E e ‖f‖E′ = 1.

Prova: Para demonstrar este resultado basta aplicar o Teorema 11 sob as
seguintes condições: O funcional p : E → R é dado por p(x) = ‖x‖E para
todo x ∈ E; o subespaço G de E é o subespaço gerado por x, ou seja,
G = [x] e o funcional linear g : G→ K é definido por g(ζx) = ζ‖x‖E , para
todo ζ ∈ K.

Para o bom entendimento da próxima proposição, precisamos ter acesso
ao seguinte conceito:

Definição 14. Dizemos que uma família F de funcionais separa pontos
de um conjunto X quando, para quaisquer elementos x, y ∈ X distintos,
existe f ∈ F tal que f(x) 6= f(y).

Proposição 15. Se (E, ‖ · ‖E) é um espaço vetorial normado não-trivial
sobre K, então E′ separa pontos de E.

Prova: Com efeito, dados x, y ∈ E, x 6= y, temos que x − y 6= 0 e,
pela Proposição 13, existe f ∈ E′ tal que f(x) − f(y) = f(x − y) =
‖x− y‖E 6= 0.

Proposição 16. Sejam (E, ‖ · ‖E) um espaço vetorial normado sobre K,
M um subespaço vetorial fechado próprio de E e ξ ∈ E −M . Se 0 < δ =
d(ξ,M) = inf

η∈M
‖ξ − η‖E, então existe f ∈ E′ tal que

‖f‖E′ = 1, f(ξ) = δ e f|M = 0.
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Prova: A distância δ entre ξ e o subespaço M é maior do que zero pois
M é fechado. Consideremos G = M + [ξ] e definamos o funcional linear
g : G→ K por

g(η + tξ) = tδ, η ∈M, t ∈ K.

Claramente g|M = 0. Pela definição de δ temos (para t 6= 0):

|g(η + tξ)| = |t||δ| ≤ |t|
∥∥∥η
t

+ ξ
∥∥∥
E

= ‖η + tξ‖E ,

e, assim,
‖g‖G′ ≤ 1. (1.13)

Além disso, para cada η ∈M , temos:

‖g‖G′ ≥
|g(−η + ξ)|
‖ − η + ξ‖E

=
δ

‖ − η + ξ‖E
≥ δ

inf
η∈M
‖ − η + ξ‖E

=
δ

δ
=1. (1.14)

De (1.13) e (1.14) segue que ‖g‖G′ = 1. Aplicando o Corolário 12, obtemos
o desejado.

É sabido que se (F, ‖ · ‖F ) é um espaço de Banach sobre K, então o
espaço

(
L(E,F ), ‖ · ‖L(E,F )

)
é de Banach. A partir do Teorema de Hahn–

Banach, vemos que a recíproca desse resultado é verdadeira.

Proposição 17. Se o espaço
(
L(E,F ), ‖ · ‖L(E,F )

)
é de Banach sobre K,

então (F, ‖ · ‖F ) também é um espaço de Banach sobre K.

Prova: Seja (yn)n∈N uma sequência de Cauchy em F . Tome x0 ∈ E tal
que ‖x0‖E = 1. Pela Proposição 13, existe um funcional linear limitado
f : E → K tal que f(x0) = ‖x0‖E = 1 e ‖f‖E′ = 1.

Para cada n ∈ N, defina Tn : E → F por Tn(x) = f(x)yn, para x ∈ E.
Afirmamos que Tn é linear. De fato, para x1, x2 ∈ E, α, β ∈ K, te-

mos que Tn(αx1 + βx2) = (f(αx1 + βx2))(yn) = αf(x1)yn + βf(x2)yn =
αTn(x1) + βTn(x2).

Além disso, ‖Tn(x)‖F = ‖f(x)yn‖F = |f(x)|‖yn‖F ≤ ‖f‖E′‖x‖E‖yn‖F
= ‖x‖E‖yn‖F , de onde segue que

‖Tn(x)‖F
‖x‖E

≤ ‖yn‖F e, por conseguinte,

‖Tn‖L(E,F ) ≤ ‖yn‖F . Daí, a sequência (Tn)n∈N é limitada, uma vez que
(yn)n∈N é limitada por ser uma sequência de Cauchy.

Portanto, para cada n ∈ N, Tn ∈
(
L(E,F ), ‖ · ‖L(E,F )

)
.
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Vamos mostrar, agora, que (Tn)n∈N é uma sequência de Cauchy. Dados
m,n ∈ N e x ∈ E, temos:

‖Tn(x)− Tm(x)‖F = ‖f(x)yn − f(x)ym‖F = |f(x)|‖yn − ym‖F
≤ ‖f‖E′‖‖x‖E‖yn − ym‖F = ‖x‖E‖yn − ym‖F .

Daí, ‖Tn−Tm‖L(E,F ) ≤ ‖yn−ym‖F . Como (yn)n∈N é uma sequência de
Cauchy, desta última desigualdade segue que (Tn)n∈N é uma sequência de
Cauchy em

(
L(E,F ), ‖ · ‖L(E,F )

)
. Sendo

(
L(E,F ), ‖ · ‖L(E,F )

)
um espaço

de Banach, podemos afirmar que existe T ∈
(
L(E,F ), ‖ · ‖L(E,F )

)
tal que

Tn → T quando n→∞, donde ‖Tn − T‖L(E,F ) → 0 quando n→∞.
Afirmamos que yn → T (x0) quando n→∞ . Com efeito,

‖yn − T (x0)‖F = ‖f(x0)yn − T (x0)‖F = ‖Tn(x0)− T (x0)‖F
≤ ‖Tn − T‖L(E,F )‖x0‖E → 0,

quando n→∞. Portanto, F é um espaço de Banach.
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Abstract: In this work, we will present the Analytic Form of the Hahn
Banach Theorem. By Hahn–Banach theorem, we show the existence of
bounded linear extensions of bounded linear functional defined on subspa-
ces of normed vector spaces. Moreover, with this result, we will respond
positively to interesting questions as: Are there non-zero continuous linear
functionals in any nontrivial normed vector space? Is there a non-zero
continuous linear functional that vanishes in a given (own) subspace? If
the space of the bounded linear operators T : E → F , where (E, ‖ · ‖E)
and (F, ‖ · ‖F ) are normed vector spaces over R or C, is Banach, then is
(F, ‖ · ‖F ) a Banach space?

Keywords: Linear functionals; Bounded functionals; Hahn–Banach Theo-
rem.
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Equações Diferenciais Funcionais com
Retardamento e Extensão de Soluções

Raul Lima1

Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: Definiremos equação diferencial funcional com retardamento
(EDFR) e solução. Enunciaremos o Teorema de Existência e Unicidade
para este tipo de equação e exibiremos um exemplo de como encontrar
uma solução para um PVI utilizando o método passo-a-passo. Por fim
mostraremos, sob certas condições, que podemos estender uma solução de
uma EDFR.

Palavras-chave: EDFR; solução; extensão.

1 Equação Diferencial Funcional com Retardamento

Sejam h,H com 0 ≤ h <∞ , 0 < H <∞, considere

CH = {ϕ ∈ C([−h, 0],Rn) tal que ‖ϕ‖ < H},

onde C([−h, 0],Rn) é o espaço de Banach das aplicações contínuas de
[−h, 0] no Rn com a norma ‖ϕ‖ = sup

−h≥θ≥0
|ϕ(θ)|, | · | denotando um norma

usual do Rn. No caso H = ∞, CH = C∞ = C, pois considera-se todas as
aplicações contínuas de [−h, 0] no Rn.

Sejam A, 0 < A <∞ e x : [t0 − h, t0 + A]→ Rn contínua. Considere
t, t0 ≤ t < t0 + A. Defina xt, o elemento de C dado por xt(θ) = x(t+ θ)
para −h ≤ θ ≤ 0.

Na figura abaixo, caso n = 1, está representado o elemento xt.

1Bolsista PET
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t0 − h t− h t0 t t0 +A

xt x(t)

Definição 1. Seja

f : [0,∞)× CH → Rn, (t, ϕ) 7→ f(t, ϕ).

A equação
ẋ(t) = f(t, xt) (1.1)

é chamada uma equação diferencial com retardamento.

Definição 2. Uma função contínua x : [t0−h, t0 +A)→ Rn com 0 < A ≤
∞, t0 ≥ 0, é dita solução de (1.1) se existir a derivada de x em [t0, t0 +A)
e ẋ = f(t, xt) para t0 ≤ t < t0 +A.

Observação 3. Note que se h = 0, então a equação diferencial com retar-
damento se reduz a uma equação diferencial ordinária. Portanto, as EDFR
englobam as EDO.

Definição 4. Um problema de valor inicial para uma EDFR, consiste de
uma equação do tipo (1.1), e uma função inicial ϕ ∈ C, tal que xt0 = ϕ.

Vamos enunciar o Teorema de Existência e Unicidade, cuja demonstra-
ção pode ser encontrada em [1].

Teorema 5 (Existência e Unicidade de Solução para EDFR). Seja uma
função f(t, ϕ) contínua e localmente lipschitziana relativamente a ϕ em
[0,∞)×CH . Então, para qualquer t0 ≥ 0, ψ ∈ CH , existem A > 0 e função
x definida em [t0 − h, t0 +A) que é solução de (1.1) com função inicial ψ
em t0. Além disso, esta solução é única.

Podemos notar que as soluções de uma EDFR, diferente do que ocorrem
em EDO, podem se interceptar em um um número infinito de pontos e
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ainda serem distintas. Elas serão iguais apenas se coincidirem em um
intervalo de comprimento do retardo.

Os exemplos a seguir nos mostram como obter uma solução para um
PVI em EDFR através do método passo-a-passo, além de mostrar que
duas soluções de uma mesma EDFR podem se intersectar em um número
infinito de pontos e ainda serem distintas

Exemplo 6. Considere o seguinte problema de valor inicialẋ = x(t− 3π
2 ),

x0 = sen θ, θ ∈ [−3π

2
, 0].

(1.2)

O método passo-a-passo caracteriza-se pela construção da solução em
intervalos da reta que possuem o comprimento igual ao do retardo. Na
resolução será evidenciada a necessidade de termos uma função como con-
dição inicial e a dependência do conhecimento do intervalo anterior para
construirmos em intervalos a solução.

1. Denote por x1(t) a solução de (1.2) em 0 ≤ t ≤ 3π
2 . Observe que

0 ≤ t ≤ 3π

2
⇒ −3π

2
≤ (t− 3π

2
) ≤ 0

⇒ x1(t− 3π

2
) = x0(t− 3π

2
)

⇒ x1(0) = x0(0) = sen(0) = 0.

Desta forma x1(t), com t ∈ [0, 3π
2 ] deve satisfazer{

ẋ1 = x
(
t− 3π

2

)
,

x0 = sen θ.
(1.3)

Integrando a primeira equação temos:∫ t

0

ẋ1(s)ds =

∫ t

0

x

(
s− 3π

2

)
ds⇒ x1(t) =

∫ t

0

x

(
s− 3π

2

)
ds.

Como 0 ≤ t ≤ 3π
2 ⇒ −

3π
2 ≤

(
t− 3π

2

)
≤ 0 então de (1.2) temos

x0(t) = sen t, para θ ∈ [−3π

2
, 0]. Logo,

x1(t) =

∫ t

0

sen

(
s− 3π

2

)
ds = − cos

(
s− 3π

2

)
|t0 = sen t.
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2. Denote por x2(t) a solução de (1.2) em
[

3π
2 , 3π

]
. Analogamente,

x2(3π/2) = −1. Então x2(t) deve satisfazer{
ẋ2 = x2

(
t− 3π

2

)
,

x2
3π/2(t) = sen t.

(1.4)

Da mesma maneira, temos:

x2(t) = −1 +

∫ t

3π
2

sen

(
s− 3π

2

)
ds =

− 1 +

[
− cos

(
s− 3π

2

)] ∣∣∣t
3π
2

= sen t.

Repetindo o processo para os intervalos seguintes, a solução do PVI é
dada por {

ψ(t) = sen t, para t ∈ [− 3π
2 , 0],

x(t) = sen t, para t ∈ [0,∞).

De forma análoga ao exemplo anterior, pelo método passo-a-passo, apli-
cado ao PVI {

ẋ = x
(
t− 3π

2

)
,

x0 = cos t, para θ ∈
[
− 3π

2 , 0
]
.

1. Seja x1(t) a solução de (1.2) em
[
0, 3π

2

]
, onde x1(0) = 1. Logo x1(t)

deve satisfazer{
ẋ1 = x1(t− 3π

2 ),

x1 + 0 = cos θ, para θ ∈
[
− 3π

2 , 0
]
.

(1.5)

E então,

x1(t) =

∫ t

0

cos

(
s− 3π

2

)
ds = 1 + sen

(
t− 3π

2

)
+ 1 = cos t.

2. Denote por x2(t) a solução de (1.2) em
[

3π
2 , 3π

]
. Então x2(t) deve

satisfazer {
ẋ2 = x2(t− 3π

2 ),

x2
3π/2(t) = cos t.

(1.6)

Pelo método passo-a-passo, segue que

x2(t) =

∫ t

3π
2

cos

(
s− 3π

2

)
ds = sen

(
t− 3π

2

)
= cos t.
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Procedendo da mesma forma para os intervalos seguintes, obtemos{
ψ(t) = cos t para t ∈ [− 3π

2 , 0],
x(t) = cos t para t ∈ [0,∞).

Assim, temos duas soluções da mesma equação diferencial com retar-
damento cujos gráficos se encontram em um número infinito de pontos.
Isso, no caso de uma EDO, nunca poderia ocorrer. Neste caso, com o mé-
todo passo-a-passo vemos que é possível determinar a solução em [0,∞),
porém se quisermos determinar a solução para todo número real ou deter-
minar qual é o intervalo máximo em que a função x é solução é necessário
estabelecer outras condições, como veremos a seguir.

2 Extensão de Solução

Nesta seção iremos assumir as seguintes hipóteses:

1. O segundo membro da equação ẋ(t) = f(t, ϕ) é uma função contínua
que leva conjuntos [0, τ ] × CH1 em conjuntos limitados do Rn para
todo τ,H1, tais que 0 < τ <∞, 0 < H1 < H.

2. Há alguma condição de unicidade relativamente ao problema de fun-
ção inicial, isto é, se x(t) e y(t) são duas soluções definidas em algum
intervalo comum [t0 − h, t0 + δ), 0 < δ ≤ ∞, com xt0 = yt0 , então,
x(t) = y(t) para todo t ∈ [t0 − h, t0 + δ).

Como consequência do Teorema 5 segue que (i) e (ii) são satisfeitas
no caso em que o segundo membro da equação é uma função contínua,
localmente lipschitziana relativamente a ϕ.

Indicaremos por x(t, t0, ϕ) a solução da equação (1.1) cuja função inicial
em t0 é ϕ. Usamos a notação xt(t0, ϕ) para indicar o elemento de C dado
por xt(t0, ϕ)(θ) = x(t+ θ, t0, ϕ).

As seguintes propriedades são verdadeiras relativamente ao problema
de extensão de soluções de (1.1), supostas satisfeitas as condições (1) e (2):

1. Se x(t), definida em [t0 − h, t0 + δ] é solução de (1.1) e se |x(t)| < H
neste intervalo, então, x(t) pode ser estendida à direita de t0 + δ, como
solução de (1.1) tomando para a função inicial em t0 + δ

ψ(θ) = x(t0 + δ + θ) = xt0+δ(θ), −h ≤ θ ≤ 0.
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Prova: A afirmação anterior segue diretamente do teorema de existência e
unicidade, já citado. Se f(t, ϕ) além de contínua é localmente lipschitziana
relativamente a ϕ, como Teorema 5 nos garante que para qualquer t0 ≥
0 e ψ ∈ CH existem A > 0 e uma função x definida em [t0−h, t0−A) que
é solução de (1.1) com função inicial ψ em t0. Tome o instante inicial s0

agora dado por s0 = t0 + δ, já que x é solução de (1.1) e está definida em
[t0−h, t0+δ].Desta forma, a solução x pode ser estendida até t = s0+A.

2. Se x, definida em [t0 − h, t0 + δ), 0 < δ < ∞, é solução de (1.1) e
se, neste intervalo, |x(t)| ≤ H < H, então, podemos estender x(t), como
solução de (1.1), a [t0−h, t0 +δ] e, desta forma, por (1), à direita de t0 +δ.

A demonstração deste fato segue do critério de Cauchy tomando-se

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

f(s, xs)ds

e usando a hipótese 1.

Prova: Consideremos qualquer sequência {tn}n∈N, t0 ≤ tn,∀n ∈ N, tal
que tn → t0 + δ, como por exemplo tn = t0 + δ + 1

n .
Da hipótese 1 temos que f(s, xs) é limitada, isto é, existe L > 0 de

modo que |f(s, xs)| ≤ L. Para mostrar que {x(tn)}n∈N é de Cauchy, con-
sidere tm > tn, temos:

|x(tm)− x(tn)| =
∣∣∣∣∫ tm

t0

f(s, xs)ds−
∫ tn

t0

f(s, xs)ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ tn

t0

f(s, xs)ds+

∫ tm

tn

f(s, xs)ds−
∫ tn

t0

f(s, xs)ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ tm

tn

f(s, xs)ds

∣∣∣∣
≤
∫ tm

tn

|f(s, xs)|ds

≤
∫ tm

tn

Lds

= L|tm − tn|.

Note que L|tm − tn| → 0, quando m,n→∞. Em outras palavras, po-
demos dizer que |x(tm)−x(tn)| → 0, quando m,n→∞.Assim {x(tn)}n∈N
é de Cauchy e x(tn)→ x.
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Defina x(t0 + δ) = x ∈ R.
Neste ponto temos que x está definida e é contínua em [t0 − h, t0 + δ],

agora devemos mostrar que x é solução da equação diferencial em [t0 −
h, t0 + δ]. Como x é solução de EDFR em [t0 − h, t0 + δ) e é contínua em
relação à t, tem-se

x(tn) = x(t0) +

∫ tn

t0

f(s, xs)ds→ x(t0) +

∫ t0+δ

t0

f(s, xs)ds

ou seja,

x = x(t0 + δ).

Assim, x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

f(s, xs)ds para t ∈ [t0 − h, t0 + δ] é solução

de ẋ = f(t, xt) quando tomamos como função inicial ψ = xt0+δ.

Observação 7. A hipótese 1 se faz necessária para aplicar o critério de
Cauchy porque num espaço de Banach de dimensão infinita, como é o caso
de C([−h, 0],Rn), h > 0, uma bola fechada não é um conjunto compacto.

Indicaremos por [t0 − h, t+), t0 < t+ ≤ ∞, o máximo intervalo aberto
à direita ao qual podemos estender x(t) como solução. Quando t+ = ∞
dizemos que x(t) é definida no futuro. Se x(t) é definida e limitada em
[t0 − h,∞] dizemos que x(t) é limitada no futuro.

3. Seja x(t) solução de (1.1) tal que |x(t)| ≤ H < H para t0−h ≤ t < t+.
Então, t+ =∞ e, portanto x(t) é limitada no futuro.

Prova: Suponhamos que t+ seja finito, então pelo item (1) poderíamos
estender x até t+ como solução de (1.1), isto é, x é solução de (1.1) com
t ∈ [t0 − h, t+]. Absurdo, pois se x está definido em [t0 − h, t+] podemos
estendê-la para valores maiores que t+, assim [t0−h, t+] não seria o máximo
intervalo de x.

Em particular se H =∞ e se x(t) é limitada em seu máximo intervalo
aberto à direita, então, t+ = ∞. Essa propriedade é uma consequência
imediata do item anterior.
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4. Em geral não podemos estender x(t, t0, ϕ) como solução à esquerda de
(1.1) em [t0 − h, t+), isto é, não pode-se garantir a existência de δ > 0 e
de função x(t) definida em [t0 − h− δ, t+), x(t) coincidindo com x(t, t0, ϕ)
em [t0 − h, t+] tal que

ẋ = f(t, xt) para t0 − δ ≤ t < t+.

Por exemplo, se tomarmos ϕ ∈ C tal que ϕ(θ) não tenha derivada à es-
querda para θ = 0, então, x(t, t0, ϕ) não admite prolongamento à esquerda
qualquer que seja t0 ≥ 0. Mas um prolongamento à esquerda não ocorre,
em geral, mesmo que ϕ(θ) seja diferenciável, veja referência [3].
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