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EDITORIAL

O Boletim de Iniciacao Cientifica em Matematica—BICMat é uma pu-
blicagao que se destina a difundir prioritariamente trabalhos de iniciacao
cientifica em Matematica que fazem parte de projetos desenvolvidos por
alunos do Curso de Graduagao em Matematica do IGCE-Unesp—Rio Claro.
Eventualmente trabalhos de Iniciacao Cientifica realizados em outras ins-
tituigoes poderao também ser publicados neste Boletim.

O BICMat foi criado em 1998 e nessa época foram publicados dois
volumes; o primeiro no ano de criacao e o segundo em 2000.

Considerando a importancia da Iniciagao Cientifica para o graduando,
e o sempre crescente nimero de projetos desta natureza desenvolvidos
em nossa instituicao, resolvemos reativar a publicagao do BICMat, com
ISSN 1980-024X.

Destacamos que a autoria dos trabalhos apresentados no BICMat é dos
alunos. O orientador figura apenas como responsével cientifico.

Este Boletim também esté aberto a divulgacao de trabalhos que nao
sejam frutos de projetos de iniciacao cientifica, mas que sejam de interesse
dos alunos do curso de graduagao em Matematica. Estes trabalhos serao
selecionados pelos Editores.

Este niimero estara disponibilizado eletronicamente na pagina do De-

partamento de Matemética no enderego

www.rc.unesp.br/igce/matematica
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Estabilidade para equacgoes auténomas

Alex Rocha Soares

Orientador(a): Profa. Dra. Suzinei Aparecida Siqueira
Marconato

Resumo: Considerando que nem sempre é possivel explicitar as solugoes de
equagoes discretas, estamos interessados em saber se as solugoes se apro-
ximam ou se afastam das solugoes constantes. E, para isso, abordaremos
os conceitos de estabilidade através de Fungoes de Liapunov e um método
mais abrangente, através de Fungoes Dicotémicas.

Palavras-chave: Equagoes Discretas; Estabilidade; Fungoes de Liapunov
Fungoes Dicotdémicas

1 Introducdo

Equagoes discretas descrevem sistemas dindmicos cuja evolucao no
tempo é medida em intervalos discretos. A dificuldade em alguns ca-
sos para encontrar solugoes explicitas para determinadas equagoes, nos
levam a utilizar informagoes sobre as solugoes dessas equagoes sem real-
mente resolvé-las. Para a solucao dessas equacoes, buscamos encontrar seu
instante de equilibrio, estudando a estabilidade dos chamados pontos de
equilibrio, através de duas ferramentas: Fungoes de Liapunov e Funcgoes
Dicotémicas.

2 Equacoes Discretas

Equacoes Discretas geralmente descrevem a evolugao de certo fenémeno
ao longo do tempo, como por exemplo a quantidade de droga administrada
em um paciente depois de um determinado tempo.

Dada uma funcao continua f : Z; x R™ — R™, uma equagao discreta
de primeira ordem é dada por z,,+1 = f(n,x,), onde n > ng (n € N) para
algum ng € N. Neste trabalho vamos no ater ao caso em que a funcao f nao
depende explicitamente da varidvel n, denominada de equagao auténoma,

Tnt1 = f(zn), n>no (1.1)
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As equagdes dadas por z,41 — 2, = g(,) s@o chamadas de equagoes
de diferengas. Observe que essas equagdes sao equivalentes a (1.1), com
f(z) = g(z) + x. Por isso, equagoes de diferengas sdo geralmente conside-
radas sindénimos de equacoes discretas.

Tomando zg como valor inicial, obtemos através da relagdo (1.1), a
sequéncia

o, f(wo), f(f (o)), F(f(f(x0))),- -,

e por conveniéncia, adotamos a notagao

Tl = f($0)7 T2 = fQ(xO) = f(f(xO))v sy T = fn($0)

A solucao de (1.1), com valor inicial xg, é a sequéncia xg, x1,Z2, . . .

Ao resolver um sistema discreto, estamos interessados em saber se as
solugbes se aproximam ou se afastam de solugoes constantes dadas por
pontos de equilibrio. Este estudo constitui a teoria de estabilidade e a
seguir, apresentamos suas defini¢oes basicas.

Defini¢cdo 1. Um ponto z* no dominio de f, é ponto de equilibrio de (1.1)
se é ponto fixo de f, isto é, f(z*) = x*.

Observemos que um ponto de equilibrio z* de (1.1) gera uma solucao
constante pois, se xo = x*(valor inicial) entdao z; = f(xg) = f(a*) = z*,
z9 = f(x1) = f(a*) = x*,e assim por diante.

Definicdo 2. Um ponto de equilibrio z* de (1.1) é estavel se dado € > 0
existir 6 = d(e,xz*) > 0 tal que ||zg — *|| < 0 implica || f™(zo) — 2| < €
para todo n > 0.

Grosseiramente falando, um ponto de equilibrio z* de (1.1) é estavel
quando, para um valor inicial dado xy préoximo de z*, a solu¢ao que se inicia
em xg, permanecera proxima da solugao constante dada por z*. Vamos
expor a seguir, dois métodos que avaliam a estabilidade de um ponto de
equilibrio.

3 Meétodo Direto de Liapunov

Em 1892, o matemaético russo A.M. Liapunov introduziu um método
para estudar a estabilidade das equacOes diferenciais nao-lineares. Essa
ferramenta, conhecida como Método Direto de Liapunov permite, através
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ESTABILIDADE PARA EQUAGOES AUTONOMAS 9

da determinacao de fungoes reais, nomeadas de Fungoes de Liapunov, in-
vestigar a natureza qualitativa de solucoes, sem realmente explicita-las.
Sua grande desvantagem, no entanto, reside na determinagao da funcao
adequada para uma dada equacao, como veremos a seguir.

Dada uma func¢do V : R™ — R, a variagdo de V em relagdo a (1.1) é
dada por:

AV (zn) = V(f(2n)) = V(zn) = V(Tnt1) — V(zn)

Observemos que se AV (z,,) <0, entdo V é nao crescente ao longo das
solugdes de (1.1).

Definicdo 3. Uma fungdo V : R™ — R é chamada de Fungdo de Liapu-
nov em H C R™ associada a (1.1) se

i) V é continua em H,
ii) AV(z) <0, sempre que x € H e f(z) € H.

Definicdo 4. Dizemos que a funcdo V' é definida positiva em B(x*,~) (bola
aberta de centro z* e raio v), se

i) V(z") =0,
if) V(x) > 0,Vx € B(z*,v),z # x*.

Com estas hipoteses sobre V', esta garantida a estabilidade do ponto
de equilibrio de (1.1) ou seja:

Teorema 1. Se V' é uma fun¢ao de Liapunov numa vizinhanca aberta de
H do ponto de equilibrio z* de (1.1) e V € definida positiva em H, entdo
z* € estdvel.

Prova: Seja a; > 0 tal que B(z*,e) C GN H. Como f é continua,
existe ag > 0 tal que se © € B(z*¢e) entdo f(x) € B(z*,a1). Dado
0 < & < g, defina ¢(¢) = min{V(z)/e < ||z — z*|| < a1}. Pelo Teorema
do Valor Intermediario em [0,1(¢)], (V(z*) = 0), existe 0 < § < ¢ tal
que V(z) < ¥(¢), sempre que ||z — x*||. Note que se zo € B(z*,J),
entdo xz(n) € B(z*,¢), para todo n > 0, pois, caso nao fosse, existiria
xo € B(z*,0) e um inteiro positivo m tal que z(r) € B(z*,e),1 < r <

BICMaT, VoLuME XII, OutuBro DE 2015



10 ESTABILIDADE PARA EQUAGOES AUTONOMAS

m, e x(m + 1) ¢ B(z*,¢), ja que z(m) € B(z*,e) C B(xz*, a1) e segue
que z(m + 1) € B(z*,a1). Consequentemente, V(z(m + 1)) > ().
Entretanto, V(z(m+1)) < V(xz(m)) < V(xo) < ¢(¢), ou seja, contradigao.
Assim, temos a estabilidade de x*. [

Uma das dificuldades em encontrar uma Fungao de Liapunov V' associ-
ada a (1.1) é a exigéncia de que V seja ndo crescente ao longo das solugoes
de (1.1). Sendo assim, vamos apresentar o conceito de Fungao Dicotomica,
que nos apresenta uma teoria mais abrangente.

4 FungoOes Dicotdmicas

Consideremos inicialmente a equagao (1.1) com condigo inicial 2(0) =
xo. Vamos supor que f(0) = 0 para que a sequéncia nula seja solugao de
(1.1) e assim, xg = 0 é chamado de equilibrio nulo de (1.1).

Daqui em diante, denotaremos uma certa vizinhanga da origem em R"
por €.

Como foi visto anteriormente, a variagdo de V em relagao a (1.1) é
dada por AV (y) = V(f(y)) — V(y). Este conceito é generalizado como se
segue: dados inteiros p > 0 e g > 0, definimos

AJV(y) = V(P () = V() = V(zp) = V(zg(y))
em que f7 ¢é a j-ésima iteragao de f e como ja vimos, z,(y) = fP(y).

Definicdo 5. Uma fun¢do continua V : R™ — R é chamada dicotomica
em ) com a relagdo a (1.1), se existir um inteiro &k > 2 tal que, sempre
quey € Qe A | V(y) >0, entdo A5V (y) <O0.

Definicdo 6. Dado um ponto y € R™, um inteiro ¥ > 0 e uma fungao
V:R™ — R, para cada j = 1,2, ..., definimos no intervalo [(j — 1)k, jk)],

¢; = max{V(2,(y))/(j — 1), k <n < jk}

j* =min{n/(j = 1), k <n < jk, ¢; =V(zn(y))}

ou seja, j* é o minimo entre os indices do intervalo [(j — 1)k, jk] nos quais
ocorre o valor maximo de V (z,(y)) neste intervalo.

Lema 7. Se V € dicotomica em relacdo a (1.1), j > 2, entdo ¢; < ¢j_1.

BICMat, VoruME XII, OutuBro DE 2015
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Prova: Temos dois casos a considerar:
Caso 1: Se j* > (j — 1)k entdo,
JF=1>( -1k
Como j* € [(j — 1)k, jk], por (1.2), temos:
(J—Dk<j"—1<j" <jk.

Pela definigao de j*,

11

(1.2)

Vi(zj«(y)) > V(zj—1(y)) = V(z-(y)) — V(z-—1(y) > 0, Yy € Q.

Assim,

Vi(zj(y)=V(zj—1(y) = V(zr(rj—1(y))) =V (xr—1(7j—r(y))) >0,

logo,
Yy eQ, AF_, >0.

Como, por hipétese, V' é dicotdmica, entao:

Vizk(zj-—r(y))) — V(zj-—i(y)) <
=V
Por outro lado, j*—k € [(§—2)k, (j
do conjunto {V(z,(y))/(j — 2)k

é < (j — 1)k} entao,
Vi(zj—r(y)) < ¢j-1.
Por (1.3) e (1.4)
¢j = V(- (y) < Vizj—r(y)) < ¢
Assim, concluimos o primeiro caso.
Caso 2: Se j* = (j — 1)k, entdo j* € [(j — 2)k, ( — 1)k] logo,
¢j = V(- (y)) < ¢j1.

Portanto, ¢; < c¢;j_1.

0= Viwy(y) ~ V(e <0
(2 () < V(21 (v)).

(1.3)

1)k] e ¢j—1 € o valor de méaximo

(1.4)

Com as ferramentas dadas, provemos a seguir a estabilidade de um

ponto de equilibrio através de Fungoes Dicotémicas.

BICMaT, VoLuME XII, OutuBro DE 2015



12 ESTABILIDADE PARA EQUAGOES AUTONOMAS

Teorema 2. Suponha que a funcao V' seja definida positiva e dicotomica
em Q0 em relagdo ¢ (1.1). Entdo, o equilibrio nulo € estdvel.

Prova: Sejam R > 0er > 0,r < R, de formaque {y € R" | ||ly|| < R} C Q
e sup{|[f(W| € R™ | |ly|| < r} < R. Definimos § = inf{V(y) € R |
r < |lyll £ R}. Observemos que 6 ndao pode ser zero, pois V é continua,
V(y) = 0 somente para y = 0 e para os demais, V(y) > 0 e além disso,
r <|ly]] < R. Assim, § > 0.

Mostremos agora que existe v > 0, < r tal que, para |ly|| < v,V (y) <
d. Para tanto, definimos h : R* U {0} — R, h(z) = V(z) — § com h(0) =
V(0)—8§ = =5 < 0. Como V & continua em zero, pelo Teorema da
Conservagao do Sinal, existe v € (0,7) tal que |ly| < v implica h(y) < 0.
Portanto, h(y) = V(y) —d§ < 0, isto &, V(y) < §, sempre que

yl<y<r<R (1.5)

Vale também que, se ||y|| < R e V(y) < J, entdo, necessariamente,
lyll < pois
r<lyl<R=V(y) =0 (1.6)

Para v > 0 e pela continuidade de f em zero, existe u € (0,r) tal que
llyll < p implica ||z, (y)]| <y < R, paran=1,2,... k.

Por (1.5), V(z,(y)) < é. Logo, por (1.6), ||[z,(y)|| < r para |Jy|| < p <
r<R,comn=1,2,...,k.

Como ¢1(y) = max{V(z,(y)), 0 < n < k} < §, segue pelo lema
anterior que ¢j(y) < ¢i(y) < 6 para j > 1. Assim, V(z,(y)) < ¢ para
n=(—1k,...,jk, j € N. E por (1.6), sempre que ||y|| < u, temos que
lzn(W)|| < r paran = (j — 1)k,...,jk, j€N.

Logo, para r > 0, existe u > 0 tal que, se ||y < ||z (y)|| < 7 e
portanto, o equilibrio nulo é estavel. [

Exemplo 8. Considere a equagio

Tp+1 1 -1 In
= . 1.7
()=o) ) o
Vamos analisar a estabilidade do ponto de equilibrio nulo de (1.7).
A fungio V : R? — R com a lei V(x,y) = 22 + y? nao é Fungao de

Liapunov em relacdo a (1.7) devido ao fato de que AV (z,y) ndo tem sinal
definido em nenhuma vizinhanga da origem.

BICMat, VoruME XII, OutuBro DE 2015
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De fato, de (1.7) temos:

Tn+1l = Tn — Yn
Yn+1 = Tnp

Logo, AV (2, yn) = z%-‘,—l + y?H—l - (I?L + y%) = (Tn — yn)2 - yEL

Para avaliar o sinal de AV (z,y) numa vizinhanca da origem, verificare-
mos inicialmente para quais valores AV (z,y) = 0, isto ¢, (z —y)? —y? = 0,
que é equivalente a y? = (z — y)?, ou |y| = |z — y|.

Se y > 0, entao:

r—y, sex—y=>0,
y=ly—al=
y—x, sex—y<O.

Para (z,y) € A1 = {(z,y) e R? |0 <y < a}, y = —y, que é
equivalente a y = 3.

Para (r,y) € Ay = {(v,y) € B2 [y > 0.y > o}, y
equivalente a x = 0.

Se y < 0, entao:

y—a, Sex*yzoa
y=—lr—yl=

Yy —x, que €

z—y, sex—y<O.

Para (z,y) € A3 = {(z,y) e R? |y < 0,y <z}, y =y —x, que &
equivalente a x = 0.

Para (z,y) € Ay = {(z,y) € R? |2 <y <0}, y =2 — vy, que é
equivalente a y = 3.

Verificaremos a seguir, para quais valores AV (z,y) < 0 e para quais
AV (z,y) > 0.

AV(z,y) <0 (x—y)? —y? <0 2? — 2oy +9° < y® & 2% < 2.

Assim, se z > 0, segue que y > 3 e se x < 0 entao y < 3.

Analogamente prova-se que AV (z,y) < 0 para y < § (z > 0) e para
y>5 (x<0).

Analisando o sinal de AV (x, y) numa vizinhanca da origem, verificamos
que AV (z,y) < 0 nao ocorre em toda vizinhanga. Portanto a fungao V
nao é Fungao de Liapunov em relagao a (1.7).

Vamos entao provar que V' é Funcao Dicotomica para k = 3 garantindo
a estabilidade do equilibrio nulo de (1.7). Para tanto, analisemos o sinal
de A3V (z,y) e de A3V (x,y).

BICMaT, VoLuME XII, OutuBro DE 2015



14 ESTABILIDADE PARA EQUAGOES AUTONOMAS

Para (z,y) € R,

AV(z,y) 206 a5 +y; — (23 +y3) 20
& (w2 —y2)? + a5 —a5 —y5 >0
S —y—21)>—a2i >0
@xQ—(x—y)ZZO
22> (2 —y)?
& Jo] 2 o .

Se x > 0, entdo:

r—y, sex—y >0,
z2>lr—yl=
y—x sex—y<O.

Para (z,y) € Ay = {(z,y) € R? |2 >0, 2 >y}, 2 >z —y que é
equivalente a y > 0.

Para (7,y) € A2 = {(z,y) € R? | 2 >0, z < y}, * > y —x que é
equivalente a y < 2z.

Se z < 0, entao:

y—x, sex—y=>0,
< —lz—yl=
z—y, sex—y<O.

Para (z,y) € A3 = {(z,y) € R? |y S 2 < 0}, 2 <y —x, que é
equivalente a y > 2.

Para (7,y) € Ay = {(z,y) € R? | 2 < 0,z < y}, * < z —y, que é
equivalente a y < 0.

A regido em que A3V (z,y) > 0 estd representada na figura abaixo.

Vamos agora analisar o sinal de A3V (z,y).

Para (z,y) € R?,

AVG (w,y) = 25 + 45 — (2 = %)
= (w2 —y2)* + a3 —a® —y°
=(x1—y1 — 561)2 + (z1 — yl)2 —z® =y
—yi+@—y—a)P -2y
S IO S )
Assim, a regido em que AV (z,y) < 0 engloba toda vizinhanga da
origem a ser considerada, pois A3V (z,y) = 0, para qualquer (z,y) € R2.

BICMat, VoruME XII, OutuBro DE 2015
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_1)’

A(xy) =0

AN(xy) =0

Figura 1.1: Regido do plano onde A3V (z,y) >0

Afirmamos que V' é uma uma funcdo dicotdémica em relagao a (1.7)
para qualquer vizinhanga da origem, com k = 3, isto &, se (z,y) pertencer
a uma vizinhanga da origem e A3V (x,y) > 0 entdo A3V (z,y) < 0. Como
V ¢é definida positiva em R? e dicotdmica em relacdo a (1.7), entdo pelo
Teorema 2 temos que o equilibrio nulo de (1.7) é estéavel.

5 Consideragdes Finais

Através de estudo de Fungoes Dicotémicas, conseguimos abranger o
Método de Liapunov, ou seja, conseguimos definir uma funcao V' que,
para se garantir a estabilidade do equilibrio nulo, nao exige decaimento de
V(x,) para todo n € N. Basta que, se de algum passo k — 1 para o passo
k a variagao de V(x,(y)) for ndo negativa, exige-se que, do passo inicial
ao passo k a variagao seja nao positiva.

Agradecimentos: Agradecgo a Profa. Dra. Suzinei Aparecida Siqueira Mar-
conato nao apenas pela enorme paciéncia na supervisao desse trabalho,
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Abstract: Considering that is not always possible to explicit the solutions
of discrete equations, we are interested in knowing if these solutions are
approaching or moving away from the constant solution. To do so, we shall
cover the concept of stability through Liapunov Functions and Dichotomic
Functions, which is a more general method.

Keywords: Discrete Equations; Stability; Liapunov Functions, Dichotomic
Functions
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Teoria do Grau de Brouwer e Teoria do Grau
de Leray—Schauder

Carolinne Stefane de Souzal

Orientador(a): Profa. Dra. Suzete Maria Silva Afonso

Resumo: Neste trabalho abordaremos a teoria do grau topologico de
Brouwer que vale em espacos vetoriais de dimensao finita e a teoria do
grau de Leray—Schauder que vale em espacos vetoriais de dimensao infi-
nita. Além disso, demonstraremos o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer
e 0 Teorema do Ponto Fixo de Schaefer utilizando as teorias supramenci-
onadas.

Palavras-chave: Grau de Brouwer, Grau de Leray—Schauder, Ponto Fixo.

1 Preliminares

Inicialmente, introduziremos alguns conceitos e resultados que auxilia-
rao na abordagem da teoria do grau.

Definicao 1. Seja X um espago vetorial normado. Diremos que X é um
espago de Banach quando X for completo, isto é, quando toda sequéncia
de Cauchy em X convergir em X.

Teorema 2 (Teorema da Funcdo Inversa). Sejam E e F' espagos de Ba-
nach. Seja U uwm subconjunto aberto de E e seja g : U — F uma apli-
cacdo de classe C' tal que, em um ponto xo € U, a transformacdo linear
g (xo) : E — F é um isomorfismo. Entao, existe um aberto A C U
contendo xq tal que a restrigio gja : A — g(A) € um difeomorfismo de
classe C* entre os abertos A e g(A).

Definicdo 3. Duas aplicagdes continuas f,g : X — Y entre espagos
topologicos dizem-se homotopicas se existir uma aplicagdo continua H :
X x [0,1] — Y, denominada homotopia, tal que Fy = f e F; = g, onde
F = F\Xx{t]w

1 Bolsista FAPESP - Processo 2014/21268-4
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18 TEORIA DO GRAU DE BROUWER E TEORIA DO GRAU DE LERAY—SCHAUDER

Definicdo 4. Seja 2 C R™ um aberto limitado e seja C*(Q,R™) o espaco
das aplicacdes ¢ : & — R™ que juntamente com suas derivadas até a
ordem k sao restri¢oes de aplicagoes continuas definidas em um aberto que
contém €.

No espago C*(2,R™), consideraremos a seguinte norma

el = max{Cy; 0 < j < k},

onde C; = max{||Dip(z)|; x € Q} e D/ denota a derivada de ordem j
de .

C(9,R™) denota o espaco das aplicagdes continuas de Q2 em R" munido
da norma

lllom = max{lp(@)]; @ € ).

Proposi¢do 5. Sejam Q um subconjunto aberto limitado de R™, ¢ :  —
R™ uma aplicagio de classe C* e b ¢ (p(0Q) U p(9)), onde S = {x €
Q; Jylx] =0} e J,[z] € o determinante Jacobiano da aplica¢io ¢ no ponto
x. Entao, o conjunto A = {x € Q; p(x) = b} € finito.

Prova: Se A = (), nada temos a fazer.

Consideremos A # (). Dado z € A, temos J,[z] # 0, pois b ¢ ¢(S).
Pelo Teorema da Funcao Inversa, existe um aberto O, contendo z tal que
@0, € um difeomorfismo entre O, e ¢(0), com b € p(O,).

Como ¢ é continua e {b} C R™ é um conjunto fechado, segue que
A = ¢~ 1({b}) também é um conjunto fechado em . Além disso, como Q
é compacto (fechado e limitado em R™) e A C {2, temos que A é compacto.
Sendo assim, uma vez que

Ac U O,
T€EA

através do Teorema de Borel-Lebesgue, podemos afirmar que existem
T1,...,T, € A de forma que

Ac | Og,. (1.1)

i=1
Como ¢ : Oy, — ¢(0y,) é difeomorfismo para cada ¢ € {1,...,n},
segue de (1.7) que A = {z1,...,2n}. L]
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2 Grau de Brouwer

Com a conclusao extraida da Proposic¢ao 5, definimos o grau topolégico
de Brouwer para aplicacoes de classe C' como segue.

Defini¢iio 6. Sejam 2 um subconjunto aberto e limitado de R™, ¢ :  —
R™ uma aplicacio de classe C! e b & (p(92) U p(9)). O grau de Brouwer
de ¢ em Q relativamente a b, denotado por d(¢, 2, b), é definido por

0, e ({b}) =0,
A0 =0 S sen(Upled), @ (B)) = far, . ),

i=1
onde a fungdo sgn : R — {0} — {—1,1} é dada por

-1, t<0,

w={ 7 {35

Vamos agora introduzir a definicao do grau de Brouwer para aplicacoes
continuas.

Sejam © C R™ um aberto limitado, ¢ : Q — R™ uma aplicacio continua
eb ¢ p(09). Considere r = dist(b, p(092)). E sabido (pelo Teorema de
Aproximagao de Weierstrass) que existe uma aplicagdo 1) € C?(Q,R") tal
aue o — ¥l o < 5

Para demonstrarmos a proxima proposi¢ao, que serd de grande valia
para a defini¢ao do grau de Brouwer para aplicagdes continuas, provaremos
o seguinte resultado:

Lema 7. Sejam H € C*(Q x [0,1],R") e b & H(d x [0,1]). Entdo,
d(H(-,t),Q,b) é constante em [0,1].

Prova: Na demonstragao deste lema, usaremos o seguinte resultado de
Analise no R™:

Resultado auxiliar: Sejam K C R™ um conjunto compacto, X C R™
e f: K xX — RP uma fungao continua. Entdo, firado xo € X e dado
€ >0, existe § > 0 tal que:

Ve e X; |z —xol <d=|f(y,2) — fy,m0)| <€, Vy € K.

Vamos fixar 7 € [0,1] e aplicar o resultado acima para as fungdes H e
02 H, onde Os H denota a derivada de H em relagdo a segunda variavel.
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Sendo assim, dado € > 0, existe 6 > 0 de maneira que

|H(y,t) - H(:U?T)' <€,

Vte [0,1]; [t—T7| <=
0, 1 ¢ = 7] {|@mw—@@mn<@

para todo y € €, de onde segue que

Vi [0,1]; [t—7| <8 = [[H(t) = H( )l ermy < €

Escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, podemos, entao, afirmar
que existe § > 0 tal que

A(H(-,t),Q,0) = d(H(-,7),,b), Vte[0,1] e [t—7] <.

Como [0,1] é compacto e conexo, e a funcao t € [0,1] — d(H(-,t),0Q,b) €
Z é localmente constante, concluimos que d(H(-,t),,b) é constante em
[0,1]. |

Proposigdo 8. Sejam 11,1y € C*(Q,R") tais que | — Villc@ < %

b ¢ l/)l (aQ b ¢ wQ(GQ) € d(wla be) = d(d’?v Qa b)

Prova: Seja a homotopia H : Q x [0,1] — R" dada por

e

H(x,t) =t (z) + (1 — t)ha(x).

Note que, para t € [0, 1],

VG, 0) = el = 1161 + (1= 02 — el
= [ltvr + (1 = O)he — to = (1 = )l o)
< tflvr — ‘P”c(ﬁ) + (1 =t)|lvb2 — <P||c(ﬁ)
<1tf+(1—1t)5—i
2 2 2
Portanto, |H(z,t) — ¢(z)| < %, para todo (z,t) € Q x [0,1]. Afirmamos
que b ¢ H(02 x [0,1]). De ato, suponha que exista (xg,tp) € 9Q x [0,1]
tal que H(xzg,to) = b.
Entao,

r = dist(b, p(9Q)) < |b — (x0)| = |H(xo,to) — ©(x0)| < g
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Isto é, r < 5. Eis, pois, uma contradigao.
Portanto, pelo Lema 7, temos que

d(H(-,t),Q,b) é constante em [0, 1],
de onde segue que

d(H(v O)a Q, b) = d(H(v 1)a Q, b)

d(’(/)27Q7b) = d(¢1aQ7b) | |

Através da Proposicao 8 podemos definir o grau de Brouwer de ¢ em
Q com relacao a b pondo

d(e,,b) = d(¢,Q,0),

onde 1 € C2(,R"), |l — Vllo@) < 5 er = dist(b, p(99)).
Dentre as propriedades do grau de Brouwer para aplicagoes continuas,
destacamos as quatro seguintes:

Proposi¢do 9. Se H € C(2 x [0,1],R™) ¢é uma homotopia e b ¢ H (O x
[0,1]), entdo
d(H(-,t),Q,b) é constante em [0,1].

Prova: Para cada 7 € [0, 1], dado € > 0, existe § > 0 tal que
tel01lr =t <é=H(t) —H( T)lcam <&

ja que H é continua em Q x [0, 1].
Sendo € > 0 suficientemente pequeno, podemos afirmar que:

d(H(-,t),Q,b) =d(H(-,7),Q,b) quando t ~ 7.

Logo, a aplicagao ¢t — d(H(-,t),,b) é localmente constante.
Como o intervalo [0, 1] é um conjunto compacto e conexo, concluimos
que d(H(-,t),8,b) é constante em [0, 1] . ]

Proposi¢do 10. Sel : Q) — R" é a aplicacio identidade, entdo d(I,€,b) =
1 para qualquer b € Q.

Prova: Como I’ = I, temos que:

d(I,Q,b) = sen(Jyb]) = 1. L]
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Proposi¢do 11. Seja ¢ : Q — R"™ uma aplica¢io continua com b & p(£2).
Entao d(p,Q,b) = 0.

Prova: Seja ¢ € C?(Q,R") tal que |¢ — Y@ < 5, com r =
dist(b, ©(012)). Temos, entdo, que:

(e, 2, b) = d(¢,Q2,b).

E facil verificar que b ¢ 1(Q). Dai, d(1,Q,b) = 0 (veja Definicao 6) e, por
conseguinte, d(p,Q,b) = 0. ]

Proposi¢do 12. Sejam ¢ : Q — R™ uma aplica¢do continua e b & (952).
Se d(p,2,b) # 0, entio existe v € Q tal que p(z) = b.

Prova: Se supuséssemos que b ndo pertencesse a ¢(€2), entdo nao existiria
7o € Q tal que ¢(z0) = b e, pela Proposicio 11, teriamos d(p,Q,b) =0. =

Com o auxilio das propriedades do grau de Brouwer para aplicagoes
continuas exibidas acima, podemos provar o Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer.

Teorema 13 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja B = B,.(0) =
{x € R?; ||z|| < 7}. Se f: B — B ¢ uma aplicagdo continua, entio
existe xo € B tal que f(x0) = xo.

Prova: Definamos ¢ : B — R"™ por ¢(z) = = — f(x), para z € B.
Claramente, ¢ é uma aplicacio continua em B.

Se existir xg € IB tal que f(xg) = xg, o resultado esta demonstrado.
Suponhamos, entdo, f(xz) # x (e, portanto, p(z) # 0), para qualquer
x € 0B. Neste caso, 0 ¢ p(0B).

Consideremos a homotopia H : B x [0, 1] — R" definida por H(x,t) =
x —tf(x), para (x,t) € B x [0,1] .

Afirmamos que 0 ¢ H(9B x [0,1]). De fato, se t = 1,

H(z,1) =2 — f(z) = p(x) #0, Yz € 0B.
Agora, se tg € [0, 1), entdo para y € B, temos
[t f (W)l = toll f W) < tor <7 = [lyl,

0 que mostra que tof(y) # y, para qualquer y € 9B. Por conseguinte,
H(y,to) # 0 para qualquer y € 9B, e 0 ¢ H(9B x [0,1]).
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Pela Proposigao 9, d(H(-,t), B,0) é constante para todo ¢ € [0,1]. Dali,
d(H(-,0),B,0)=d(H(-,1),B,0). (1.2)
Por outro lado,
H(2,0) =2 =I(x),Yr € Be H(x,1) = ¢(x), Yx € B. (1.3)
Entéo, por (1.11), (1.12) e pela Proposigao 10, temos
d(y, B,0) = d(I, B,0) = 1.

Portanto, d(p, B,0) # 0 e, pela Proposigdo 12, concluimos que existe
xo € B tal que p(zg) = 0, ou seja, existe xg € B tal que f(zg) = zo. [

3 Grau de Leray-Schauder

Veremos, agora, a teoria do grau valida em espacos de dimensao in-
finita. No que segue, E' denota um espaco de Banach munido da norma

Definicao 14. Seja §2 um subconjunto aberto e limitado de E. Diremos
que uma aplicacdo do tipo ¢ = I — T : Q — E é uma perturbacdo de
dimensao finita da identidade, onde I : E — E é a aplicacao identidade e
T € C(Q, E), quando T'(Q) estiver contido em um subespago de dimensao
finita de F.

Definicao 15. Seja 2 um subconjunto aberto e limitado de E e seja ¢ =
I —T :Q — E uma perturbacio de dimensdo finita da identidade. Se
b ¢ $(0Q) e F for um subespago de dimensdo finita de E contendo b e

T(Q), definiremos o grau de ¢ em 2 com relagdo a b por:
d((ba Q7 b) = d(¢|§ﬂF7 an Fa b)

Devemos verificar que esta defini¢ao é “consistente”, no sentido de que a

mesma independe da escolha do subespago F' que contém b e T(Q). Sejam,

pois, F; e Fy subespagos de dimenséo finita contendo b e T'().
Como F; N Fy é um subespago de E de dimensao finita que contém b

e T(Q), temos:

d(¢|ﬁr‘|}7‘179 N Flab) = d(as‘ﬁmFlﬂFQaQ N Fl N F27b)ﬂ (14)

BICMaT, VoLuME XII, OutuBro DE 2015



24 TEORIA DO GRAU DE BROUWER E TEORIA DO GRAU DE LERAY—SCHAUDER

d(Pgnr,, QN F2,b) = d(dgnp,nr, 2N F1L N Fa,b). (1.5)
De (1.4) e (1.5), segue que

d(gb‘ﬁmFlaQ N F17b) = d(¢|ﬁmp279 N FQab)'

Definicdo 16. Seja €2 um subconjunto aberto e limitado de E. Um ope-
rador T': Q@ — E ¢é dito compacto se ¢ continuo e T(Q) é relativamente

compacto (ou seja, o conjunto T'(€2) é compacto).

Denotemos o conjunto de todos os operadores compactos 7' : Q — E
por Q(Q, E).

E facil verificar que Q(Q, E) munido da norma

IT)q =sup |T(2), T €Q(E).
€

é um espago de Banach.

Lema 17. Seja K C E um conjunto compacto. Entdo, dado € > 0, existe
um subespaco de dimensao finita F. de E e uma aplica¢do continua g :
K — F; tal que ||z — g-(2)|| < € para qualquer x € K.

Prova: Dado ¢ > 0, temos que K C |J, o
de K que existem yi,...,y, € E tais que

B(z,¢). Segue da compacidade

K C U B(yi,é‘).
i=1

1=

Consideremos F; = [y1, ..., yn| (subespago gerado por y1,...,y,). Cla-
ramente, dim F, < oco. Para todo i € {1,...,n}, consideremos as seguintes
fungoes

b; : F — R, definidas por

bi(z) = e—|le—will, sexe€ B(y,e),
0, se ¢ ¢ B(yi,¢).

Usando as funcoes b;’s, definimos g, : K — F por

_ Z;‘l=1 bz(x)yz
ge(x) - Z?:l bl(l‘) .

Como as fungoes b;’s sdo continuas, segue que g. também é continua.
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Além disso,

A et
Hill z)(x — yw
bi(x)

S @)l — il
=TS )

[z = ge ()] =

B

Dai, para todo z € K,

Z:L L bi(z)

o —g:(@)|| < S ——Se=¢ L
: Zz 1 bi(w)
Definicdo 18. Se T': Q — E for um operador compacto, diremos que a
aplicagao ¢ = I — T é uma perturbagao compacta da identidade.

E facil verificar que se T € Q(f, F) entdo a aplicagio ¢ = [T : Q —
E é fechada e propria.

Afirmamos que podemos aproximar ¢ = I — T com T € Q(Q, E) por
uma perturbagao de dimensao finita da identidade ¢,, = I —T;., com r > 0.

De fato, dado b ¢ ¢(9R), seja r = dist(b, p(992)). Considere K = T(Q)
e observe que K é compacto em E, pois T é continua e € é compacto.
Pelo Lema 17, existe um subespago de dimensao finita F'z e uma aplicagao
continua gz : K — Fz tal que ||z — gz (z)|| < 5, para qualquer x € K.

Defina T, : Q@ — F:r e ¢ : @ — E por T.(z) = (95 o T)(x) e
ér(x) = v — T, (), para o € €, respectivamente.

Afirmamos que b ¢ ¢,.(092). Com efeito, dado xg € 952, temos

16— &r(zo) [l = (b = d(@0)[| = l|¢(x0) + &r (o)
> —|[T(xo) = Tr(xo)|

=71 — [T (o) — (g5 o T)(xo)|
roor
>pr——=-.
- 2 2
Definicdo 19. Sejam ) um subconjunto aberto e limitado de E e ¢ =
I-T:Q — Fumaaplicacio, onde T :  — E é um operador compacto.

Se b ¢ $(09), definimos o grau de ¢ em ) com relacao a b por
d(¢,Q,b) = d(¢, Q,b),
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onde ¢, = I — T, é uma perturbacao de dimensao finita da identidade que
satisfaz

o =6l < 5, (1.6)
onde r = dist(b, p(99)).

Note que o conjunto das perturbagoes de dimensao finita da identidade
que usaremos para calcular o grau d(¢,€,b) é nao vazio, pois a aplicagio
¢r =1—T,, com T, =gz oT, cumpre as exigéncias da Definigao 19.

Proposicdo 20. A Defini¢io 19 independe da escolha de ¢,..

Prova: Sejam ¢,, = — T}, e ¢, = I — T}, onde ¢, , ¢y, : & — E sao
duas perturbagoes finitas da identidade, com

H¢—@i<g,i:LZr:mm&¢@m)

Sejam Fy e Fy subespagos de dimensdo finita de E tais que T}, (Q) C
F,e be F; parat=1,2.

O subespago F' = F} + Fy contém b e T, (), para i = 1,2.

Para facilitar a notagao, tomemos ¢,.. = ¢y, anr i =1, 2. Desta forma,

d(¢rivﬂab):d($ri7QﬁF>b)a i:1a2-

Consideremos, agora, a homotopia H : (QNF) x [0,1] — F dada por
H(z,t) = tg, (x) + (1 —t)p,, (), para (z,t) € (AN F) x [0,1].
Veja que

lp(z) — H(z, )| = [to(x) + (1 = )¢(x) — 1o, (x) + (1 = )¢y, (z)]|

< tll¢(x) = b, (@) + 1 = t)llg(x) — &, (2)]
thp(1—t)s =L
< 2 2 2
Dessa forma b ¢ H(9(Q2N F) x [0,1]), pois, para x¢g € (2N F), temos

b= H(zo, to)]| > Ib = d(zo)l| ~ [6(x0) — H(zo )| > 7~ £ = = > 0.

Usando a Invaridncia do Grau de Brouwer por homotopia, temos

d(¢r,,Q,0) = d(9,,, QAN F,b) = d(¢,,, AN F,b) = d(r,, 2,b). =

T2
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Dentre as propriedades do grau de Leray—Schauder, destacamos as se-
guintes:

Proposicdo 21. Se Q é um subconjunto aberto e limitado de E e I : E —
FE ¢ a aplicagao identidade, entao:

1, beq
d(I,Q,b){ 0. b¢n.

Proposicdo 22. Sejam 2 um subconjunto aberto e limitado de E e ¢ =
I-T :Q — E uma aplicacéo, onde T : Q — E é um operador compacto.
Se b ¢ ¢(Q), entio d(¢,Q,b) = 0. Em particular, temos b ¢ $(0Q) e
d(¢,,b) # 0, entao existe ug € Q) tal que ¢(ug) = b.

Proposi¢io 23. Seja H uma aplicagio em C(Q x [0,1], E) definida por
H(z,t) = 2 — S(z,t), para (z,t) € Q x [0,1], onde S : Q x [0,1] — E
é um operador compacto. Se b ¢ H(OQ x [0,1]), entao d(H(-,t),Q,b) é
constante em [0, 1].

As demonstragoes das proposigoes acima sao extensas e, por isso, jul-
gamos por bem nao explora-las aqui. Estas podem ser encontradas em [1]
e [2].

Como consequéncia das trés propriedades listadas acima, obtemos o
seguinte resultado.

Teorema 24 (Teorema do Ponto Fixo de Schaefer). Seja T : E — FE
um operador compacto. Se existir r > 0 tal que

oT(u) =u < |jul] <r
parau € E e o €[0,1], entao T admitird um ponto fizo em E .

Prova: Seja B, (0) = {z € E;||z|| < r} e defina H : B,.(0) x [0,1] — E
por H(u,0) = u— 0T (u), para (u,o) € B,(0) x [0,1].
Afirmamos que 0 ¢ H(0B,(0) x [0,1]). De fato,

0=H(u,0) ©0=u—0T(u) ©u=0T(u) < uec B.(0).
Pela Proposicao 23, temos

d<H<'7O)’BT(0) ) d( ( >7BT<O)’0) =
d(I, B,(0),0) = d(I — T, B,(0),0).
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Entéo, pela Proposicao 21, d(I-T, B-(0),0) = 1 # 0 e, pela Proposicao
22, existe u € B,.(0) tal que

(I —T)u=0, isto ¢, u = T'(u). ]
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Convergéncia Pontual da Série de Fourier

Felipe Felix Souto!
Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: A anélise de Fourier tem sua importancia na resolugao de equa-
¢oes diferenciais parciais (EDPs) que modelam fendémenos tais como a
conducao de calor em uma barra, as vibragoes transversais da corda e
o equilibrio de forcas de uma membrana. Neste trabalho, construiremos
os resultados necessarios para provar a convergéncia pontual da série de
Fourier, além de apresentarmos um exemplo de uma funcdo continua que
possui série de Fourier divergente em um ponto.

Palavras-chave: Séries de Fourier; Convergéncia Pontual; Fun¢ao Conti-
nua

1 Introducdo

No século XVII, com a criagdo do Calculo Diferencial e Integral, o es-
tudo de Equagoes Diferenciais foi motivado por suas intmeras aplicagoes
& mecénica de particulas. Com isso, a partir do século XVIII, iniciou-se
a procura por modelos que representassem o estudo da mecénica continua
e de outras partes da fisica, como a termodinamica, através de Equagoes
Diferenciais. Entretanto, esses fendmenos s6 puderam ser expressos por
meio de Equacgoes Diferenciais Parciais. Os principais problemas aborda-
dos foram a conducao de calor em uma barra, as vibragoes transversais
da corda e o equilibrio de for¢cas de uma membrana. Esses problemas po-
dem ser resolvidos por meio do Método de Fourier e assim, é importante
estudar os resultados presentes na Teoria da Anéalise de Fourier. O que
faremos aqui é introduzir o conceito das Séries de Fourier, analisar as con-
digdes suficientes para que tais séries convirjam pontualmente, veja [1], e
apresentar um exemplo em que a série diverge, baseado em [2].

1 Bolsista FAPESP, Processo 2015/00534-0

29



30 CONVERGENCIA PONTUAL DA SERIE DE FOURIER

2 Conceitos Bésicos

Definicdo 1. Seja f : R — R uma funcado, dizemos que f é uma fungao
periodica de periodo T, quando: f(z +T) = f(x),Vx € R.

Defini¢do 2. Dizemos que uma fungdo f : [-L,L] — R é £!, quando for
integravel e absolutamente integréavel.

Observacio 3. E possivel mostrar que toda funcio continua é uma fun-
cao £

Definicdo 4 (Série de Fourier). Seja f : R — R uma funcio £! e perio-
dica de periodo 2L. A série de Fourier que representa f é dada por:

18

S+ 2 (ancos (") + by sen (“32))
n=1

onde os coeficientes a,, e b, sao denominados coeficientes de Fourier e sao
dados, para cadan =1,2,..., por:

ag = i/_LL f(x)de, apn, = i/_LL f(x)cos (?) dz,

by, = ;}/_LL f(x)sen (?) dz.

Definicdo 5. Seja f : R — R uma fungéo.

(i) A funcdo f serd seccionalmente continua quando tiver apenas um
namero finito de descontinuidades de primeira espécie em qualquer
intervalo limitado;

(ii) A fungdo f sera seccionalmente diferenciavel quando for seccional-
mente continua e sua derivada também o for.

Enunciaremos aqui dois teoremas de convergéncia de séries que utili-
zaremos mais a frente:

Teorema 1 (Critério de Cauchy). Urma sequéncia de fungées f,, : I C— R
converge uniformemente se, e somente se, for uma sequéncia de Cauchy,
isto €, Ye > 0, existe ng € N tal que m,n > ng = |fu(x) — fm(z)] < €,
para todo x € 1.
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Prova: Inicialmente suponha que (f,(z)) convirja uniformemente para
uma funcao f : I — R. Entao, dado € > 0, existe np € N: n > ng =
|fn(z) = f(x)] < §, Vo € I. Essa afirmacao vale também para m > ng.
Portanto:

Fa@) = fun@)| < [fa(@) = f@)] + |fnl@) = f@)] < 5+ 5 =€ VoL,
ou seja, é uma sequéncia de Cauchy.

Reciprocamente, suponha que a sequéncia de fungoes f, seja de Cau-
chy. Assim, para cada a € I, temos que os nimeros f,(z) formam uma
sequéncia de Cauchy de niimeros reais, logo converge para um nimero que
denominaremos por f(x), para cada x € I. Portanto, definimos a fungio
f: I — R tal que ILm fo(x) = f(x), para todo x € I. Logo, f, con-
verge pontualmentenpag f. Para mostrar a convergéncia uniforme, seja
€ > 0, entao existe ng € N tal que m,n > ng = |fu(z) — fm(z)] < §,
Vz € I. Nesta desiguladade, fixando z e n, fagamos m — oo e obtere-
mos: |fp(z) — f(2)] < £ < ¢, Vo € I. Portanto, temos a convergéncia

2
uniforme. [}

Observacao 6. Note que o Critério de Cauchy é aplicével as séries, pois
podemos considerar qualquer série como a sequéncia de suas somas parci-
ais.

o0
Teorema 2 (Teste M de Weierstrass). Seja Y. f.(x) uma série de fun-

n=1
¢oes, onde f,, : I — R sao definidas em um subconjunto I C R. Suponha
que existam constantes My > 0 tais que:

|fn(x)] < My, Yo eI

[o ] o0
e a série numérica Y, M, convirja. Entdo, a série de funcgoes > fn(x)
n=1 n=1
converge uniformemente e absolutamente em I.

Prova: Seja f, : I — R. Para n,p € N, temos, pela convergéncia da série
numeérica, que dado € > 0, existe ng tal que paran >ngep e N:

[fo(@) + frg1(2) + -+ frap(@)] < | fal@)] + [ farr (@) + -+ [faip(2)]
<M, +My1+---+ Mgy <e Vxel

Pelo Critério de Cauchy, > fn(z) e > |fn(x)| convergem uniforme-
n=1 n=1

mente. |
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3 Convergéncia pontual

Nesta se¢ao, vamos mostrar que a série de Fourier de uma fungao con-
verge pontualmente, sob certas condicoes. Para isto, provaremos o seguinte
resultado que garante que toda funcio £! pode ser aproximada por uma
funcao continua.

Proposi¢do 7. Seja f : [a,b] — R uma funcdo £, entio dado € > 0, existe
uma fungdo continua v : [a,b] = R tal que

/ () — Y(@)lda < e

e p(a) =(b) = 0.

Prova: (i) Primeiramente, suponha que f seja limitada. Como f é in-
tegravel, existe uma partigdo de [a,b], a = 29 < 21 < --- <z = b,
tal que

/f dx—ij( —zj-1) < §, (1.1)

onde m; = inf{f(z) : z;_1 < x < z;}, para cada j = 1,2,... k.
Agora, considere a funcao escada x(z) = mj, para z;_1 < x < x;,
que é integravel pois o conjunto de descontinuidade tem medida nula.
Desta maneira, segue de (1.1) que:

/: flx)dx — /abx(x)dx _ /ab[f(z) — (@)|dz < % (1.2)

Para a construcao de 1, usaremos a seguinte ideia:

Temos que x é uma fungao escada, logo, observando o grafico, pode-
mos associar varios retangulos. Agora, para cada n € N, “transfor-
maremos”’ os retdngulos em trapézios cujos lados tem inclinagao n
(angulo da base) e para cada grafico, associaremos uma fungao que
chamaremos ,, (veja Figura 1.1).

Desta maneira,

k 2
/ () bl = 3 ity
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Figura 1.1: Construgao de 1,

Além disso, f € limitada, entdo existe M > 0 tal que |f(z)] < M,
Vz € [a,b]. Disto, obtemos:

KM?
/Ix (@)l < L.

Como K e M sao constantes, existe ng € N suficientemente grande
de modo que:

/ Ix(x (x)|dx < , Vn > ng. (1.3)

Podemos concluir de (1.2) e (1.3) que, dado € > 0, existe ng, de
modo que existe uma funcdo continua ¥, : [a,b] = R, com ¢, (a) =

¥ (b) = 0 tal que:

b b
/|ﬂ@—wmwwxs/|ﬂw—xuwm

/ Ix(z (x)|dx < €, Yn > ng.

(ii) Suponha que f ndo seja limitada em [a,b], mas integravel. Assim,

suponha que f seja ilimitada apenas nas vizinhancas de a e b, caso
tenha mais pontos, o tratamento serda analogo. Desta forma, dado
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€ > 0, existe § > 0, tal que:

b—¢
wiie— [ 1@

Como f é limitada e integravel em [a+ 6, b—¢], existe uma ¢ continua
tal que:

< % (1.4)

b—95 €
| 1#@ - vwlds < 5. (1)

+4

Basta definir, 1 : [a,b] — R como 9!(x) = ¥(x), quando a + 6 <
r<b-65ey!(z) =0, quando a < x <a+doub—46 <z <b
Assim, de (1.4) e (1.5), tem-se:

[ 15—tz = [ i@t [ i@

b—s
+/ |f(z) — Y(x)|de <,

+4

pois:

/(la+5f(x)|dx+/b x)|dz| = / |f(z)|dz— /b 6\ f(z)|dz|. m

Corolario 8. (i) Seja f : [a,b] — R uma fungdo £, entdo dado € > 0,

existe uma sequéncia de fungdes continuas Y, : [a,b] — R tal que

/ 1(2) = Yn(@)lde < ¢

e Pn(a) =1Pn(b) =0

(ii) Seja f : R — R uma funcdo £ e periddica de periodo 2L, entdo dado

€ > 0, existe uma sequéncia de funcgoes continuas periddicas, com o
mesmo periodo de f, vy, : [-L,L] — R tal que

L
/ (@) = vn(a)lde < €

—L

e Yn(—L) = ¢n(L) = 0.
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Lema 9 (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja f : [a,b] = R uma fungdo
£l entdo:

b

tlggo/ f(z)sen(tx)dx = 0; (1.6)
b

tlgr;(j/ f(z) cos(tz)dx = 0. (1.7)

Prova: (a) Suponha, inicialmente, que f seja limitada, isto &, existe
M > 0 tal que |f(x)] < M, Va € [a,b]. Como f é integravel, existe
uma partigdo P : a = 29 < 21 < -+ < x, = b tal que S[f,P] —
s[f,P] < 5, onde S[f, P] e s[f, P| sdo as somas superior e inferior
de f em relagdo a P, respectivamente. Além disso, sejam M; =
sup{f(z),x € [xj_1,x;]} e mj = inf{f(x),x € [x;_1,x;]}. Provemos
apenas que vale (1.6), pois (1.7) pode ser demonstrado de forma
analoga.

Considere a seguinte partigao de [a,b] : z; = a + %(b — a), para
7=1,2,...,n. Entao:

/ab f(x)sen(tx)dr = Ji:l flz;) /;jl sen(tz)dz

i
Tj

+3 | 1) = f(w;)] sen(ta)da.

J=1Jz; 4

Como
cos(tx;—1 — cos(tz;)

z;
’ / sen(tx)dx
Tj—1 t

e |f(z) — f(zj)] < |M; —mj|,Yo € [z;_1,2;], segue que :

‘/ab f(z)sen(tz)dx g Z( —my) (@ — z_1).

Observe que o somatorio acima é a dlferenga S[f, P] — s[f, P], entao
dado € > 0, existe ng € N tal que S[f, P] — s[f,P] < §, Vn > no.
Além disso, fixado ng, podemos considerar tg de modo que: % <
5. E desta forma obtemos (1.6).

<

2
t

(b) Seja f uma fungao £' qualquer. Dado € > 0, pela Proposicio 7,
existe v : [a,b] — R continua tal que

/ |f(z |d$<§
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Além disso, toda funcao continua é limitada e integravel em um
compacto, entao segue de (a) que existe ty tal que:

x) sen(tx)dr|< Yt > to.

€
27

Portanto,

‘/ab f(z)sen(tx)dx <‘ /abw(m) sen(tx)dx

/|f (@)ldz < €, Vit > to.

Logo, segue o resultado. ]

Definicao 10. Seja f : R — R uma funcdo periddica de periodo 2L. A
expressao:

= (b $omp)

k=1

é chamado de niicleo de Dirichlet de f.

Observacao 11. Nas mesmas condigoes da definicdo acima, pode-se de-

monstrar usando a referéncia [1], as seguintes propriedades do nicleo de
Dirichlet:

(i) D, é uma funcao par;

(i) /_ LL Dy (2)dz =

(iii) D, é periodica de periodo 2L;

(1v) Du(0) = 7
(v) D,, é uma fungdo continua;

(vi) Vale a seguinte expressdo para © # 2kL, k € Z:

Sen((n—|— 72

)
2L sen( ' (18)

D, (x) =
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Lema 12. Seja f : R — R uma funcéio periddica de periodo 2L e £ em
[-L,L]. Considere s, a n-ésima soma parcial da série de Fourier de f.
FEntao a expressdo:

fle+0) - fz—-0)
2 )

en () = sn(x) —

pode ser escrita como:

0= [ DuSte+0) - e+ O]+ 15 -0~ 1o -0

A prova do Lema 12 pode ser encontrada em [1].

Proposicédo 13 (Teste de Dini). Seja f: R — R uma fungdo periddica de
periodo 2L e &' em [—L, L]. Defina g(z,t) = [f(z+t) — f(x+0)]+ [f(z —
t) — f(x —0)]. Fizado x € [—L, L], suponha que exista n > 0 tal que:

r

erista. Entao e, — 0, ou seja, s, —

t

g(x,t) ‘dt

w, quando n — 0.

Prova: Pelo Lema 12,

L
) = /0 Dy ()([f(z+1) = f(&+0)] + [f(x —t) — f(z = 0)])dt.

Assim, podemos reescrever a expressao, utilizando (1.8), como:

en(z) = /OétDn(t)'g(xt’t) ‘dt+/j sen <<n+ ;) Za:> %g&x)dt

Para o célculo da primeira integral, tomaremos J > 0 suficientemente
pequeno, equanto que para a segunda, utilizaremos o Lema9.
Primeiramente, observe que, como a fungao seno é continua e crescente

em [0, L]:

t sen ((n+ 3)Zt t 1
Do) < |2 nt o) 20 <l e

2L sen (%t) 2L ben(2Lt) 2

Logo, dado € > 0, considere § < min{n, L}, entdo:
5 5
t 1 t
/ 1D (1) 25 | gy < f/ 9@ | gy € (1.9)
0 t 2 0 t 2
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Agora, fixado J§, vamos analisar a segunda integral. Para aplicar o Lema
de Riemann-Lebesgue, devemos mostrar que:

o glx,t)
h(tpm, te s L]

é integravel. De fato, g(x,t) e a funcdo seno sao integréaveis e além disso,
para t € [4, L], temos que sen (%t) # 0. Desta maneira, para n suficien-
temente grande, temos:

L
1\ 7 g(z,t) €
— | = — " dt| < —. 1.10
/5 sen <<n+ 2> L$> 2L sen (%x) 2 ( )

Portanto, segue de (1.9) e (1.10) que, para z fixado:

en(z) <e.

Assim, e, — 0, quando n — o0, o que implica, pelo Lema 12, que s,, —
w, quando n — co.
Mostramos assim, a convergéncia da soma parcial da Série de Fourier. m

Feito essa proposicao, agora vamos considerar hipoteses em uma funcao
para garantir a convergéncia pontual de sua série.

Definicao 14. Seja f : R — R uma aplicacdo. A fungao f é Holder
continua quando existem constantes reais nao negativas C,a € R* tais
que para todos z,y € R:

|f(z) = f) < C |z —yl|*

Proposicdo 15. Seja f : R — R uma fungdo periddica de periodo 2L, £
em [—L, L] e Holder continua na vizinhanga de um ponto x fizado, entio
a Série de Fourier de f converge pontualmente.

Prova: Como f é Holder continua em uma vizinhanga de x, existem § > 0
e C,«a € R*| tais que, Vi, s € [x — §,x + 4]

[f(@) = F(s)| < C [t — 5[

Podemos observar que f é continua em [z — §, z + J], ou seja, f(z +0) =
f(x—0) = f(z). Além disso,

g(z, O < [f(z+1) = f@)| +[f(z = 1) - f(2)| <201" =

) )
/ g(x’t)’dtg/ 11t < o0,
0 3 0
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Logo, pelo Teste de Dini, segue o resultado e s,, () — f(z), paracadax. =
Vamos enunciar um resultado no caso em que f é diferenciavel.

Corolario 16. Suponha que f : R — R uma fung¢ao periddica de periodo
2L, &' em [—L, L], seja diferencidvel em x € R. Entdo a Série de Fourier
converge pontualmente.

Prova: Como f é derivavel em z, pelo Teorema do Valor Médio, Vi, s €
[z — 0,z + 0], existe ¢ € R, tal que f(t) — f(s) = f'(c) (t — s). Assim, pela
Proposicao 15 segue o resultado. [

Agora, enunciaremos o principal teorema sobre convergéncia pontual
das Séries de Fourier.

Teorema 3 (Teorema de Fourier). Seja f: R — R uma fun¢ao periddica
de periodo 2L e seccionalmente diferencidvel. Entdo sua Série de Fourier

converge, em cada ponto x, para w, ou seja,

_|_

f@+0)+ f(z—0) ao
2 T2

118

(an cos (%) + b, sen (%)) .

n=1

Prova: Como f é seccionalmente diferenciavel, segue que:

f;(x):tli%i f(:c—i—t)‘ft‘f(m—&-o) efi(m):t]i%l_ f(:c—t)—it—f(a:—o)

existem, logo

gz, t) _ [fla+t) = fle+0)]+[f(z—1) = f(z - 0)]

4 t

é limitada em [—L,L]. Entao, estamos nas hipoteses da Proposigdo 13.
Portanto, a série de Fourier de f converge pontualmente para a média dos
limites laterais da f. E assim segue o resultado. ]

Até agora, vimos condigOes suficientes para que a Série de Fourier de
uma fungao peridédica convirja pontualmente. Entretanto, se uma funcao
for continua, podemos garantir a existéncia dos coeficientes de Fourier e até
mesmo construir sua Série. Dito isso, sera que é suficiente que a fungao seja
continua, para que tenha uma Série de Fourier pontualmente convergente?
A resposta, infelizmente, é nao e a justificativa vem no exemplo a seguir:
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Exemplo 17 (Funcdo continua com série de Fourier divergente). Co-
mecgaremos com o seguinte lema:

Lema 18. O somatdrio

cos((r+1)x)  cos((r + 2)x) R w

olnre) = —5 o — 3 1
cos((r+n+1))x) cos((r +n+2)x) cos((r + 2n)x)
- 1 a 3 -1

€ limitado para todos n,r € N e x € R.

Prova: Note que:

o(n,r,x) =

v

nocos((r+mn—uv+1)x) —cos((r+n+wv)x)
=1 20 —1

s (¢ s 1)) & 4 D0

Fazendo uma mudanga de variavel de A = 2v — 1, obtemos:

9 sen <(r +n+4 ;) x) v; 7sen(2(5j1%)$) —
2sen ((r +n+ ;) :L> 2331 sen((/\;‘)x)‘ (1.11)

A=1

Observamos que (1.11) é limitado pois:

2n—1 sen((%)x)

(1.12)
A=1 A
converge uniformemente (veja Observagao 19), logo é limitado, e como a
fungao seno é limitada, concluimos a prova do lema. [
Feito isso, denote por G,, o grupo dos 2n nimeros:
1 1 1 1 1
7u77"’77717_17_77"'7_
2n—1"2n-3 3 3 2n —1
e seja A, Ao, ... uma sequéncia crescente de inteiros. Tome os ntmeros
dos grupos Gy, ,Gx,, ... em ordem e multiplique cada um dos ntimeros de
G, por v~2, obtendo a sequéncia (v, )nen:
1 1 1 1
1220 — 1) 12(20 — 1)1 22(205 — 1)722(202 — 3)7
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Agora, considere a série:

& ()\n;2/\1+2>\2++2>\n—1>x)
ngl 2 .

n

Pelo Lema 18 e pelo Teste de M Weierstrass, segue que a série converge
uniformemente e absolutamente. Suponha que convirja para uma funcao
f(x) e além disso, como ¢ é continua, entdo f também é continua.

Observe que pelo fato de f ser continua, podemos multiplicar por
cos(mx) ou sen(mx) e integrar (como na construgao dos coeficientes de
Fourier de f), assim a integral de cada termo sera zero, exceto nos termos
da forma v, cos(mz), por causa da ortogonalidade, assim obtemos:

2m 2m
1
(x) cos(mx)dx = apm = ay = — (x) cos(mz)dx.
0 T Jo

Ou seja, os numeros «,, sdo os coeficientes de Fourier de f e a série

o0
> ay cos(nx) é a Série de Fourier de f.
n=1
Por fim, podemos escolher )\, de modo que a série de Fourier seja

divergente em x = 0. De fato, considere s,, a n-ésima soma parcial, entao:

Y (R S
S = — e —
e (113)
1 [ In(\,) '
> — — dr = :
ve Jo

02

Desta maneira, se A, tender a infinito suficientemente rapido, por exem-
2
plo se A\, = vV . Neste caso, s, — oo quando n — oo para alguns valores
da sequéncia. Portanto a Série de Fourier diverge em z = 0.

Observacdo 19. Note que (1.11) converge uniformemente pois é a parte
imaginaria da série complexa abaixo:

que converge uniformemente, para 6 € [e,7] e € > 0, pois: seja € > 0,
considere 0 € [e, 7] e

E’n,(g) _ Z ema
k=1
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0 7 1 3 5 B 3 B3 7 £ 5 B3 3 B3 7

Figura 1.2: Aproximacao do grafico da fungao % através dos ntimeros
impares

e observe que, para n,m € N,

n Zkg n 1
Z: k; E[ 1 (0) — Ex—1(0)].
Além disso,
no1 n—1 1
2 pEe-1(0)= > —E(0).
k=m j=m—1.J
Entao
noet nor 1 1 1
> = X g B B0) - B (0), (114)
Note que
|€i0 _ ei(n+1)0| 2 1
E,(0)] = - < . 1.15
[Ex (6)] [L—e® = |eif —eis| ~ sen(d) (1.13)
Por (1.14) e (1.15), temos que:
n eik@ )
<
,gm k|~ msen(s)

Segue pelo Critério de Cauchy que a série converge uniformemente.
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Abstract: The Fourier Analysis has its importance in the resolutions of
partial differential equations (PDEs) representing some phenomena like
heat conduction on a bar, transverse vibrations of the string and force
equilibrium of a membrane. In this work, we will build necessary results
to prove the pointwise convergence of the Fourier Series, besides presenting
the example of a continuous function that the Fourier series diverges in a
point.
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O Modelo Predador—Presa de Volterra
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Resumo: Com este trabalho pretendemos apresentar uma importante apli-
cagao de Equagoes Diferenciais Ordinarias envolvendo um sistema nao li-
near de equagoes, no qual utilizaremos diversas técnicas matemaéticas para
o estudo das solugoes.

Palavras-chave: modelo predador-presa, Volterra, equacoes diferenciais
ordinarias

1 Introducdo

Um problema real nao pode ser representado de maneira exata por
uma expressao matematica, porém, quando sao consideradas as varidveis
essenciais do fendmeno estudado, o modelo matemaético que simula tal feno-
meno podera levar a solugoes bem proximas das observadas na realidade.
Quando medimos as variagoes das quantidades envolvidas no fenémeno e
se tal fendbmeno variar continuamente, entao as equacgoes diferenciais sao
ferramentas tteis no processo de modelagem. Neste trabalho utilizamos os
métodos matematicos das equagoes diferenciais no modelo Predador—Presa
de Volterra.

1.1 Vito Volterra

Volterra foi um famoso matematico e fisico italiano que fortemente in-
fluenciou o desenvolvimento moderno do calculo. Doutor em Fisica pela
Universidade de Pisa, onde foi professor de mecénica e chegou a ocupar
a cadeira de Fisica Mateméatica. Foi nomeado catedratico de Mecénica
em Turim e depois de Fisica Matematica em Roma. Em 1938, foi ofere-
cido a ele um titulo honorario da Universidade de St. Andrews, porém
seu médico nao permitiu que fosse buscar. Volterra deu um total de qua-
tro exposigoes plenarias em diversas edigoes do International Congress of
Mathematicians, mais do que qualquer outro académico na histéria. Vol-
terra foi pioneiro no estudo das equagdes integrais, além de estudar a
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46 O MobpELO PREDADOR—PRESA DE VOLTERRA

relagao entre a matemaética e a biologia, a equacao de Verhulst e as curvas
logisticas. Além de escrever sobre equagoes predador—presa.

Figura 1.1: Vito Volterra (1860-1940)

2 O Modelo

O modelo Predador—Presa de Volterra estuda as interagoes entre a es-
pécie das presas (x) e a dos predadores (y) envolvendo duas equagoes dife-
renciais, a da variagao da populagao de presas e a da variagao da populagao
de predadores.

Para esse estudo, supbe-se que os meios de subsisténcia para as pre-
sas sao ilimitados, isto é, nao ha competicao por alimento entre elas, e
que os predadores sao o tnico fator inibidor do seu crescimento populaci-
onal. Logo, se nao houvesse predadores, a populagao de presas cresceria
de acordo com a taxa de variacao dada pela equagao ‘fl—f =ax,ondea >0
é uma constante. Quanto aos predadores, supomos que eles se alimentam
exclusivamente das presas, ou seja, sem elas, eles desapareceriam. Assim,
se nao houvesse presas, a populagao de predadores decresceria de acordo
com a taxa de variagao dada pela equagao % = —cy, onde ¢ > 0 é uma
constante. Entretanto, o objetivo é estudar as leis de variacao das popu-
lacoes considerando a interagao entre as duas espécies.

3 Andlise das Equagdes

As taxas de variacao das populagoes sao dadas pelas seguintes equacgoes:

dzx

e (a —by)z, (1.1)
dy
i (—c+dx)y, (1.2)

onde b > 0 e d > 0 sdo constantes.
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O numero de encontros entre individuos das duas espécies em um in-
tervalo unitario de tempo é proporcional a zy: digamos que seja igual a
axy. Esses encontros trazem resultados negativos para as presas — diga-
mos que a populagao x diminui #; membros para cada n encontros. Logo,
a populacao = diminui de %oz:vy = bxy membros por unidade de tempo,
explicando o uso do termo —bzy. Analogamente, esses encontros resul-
tam benéficos para os predadores — digamos que a populacdo y aumenta
de B2 membros para cada n encontros. Logo, a populacdo y aumenta de
%awy = dxry membros por unidade de tempo. Pode-se dizer, entao, que
o coeficiente b mede a susceptibilidade da espécie x as agoes predatoérias e
o coeficiente d mede a habilidade predatoria da espécie y.

4 Estudo da Curva e das Solugdes

As equagoes (1.1) e (1.2) ndo podem ser resolvidas explicitamente em
funcdo de x e y, respectivamente. Porém, podemos considerar uma curva
C no plano zy Dada por r(t) = (z(t),y(t)). Assim, é possivel determinar
a equacao cartesiana desta curva.

Pela regra da cadeia, temos que

dy dyde _dy %

dt — dodt " dw 4
De (1.1)-(1.2), obtemos

dy (—c+dx)y
dr  (a—by)z

Multiplicando os membros da equagdo por (a — by) e dividindo por y,
obtemos

(a—by)@ _ (—c+dx)
y dr x '

O método de separagao de variaveis nos diz que

f(y)%=g($):>/f(y)dy:/g(x)dx.

/Mdy:/;”d@dz.
y x
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a/ldy—/bdy:—c/ldx—k/ddx.
Yy x

Resolvendo as integrais, obtemos

Que equivale a

alny—by=—-chhax+der+ M.
Considerando M = In K e aplicando as propriedades de logaritmo, temos
Iny* —by=InKx"“+dz.
Aplicando a exponencial, chegamos & equagao cartesiana de C'
yle Y = Kz’ (1.3)

Considerando a equacao (1.3) e a condigao inicial y(xg) = yo, podemos
determinar o valor da constante K,

K = ygefby"xgefdzo.

Porém, da equacao (1.3), z e y ndo podem ser explicitados. Entdo, para
podermos interpretar a interacao entre as duas populacdes sem ter uma
solucdo bem definida, estudamos o comportamento das solugoes de (1.1)-
(1.2) no plano zy, ou plano de fase. Inicialmente, devemos determinar as
singularidades.

Definicdo 1. As solugoes constantes (z(t),y(t)) = (Z,7), as quais sdo os
zeros do sistema

dzx

E :f(‘rvy) :07
dy_ _
o = 9@y =0

sao chamadas PONTOS DE EQUILIBRIO — devido ao seu significado fisico
—, ou SINGULARIDADES (também PONTOS SINGULARES) — devido ao seu
sentido geométrico. Os pontos nao singulares sdo chamados regulares.

Pela defini¢cao, temos o seguinte sistema

dx

p =(a—by)x =0,
dy

e (—c+dx)y=0.
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De onde obtemos os pontos singulares (0,0) e ( o b) A partir destes pon-

(
dz dy)

St 4t ) € analisamos seu comportamento

tos, consideramos o vetor ¢ =

nas situacoes abaixo

x=0,y=0=9v=(0,0) 48]
x—g,y:%éﬁz(0,0) (IT)
x—g,y>%:>17:(%<0,0) (I11)
x<§,y—%:>17:(0,%<0) (IV)
x—g,y<%:>17:(%>0,0) (V)
x<§,y %:U:(O,%<O) (VI)

Assim, podemos construir o seguinte campo vetorial que mostra o com-
portamento da curva C

v

Para nosso estudo, é mais interessante fazer os estudos préximos da
singularidade (§, ¢). Para isso, fazemos a seguinte mudanga de variaveis
c a

U=z —— v=Y— —.

d’ b

Derivando u e v obtemos

i@ o)l (e D) = (4 g
a=a S Fere(r D0+ =a(o )
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Cuja parte linear é

du bc dv ad
@ a " )

Pela regra da cadeia, temos que

- = = - = .
dt  du dt du %

dv
dv dv dl dv I

E a partir de (1.4) obtemos

dv %du ad®u
du —%Cv —b2cv’

Multiplicando ambos os lados da expressdo por —b%cv obtemos
dv
—b?cv)— = ad’u.
(=b"cwv) 7, —ad u

Pelo método de separacao de variaveis, temos que

/beCvdv:/adQUdu.

Resolvendo as integrais obtemos
—b%cv® + P = ad® u®.
Chegamos entao as expressoes

ad® u? + b?cv? = p?,
que sdo elipses centradas no ponto singular (4, ¢). Isto significa que as
solugoes de (1.1)—(1.2) tém a forma parecida de elipses na vizinhanga deste
ponto.

Como ja temos ideia do comportamento das solugdes proximas dos
pontos singulares, para se ter uma ideia da curva C representada por (1.3)
vamos usar um método grafico devido a Volterra. Introduzimos duas novas
variaveis

z=y% " e w= Kz %, (1.5)
Tragamos os graficos de z (C1) e w (C3) nos quadrantes (y, z) e (x,w),
respectivamente. E, como z = w, devemos exibir esta relacao com a curva
L no quadrante (w, z).
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NA
Xy

Observe que z tem valor méximo quando y = ¢, assim, Zyax = (b%)a,
de onde obtemos o ponto A. Ji w tem valor minimo quando z = §, assim,
Win = K (%)C, obtendo o ponto B. A partir destes dois pontos, da curva
L e dos graficos C; e Cs podemos obter um esbogo da curva C.

Para essa construgao geométrica, seguimos os passos abaixo:

1. Tragamos uma reta paralela ao eixo Y passando por A e cortando a
curva L no ponto M. E, entao, tragamos uma reta paralela ao eixo
X passando por M e cortando Co nos pontos A’ e A”, que sdo os
limites entre os quais x pode variar.

2. Fazendo um processo analogo ao anterior, tracamos uma reta para-
lela ao eixo X passando por B e cortando a curva L em N. Entao,
tragamos uma reta paralela ao eixo Y passando por N e cortando C
nos pontos B’ e B”, que sao os limites entre os quais y pode variar.

3. Agora, tracamos retas perpendiculares ao eixo Y passando por A, B’
e B”, e retas perpendiculares ao eixo X passando por B, A’ e A”. A
intersecgao da reta que passa por A com a que passa por B nos da
o ponto S, que é exatamente o ponto singular (5, %) A interseccao

de A com A’ e a com A" nos da os pontos P; e P, respectivamente,

e esses pontos sdo os extremos da Obita de C na diregdo z. E a

interseccao de B com B’ e a com B” nos da os pontos Q1 e Qo,
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respectivamente, e esses pontos sao os extremos da orbita de C' na
diregao y.

. Para obter mais pontos da curva, basta tomar um ponto R qualquer

de L entre M e N. Entao tracamos duas retas passando por R, uma
paralela ao eixo X e outra ao eixo Y. Obtemos, entao, os pontos
Ry, Ry, R3 e Ry. Depois, tracamos duas retas paralelas ao eixo
X passando por R; e Ry, respectivamente, e duas retas paralelas
ao eixo Y passando por R3 e Ry, respectivamente. As intersecgdes
destas quatro retas sao quatro pontos da curva C' dispostos entre P;
eQ1, Qre Py, PreQ2,eQze Pr.

. Como consideramos R um ponto qualquer e ele nos levou a quatro

pontos da curva, para obter a érbita inteira, basta considerar todos
os pontos de M N e eles nos levarao a trajetoria completa da curva C.

Com essa construgao, podemos observar que a curva nao é necessariamente

c a

simétrica com relagao ao eixo * = § e y = 7. Assim, as solugoes na

vizinhanga do ponto (

e a\ .a o .
o 3) tém o aspecto indicado na figura a seguir.

y

A

X

E com todo o estudo feito até agora, podemos observar que as popula-

coes de predadores e de presas oscilam periodicamente na vizinhanga deste
ponto singular.

Como estamos estudando o comportamento das solugoes proximas do

c a

ponto (§, %), entdo, para obter o periodo de oscilagdo das populagoes,
podemos utilizar o sistema linear (1.4). Para isso, devemos derivar cada
equagao deste sistema, assim

Pu_ —bedv  —be (ad N
iz " Td a4 \p )T e
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Po_addu_ad (e N
az " b dt b \d )T e

E, entao, obtemos
d2
e +acu =0,
d2

dT;} +acv =0.

. . 2 2 ~ . . .
Isto significa que fliTQ“ e 373 sao proporcionais a u e v, respectivamente.

Mas, em geral, para que isso ocorra, a derivada de segunda ordem da
funcao tem que ser do “mesmo tipo” que a funcdo. A funcdo e*?, sendo «
uma constante qualquer, é uma funcao que se encaixa nessa situacao pois
d? aty _ 2, at 4 : at
4 (e*') = ae*" & proporcional a e

Assim, podemos considerar uma fungao f(t) = e

solugao da equagao

@t e verificar se ela é

2

de?
Fazendo as devidas substituicoes

+acf=0. (1.6)

(a®e*") +ac(e*) =0 e* (e’ +ac) =0 o’ +ac=0% o’ = —ac
& a = +v—ac = *ivac,

onde 7 é a unidade imaginéaria.

Assim, « pode assumir dois valores, oy = iy/ac ou as = —iy/ac. Isto
significa que f(t) = e*? & solugao complexa de (1.6). Porém, e** nao esta
bem definido. Para isto, lembremos que a exponencial na série de Taylor
é dada por:

2

-
e 1+7+2‘

ZV,,neN\mec (1.7)
n=0

Como « é um numero imaginario puro, entao podemos considerar § =
++/ac e aplicar v = 5t em (1.7) e entdo teremos

(zﬁt) (iBt)*

=1+ift+~——+ TR
3 4
:Hm_w;!) _Z.w;!) +(it!) L
2 4 3 5
(L (G,
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que é 0 mesmo que

[e'S)
n=0

Mas a série da parte real é a série de Taylor da fungao cosseno, e a série da
parte imaginaria é exatamente a série de Taylor da funcao seno, ou seja,

_1 2 2n+1
2) "+Z Bt)" ,neN, vteR.

ePt = cos(Bt) + isen(St).
Assim, et = e*Vact — cos(+y/act) 4 isen(++/act). Portanto,
f(t) = cos(vact) + isen(y/act)

¢ uma solugdo complexa bem definida de (1.6). Além de que tanto a
parte real quanto a parte imaginaria de uma solugao complexa sao solugoes
reais da equagdo (1.6). Logo, f1(t) = cos(yact) e fo(t) = sen(y/act) sdo
possiveis solugoes de (1.6). Ou, ainda, podemos considerar uma familia de
solugoes dadas por f1(t) = L cos(v/act + w) e fa(t) = Lasen(y/act + w).
Voltando ao sistema linear (1.4), temos as possiveis solugoes

u(t) = Ly cos (Vact +w) e v(t) = Lysen (Vact +w). (1.8)

Assim, podemos determinar o periodo com o qual as solug¢oes proximas do
ponto singular oscilam. Por propriedade das fungoes seno e cosseno, temos

que o periodo é dado por
2w

Vac
Como podemos ver, o periodo depende apenas das taxas de crescimento
das populagoes.

T =

5 Conclusoes

Os resultados que descrevemos foram desenvolvidos por Volterra para
explicar um fenémeno observado por D’Ancona, relacionado & percentagem
de peixes de varias espécies capturados no Adridtico, durante e apés a
primeira guerra mundial.

A aplicagéo estudada é um exemplo de um sistema néo linear de equa-
¢oes diferenciais, o qual envolve algumas técnicas matematicas para en-
tender o comportamento das duas populagoes envolvidas e a forma como
interagem com o passar do tempo.
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No estudo de sistemas como o (1.1)—(1.2), aprendemos a analisar o
comportamento das solugoes proximas dos pontos singulares, que sao os
zeros do sistema. Vimos a importancia das solugoes periddicas em nossa
analise. E como as equagoes nao lineares nao tém uma estrutura simples
e nem mesmo uma “solugao geral”’, percebemos como pode ser ttil o es-
tudo dos sistemas nao lineares através de uma aproximacao pelo sistema
linear.

Agradecimentos: Agradeco ao IGCE e ao Departamento de Matematica
pelo espago cedido para a realizagao dos seminérios. E agradego a pro-
fessora Marta por me orientar com tanta atengao e paciéncia ao longo do
projeto.

Abstract: In this work, we pretend to show an important aplication of Or-
dinary Differential Equations involving a nonlinear system of equations, in
which we use several mathematical techniques to the study of the solutions.

Keywords: predator—prey model, Volterra, ordinary differential equations
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Solucoes para Equacoes Diferenciais Parciais
de Primeira Ordem
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Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: O objetivo deste trabalho é apresentar o teorema de existéncia
e unicidade para o caso linear e mostrar alguns exemplos de Problema de
Cauchy em que temos infinidade de solugbes e casos em que nao existe
solugao.

Palavras-chave: equagoes diferenciais; problema de Cauchy; solugoes.

1 Introducao

Uma diferenca importante entre EDO (equagoes diferenciais ordinarias)
e EDP (equagdes diferenciais parciais) é a informagao suplementar necessé-
ria para a unicidade no caso em que estamos considerando. Por exemplo,
na solugdo geral de uma EDO linear aparecem uma ou mais constantes
arbitrarias onde podemos determiné-las impondo condic¢oes iniciais, isto
é, fixando os valores da solucao e de suas derivadas até certa ordem em
um determinado ponto. A situacdo para as EDP é fundamentalmente di-
ferente: mesmo no caso linear, a solugao geral, quando é possivel acha-la,
envolve fungoes arbitrarias das variaveis independentes.

Como no caso de EDP temos mais de uma variavel dependente (por
exemplo x, t), é natural fixar uma das variaveis (por exemplo t = 0) e impor
o valor da solucao e de suas derivadas parciais em relagao & variavel fixa
como funcdo das outras variaveis (por exemplo u(z,0) = f(z) e u(z,0) =
g(z), f e g fungdes dadas.) Podemos generalizar o conceito de condigoes
iniciais impondo o valor da solugao e de suas derivadas normais ao longo da
curva (se n = 2) ou superficie (se n = 3) inicial, o problema correspondente
é um problema de Cauchy.

1Bolsista PET
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2 Fatos Basicos de EDP

Apresentaremos primeiramente alguns conceitos e resultados para o
desenvolvimento da teoria de equagoes diferenciais parciais.

Uma equacgao diferencial parcial (EDP) ¢ uma equagiao envolvendo
duas ou mais variaveis independentes x1, o, ..., Z, e derivadas parciais de
uma fungdo (variavel dependente) u = u(x1,xa,...,x,). De maneira mais
precisa, uma EDP em n variaveis independentes é uma equacao da forma

7 ou ou 0%u 0%u 0*u
Tlyeeey Ty Uy oy e ey oy ey ey =y — | =0,
! " By Oz, 0x? 0x10x, dxk
onde x = (21,...,%,) € , Q é um subconjunto aberto de R, F' ¢ uma

funcdo dada e u = u(z) é uma func¢do que queremos determinar.

A ordem de uma EDP ¢é dada pela derivada parcial de maior ordem
que ocorre na equagao, por exemplo, a ordem da equagao anterior é k. Uma
EDP é dita linear se é de primeiro grau em u e em todas suas derivadas
parciais que ocorrem na equacao. A forma mais geral de um EDP linear
de primeira ordem é

3 ay(w)Dyu+ ba)u +(x) =0,

em que algum coeficiente a; nao ¢ identicamente nulo.
Definimos as curvas caracteristicas planas para a equagao

a(z, y)uz +b(z, y)uy = c(z,y) (1.1)

Y
como sendo as curvas s — (a(s),B(s)) que tém tangente no ponto

(a(s),B(s)) paralela ao vetor (a(a(s),B(s)),b(a(s),B(s))) ou equivalen-
temente, que satisfazem

(1.2)
B'(s) = b(afs), B(s))
Exemplo 1. Considere o seguinte problema
uy =0 em R?,
(1.3)

u(z,p(z)) = f(z),z €R,

onde p, f € C*(R) sdo fungdes dadas.
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Note que esse é um problema de Cauchy e a fungdo u que queremos
encontrar é conhecida ao longo da curva inicial y = p(x).

A EDP em (1.3) é bem simples, como a derivada parcial de u em relagéo
a y é identicamente nula, vemos que u é constante como fungao de y, ou
seja, u depende apenas de x. Em outras palavras, a solugao geral da EDP

m (1.3) ¢
u(z,y) = g(x),¥(z,y) € R?, (1.4)
onde g € C'(R) é arbitraria.

Neste trabalho procuraremos solugdes classicas, isto ¢, u € C*(R?).
Como (1.4) é valida para qualquer par (z,y) € R?, tomando y = p(x)
obtemos

g(z) = f(z),Vz € R,

isto é, a solugdo do problema (1.3) é dada por
u(z,y) = f(x), ¥(z,y) € R (1.5)

O Problema de Cauchy
Vamos estudar o problema de Cauchy para equagoes da forma

Como vimos no exemplo anterior, existe uma relagdo entre a curva
plana inicial v e a regido aberta  C R? onde queremos nio s6 a existéncia
mas unicidade da solucdo: a regido {2 tem que ser coberta por curvas
caracteristicas planas que intersectam a curva v em exatamente um ponto.
Parametrizando a curva v por (o(t),p(t)),t € I, onde I é um intervalo
aberto, podemos escrever o problema na forma

CL(LE, y)ux + b(xvy)uy = C(l'7y),
u(o(t), pt)) = f(t), t € I.
Teorema 2. Sejam Q C R? aberto, I C R um intervalo aberto, v uma

curva suave em Q parametrizada por v(t) = (o(t),p(t)), t € I, f € CY(I)
e a,b,c € C1(Q). Suponha que a(z,y)? + b(z,y)? # 0,V(x,y) € Qe
)

a(a(t),p(t)) bla(t), p(t)
' (t)

o' (t)

(1.7)

#£0, Vt e I.

Entdo o problema (1.7) tem uma tnica solugdo de classe C* em uma vi-
zinhanga da curva v em 2 dada por

wl(woryo) = F(to) + / " (s, 10), y(s, to))ds.
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Demonstracdo. Primeiramente, acharemos as curvas caracteristicas planas
da equagao (1.6), isto é, as curvas ao longo das quais a EDP pode ser
escrita como uma derivada total. Se ¢ é uma curva plana parametrizada
por (a(s),B(s)), entdao a derivada total de u ao longo de ¢ ¢, pela Regra
da Cadeia,

a
ds
Por outro lado, a EDP (1.6) ao longo de ¢ é

a(a(s), B(s))uz(a(s), B(s)) + bla(s), B(s))uy(a(s), B(s)) = c(a(s), B(s)).
(1.9)
Portanto, se queremos que o lado esquerdo da equagéo (1.9) seja igual
a qualquer uma das expressoes em (1.8), é preciso que para cada s, exista
um ntmero real A(s) # 0 tal que

[u(a(s), B(s))] = o' (s)ua(a(s), B(s)) + B'(s)uy(a(s), B(s)).  (1.8)

O/,(S) = a(a(s), B(s))A(s), (1.10)
B'(s) = bla(s), B(s))A(s);
nesse caso a equagao fica
d%[u(a(tS)aﬂ(S))] = A(s)e(a(s), B(s))- (1.11)

As condigoes (1.10) significam, geometricamente, que o vetor tangente
a curva ¢ no ponto (a(s),S(s)) é paralelo ao vetor tangente a curva ¢ no
ponto (a(s), B(s)),

(aa(s), B(s)), b(a(s), B(s)))-

AFIRMACAO: A funcdo \ é desnecessaria.

De fato, basta reparametrizar a curva convenientemente. Como a fun¢ao
A é continua, pois a curva ( é suave por hipotese e as fungbes a e b nao
se anulam simultaneamente, tomemos a primitiva A de A. Como A’(s) =
A(s) # 0, qualquer que seja s, A’(s) > 0 ou A’(s) < 0 para todo s, logo
A é uma fung¢do monodtona crescente ou decrescente, portanto inversivel e
podemos fazer a seguinte mudanca de varidvel s = A71(t) ou t = A(s)
para obter uma nova parametrizacao (&(t), B(t)) da curva (, onde

a(t) = a(s) = a(A7 (1),

_ . (1.12)
B(t) = B(s) = BIAT (1))
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Entéo, por (1.12) e (1.11) obtemos

(1) =o' = ) = ) = (@050,

e, analogamente,

p(t) = = b(a(t), B(t)).

Portanto as curvas caracteristicas planas da equagao (1.6) s@o as curvas
suaves ¢ que admitem parametrizagdo (a(s), 3(s)) satisfazendo

(6) = afa(s) 56)), )
B(s) = b(a(s), B(s))-

O sistema de EDO dado por (1.13) tem uma infinidade de solugdes:
para obter uma tnica solugao é preciso dar um par de condig¢des iniciais.
Como a,b € C*(Q), dado (zg,y0) € 2, existe uma solugio (a(s), 5(s)) de
(1.13) para s em uma vizinhanga de s tal que

a(so) = 2o, B(s0) = Yo. (1.14)

Vamos supor que a curva inicial v nunca é tangente as curvas carac-
teristicas planas, ou seja, o vetor tangente (o'(t), p'(t)) nunca é paralelo a
(a(o(t), p(t)),b(a(t), p(t))), logo tais vetores sao linearmente independentes
para todo t em I. Entao, para cada t € I, existe uma tnica curva carac-
teristica plana passando pelo ponto (o(t), p(t)), ou seja, que é solucdo de
(1.13) e (1.14) com zy = o(t),yo = p(t) em uma vizinhanga de sy (que va-
mos tomar igual a zero para simplificar a notagao), além disso (o (), p(t))
é o unico ponto de intersecao de v com as caracteristicas pois, se existisse
outro, em algum lugar os vetores tangentes as duas curvas seriam para-
lelos, o que contradiz a hipdtese. Nesse caso podemos entao cobrir uma
vizinhanca da curva  com curvas caracteristicas planas que intersectam
a curva vy em exatamente um ponto. Isso nos permite fazer uma mudanga
de variavel de (z,y) para (s,t) para cada t € I, se denotarmos a curva
caracteristica plana que passa por (o(t), p(t)) por (z(s,t),y(s,t)), entdao o
sistema (1.13) e as condigdes (1.14) podem ser reescritos como

(z(s,1),y(s, 1)),
(t);

xs(s, t) = a(x(s,t), y(sat))v ys(s,t)

2(0,t) = o(t), y(0,1t) (1.15)

b
p
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além disso, como os vetores

(0'(1),p'(1)) e (a(a(t),p(t),b(a(t), p(t)))

sao linearmente independentes,

2o (0,8) w(0,8) ) _ a(o(t), p(t)) o'(
det(ysw,t) yt<o,t>)‘det< p /(

e portanto, por continuidade,
Ty X
()7

em uma vizinhanga de . Logo a transformacao

(s,) = ((s,1), y(s,1))
é localmente injetora, o que nos permite fazer a mudanca de variavel

v(s,t) = u(z,y). (1.16)

Obtemos, pela Regra da Cadeia,

ov _ Ou ox Ou

a(svt) - %(x(sat)vy(&t))% + @(I(S,t),y(s,t))%

= a5, 1), (s, ) g (el 1), (5, 1)
—|—b(x(s,t),y(s,t))%(x(s,t),y(s,t)). (1.17)
Substituindo a EDP (1.6) em (1.17), obtemos
vs = c(z(s,t),y(s,t)).
Além disso a condigdo do problema inicial (1.7) fica
v(0,t) = f(t),t €1,
logo o problema que v satisfaz é

Vs = C(l‘(S, t),y(s,t)),

v(0,t) = f(t), tel. (1.18)
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cada t € I fixo, o problema (1.18) é um problema de valor inicial para uma
EDO de primeira ordem, cuja solugao é obtida integrando diretamente de
0as:

mﬁzél@ﬁw+mﬁ:42mmmmﬁm%ﬂu(u@

Para voltar para u, dado (zo,yo), seja to = t(zo,yo) € so = s(zo, Yo),
isto é, xg = z(s0,t0) € Yo = Y(So, to); substituindo (1.16) em (1.19), obte-
mos

u@mm):fm0+/mcﬁwidywidﬂ& (1.20)

0

Note que, se u € solucdo de (1.7) entdo u satisfaz (1.20), como (1.20) é de
fato solugao de (1.7), pois (1.19) é solucao de (1.18), a solucéo do problema
(1.7) é unica. |

3 Equacgoes de Primeira Ordem

Definimos anteriormente as curvas caracteristicas planas para a equa-
¢ao (1.1). Se a curva inicial y(t) = (o(t),p(t)), t € I, ndo é tangente as
curvas caracteristicas planas, pelo Teorema 11 o problema

a(z, y)uz +b(z, y)xy = c(z,y)
u(o(t), p(t)) = f(1), t € I,

tem uma tnica solugdo. Veremos o que acontece se a curva inicial v é uma
curva caracteristica plana. Esperamos que o problema nao tenha solugao
ou tenha uma infinidade de solugoes. De fato é isso o que acontece e o que
diferencia um caso do outro é o conceito de curva caracteristica espacial.

Uma curva caracteristica para a equagdo (1.1) é uma curva suave
s — (a(s),B(s),£(s)) € R que tem tangente no ponto (af(s), 3(s),&(s))
paralela ao vetor (a(a(s),3(s)),b(a(s),5(s)),c(a(s), B(s))); equivalente-
mente, «, 5, satisfazem

(1.21)

B'(s) = bla(s), B(s)), (1.22)

No caso em que a curva inicial v nao é tangente as curvas caracteristicas
planas, a superficie solugo é gerada pela curvaI : t € I — (o(t), p(t), f(1))
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e pelas curvas caracteristicas em R3 que intersectam I'. De fato, dada uma
caracteristica de (1.1) que intersecta I' no ponto (o(to), p(to), f(t0)), po-
demos achar uma parametrizagao s — (a(s), 8(s),&(s)) dessa curva satis-
fazendo (1.22) com

(a(0)7ﬁ(0)7§(0)) = (U(to), p(to)v f(to))a (123)

logo a caracteristica plana que passa pelo ponto (o(to), p(to)) é precisa-
mente (z(s,to), y(s,t0)) = (a(s), B(s)) e portanto, usando a equagao (1.20)
temos que

ulas).5(s)) = fto) + | " cfa(v), B(v))dv
0
= flto) + / € (v)dv = f(to) + E(s) — £(0) = £(s)

por (1.23), o que prova que essa caracteristica esta na superficie solugao,
por outro lado, a superficie solugao é parametrizada por

(s,t) = (x(s,1),y(s,t),v(s,t))

e, para cada tq fixo, definindo

OZ(S) = JC(57250)7 B(S) = y(57t0)7 f(S) = U(S7t0)7

as equagoes (1.15) e (1.18) mostram que «, 3 e £ satisfazem (1.22) e (1.23)
e portanto, para cada tg fixo, a curva s — (z(s,tg),y(s,t0), v(s,to)) € uma
curva caracteristica que intersecta I' em s = 0, o que prova que a superficie
solugao é de fato gerada por I' e pelas curvas caracteristicas.

Veremos agora o caso em que 7y é a uma curva caracteristica plana:
mostremos que se I' é uma caracteristica, o problema tem uma infinidade
de solugoes e se, I' nao é caracteristica, o problema nao tem solugao.

Vamos supor primeiro que I' é uma caracteristica para a EDP (1.1).
Seja § uma curva plana qualquer que nunca é tangente as caracteristicas
planas e que intersecta  no ponto (o (so), p(so)), seja t — (p(t), ¢(t)) uma
parametrizagao de § com

(1(0),4(0)) = (o(s0), p(s0)) (1.24)
e seja r uma funcdo arbitraria de classe C' satisfazendo
r(0) = f(so0)- (1.25)
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Assim, o problema

a(z,y)uz + b(z,y)u, = c(z,y)

u(p(t), q(t)) = r(t)
tem uma tnica solucdo u em uma vizinhanca de J; além disso, a superficie
solugdo contém a curva A : t — (p(t),q(t),r(t)) e contém todas as carac-

teristicas da EDP que intersectam A; em particular, a superficie solucao
contém I' pois

(p(0),¢(0),7(0)) = (o(s0), p(s0), f(s0)) € ANT

por (1.24) e (1.25). Portanto u é solugdo de (1.5). Como existe uma
infinidade de escolhas possiveis para a curva § e a fungdo r, o problema
tem uma infinidade de solugoes.

Vamos supor agora que y é uma curva caracteristica plana mas I' nao
¢ uma caracteristica para (1.1). Suponha, por absurdo, que o problema
(1.21) tem solugdo nesse caso: se u é solucdo, qualquer que seja ¢t € I,
derivando a condigao inicial obtemos

o' (thua (o (t), p(t) + ¢ (t)uy (o (t), p

por outro lado, a EDP (1.1) no ponto (o (t), p(t)
a(o(t), p(t))ua(o(t), p(t)) + b(o(t), p(t))uy(a(t), p(t)) = C(U(t)vp(t());

1.28

)

)
comparando (1.27) e (1.28) e usando o fato que os vetores (o’(t), p'(t))
e (a(o(t), p(t)),b(c(t), p(t))) sdo paralelos (pois 7 é caracteristica plana),
obtemos que os vetores em R3

(@'(1),p' (1), f'(1)) e (a(a(t),p(t),b(a(t), p(t)), c(o(t), p(t)))

também sao paralelos, isto é I' € uma curva caracteristica, o que contradiz
a hipotese. Portanto o problema (1.21) ndo tem solugdo nesse caso.

(1.26)

t)) = f'(t); (1.27)

fica

(
)

Exemplo 3. Considere o problema

ux(x, y) =2z,

u(z,0) = f(z), z e R. (1.29)

Neste caso as caracteristicas planas sao retas horizontais, logo o problema
tem solugdo se, e somente se, a curva I' : ¢ — (¢,0, f(¢)) é uma caracteris-
tica, isto &, os vetores (1,0,2t) e (1,0, f'(t)) sdo paralelos, o que equivale a

f'(t) =2t < f(t) = t* + ¢, c constante.
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Logo o problema s6 tem solugio se f(x) = 2% + ¢ para alguma constante
¢: nesse caso, tomando a curva § como sendo o eixo dos y e r(y) de classe
C! com

r(0) = f(0) =, (1.30)
obtemos
Uy = 20
u(0,y) =r(y)

cuja solugao é
x
u(z,y) = u(0,y) + / otdt = r(y) + x>
0

Portanto, no caso em que f(x) = 22 + ¢ o problema tem como solugdo
todas as fungoes da forma

u(w,y) =r(y) +*

onde 7 ¢ de classe C e satisfaz (1.30).
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Estabilidade de Sistemas Nao Lineares
Auténomos e Aplicagcao em Epidemiologia

Gabriela Lopes Theodoro!
Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: A maioria das equagdes diferenciais nao pode ser resolvida anali-
ticamente e assim é importante considerarmos as informacoes qualitativas
da equacao, sem de fato resolvé-las. Desta forma, este trabalho é desti-
nado ao estudo de sistemas autéonomos nao lineares e alguns resultados da
teoria qualitativa de equacoes diferenciais ordinarias.

Palavras-chave: equagoes diferenciais, estudo qualitativo, modelo STR.

1 Sistemas Autdonomos e Estabilidade

Equacoes diferenciais ordinarias de ordem n em geral podem ser repre-
sentadas por um sistema de equagoes diferenciais ordinarias de primeira
ordem. Para isso, consideremos D um aberto de R"*! e f: Dy — R"*!
uma fungdo continua. Uma equagdo de ordem n é dada por

y™ = f(t,y,...,y" D).

Fazendo
€Ty =Y,T2 = yw",xn = yn+1’
resulta no sistema
i’l = T2
i’g = I3
(1.1)
jjn—l =Tn
i'n = f(tvxlvx% te 7xn)
que pode ser representando por
i = f(t,2) (1.2)

Ibolsista PET
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onde
x1(t) filt,x1, - xp)
a(t) = xi(t) e ity = | P e ) (13)
alt) Fulton, )
onde as fi(t,x1,...,xy,) sdo funcoes definidas em Dy.

Definicdo 1. Uma solucdo para o sistema (1.2) em um intervalo da reta I
¢ uma funcdo vetorial ¢(t), diferenciavel, onde ¢(t) = (¢1(t),...,dn(t)) e
¢; ¢ definida em I C R e ¢ satisfaz o sistema (1.2) em 1.

Definicao 2. Um sistema de equagbes de primeira ordem é chamado auto-
nomo quando as fungoes f;, f; : Dy C R™ — R com Dy aberto,i=1,...,n
nao dependem explicitamente de t, isto é,

Ltl :fl(x17"'7zn)a
1).2'2 :fQ(l'l,...,CEn),

(1.4)
Tn = fu(@1,...,2n).

Definicdo 3. Um ponto x € R™ é chamado de ponto critico ou de equilibrio
de um sistema auténomo se f;(z) =0,i=1,...,n.

Trabalharemos o ponto critico x = 0, caso nao tenhamos esta situagao
podemos realizar uma mudanga de variavel de forma que z = 0 se torna o
ponto de equilibrio.

As solugoes constantes de um sistema auténomo desempenham um
papel importante no estudo do comportamento do sistema, pois as outras
solugoes tendem a se aproximar ou afastar das mesmas, e z(t) = ¢ é
solugao de (1.4) se, e somente se, (t) = f(x(t)) = f(c) = 0, o que nos leva
a seguinte definigao:

Definicdo 4. Um ponto critico * do sistema autéonomo ¢ dito estavel se,
dado € > 0 existe § > 0 tal que toda solucao ¢(t) do sistema que satisfaz,
em t = tg, |p(to) — x*| < 0 existe para todo t e satisfaz para todo t > tg,
l9(to) — z*[ <e.

Se nao for estével, o ponto critico é dito instavel.
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Definicdo 5. Um ponto critico * do sistema auténomo é dito assintoti-
camente estavel se é estavel e se existe §y > 0 tal que se z = ¢(t) solugdo
do sistema que satisfaz |¢(tg) — z*| < dp entao tlim o(t) = x*.

—00

Neste caso, além de ter estabilidade, a solugao que se inicia em uma
vizinhanga de x*, tende a #* com o passar do tempo.

No cenério dos sistemas de equagoes diferenciais, a estabilidade é de-
finida com relagao a um dado ponto de equilibrio. Em muitas aplicagoes
na Biologia, Economia, Fisica, Engenharia, etc, é desejavel que todos as
solugoes de um sistema tendam a seu ponto de equilibrio, como nem sem-
pre iremos obter uma solucao analiticamente, uma maneira de analisar o
comportamento dessas solugoes é através de seus pontos de equilibrio.

2 Caso Linear
Considere o sistema linear de equagoes diferenciais ordinérias
T = Az, (1.5)

onde x € R™, A é uma matriz constante n x n. Mostra-se que a solucao
do sistema linear (1.7) com a condicao inicial 2(0) = x¢ ¢ dada por z(t) =
eAtzry onde et é uma funcio matricial n x n definida pela série de Taylor,
isto é, as solucdes sao da forma z = ve* onde A é um autovalor de A e v
um autovetor associado. Agora, vejamos alguns resultados para o estudo
qualitativo desse tipo de sistema.

Teorema 6. Seja A uma matriz com coeficientes constantes
B(t) = At (1.6)
é matriz fundamental de y' = Ay com ¢(0) = Id em (—o0, 00).

A demonstracdo do teorema acima é encontrada em [2]. Com esse
resultado temos que a solucao ¢ satisfaz

s (S E(A = A Td)
! (El i / ))vj, —00 < t < 0. (1.7)

Teorema 7. Se A1, Aa, ..., Ak sdo autovalores distintos de A, onde A; tem
multiplicidade n; e ny +ng +---+ni = n e se p € um nimero grande
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entao a parte real de A1, ..., A\, € tal que
p > max {Re();)}, (1.8)
j=1,...,k
entao existe uma constante k > 0 tal que

et < keft, 0<t< oo (1.9)

Prova: Sabemos que e ¢ matriz fundamental de (1.7). Combinando este

fato com a formula (1.7) para alguma solugao ¢(t) do sistema, vimos que
cada elemento da matriz e é da forma Z?zlpj(t)e)‘ft, onde p; ¢ um
polinémio de grau no méximo (n;_1).

Se p é escolhido para satisfazer a equagio (1.8) entdo [tFeit| =
theRe(Xi)t < et para t tdo grande quanto se queira e cada termo da soma
Z?Zl p;(t)erit & no maximo MeP! (0 < t < oo) para alguma constante M.
Como existem no maximo n? termos da matriz e, (1.9) mantém com
k = Mn?, onde M é o maior dos n? valores de M.

Podemos observar também que a constante p em (1.9) pode ser esco-
lhida como qualquer nimero maior ou igual ao maior de Re(A1), ..., Re()\;)
uma vez que todo autovalor cuja parte real é igual a este maximo. Em
particular, isto é, sempre verdade se todos os autovalores de A sdo sim-
ples. [

Corolario 8. Se todos os autovalores de A tem parte real negativa entao
toda solugao ¢(t) de (1.7) tende a zero quando t — oco. Mais precisamente,
existem constantes k >0 e o > 0 tais que

p(t)] < ke™?",  t>0. (1.10)

Prova: A existéncia das constantes k e o é garantida pelo Teorema 7,
ja que pelo Teorema 6, podemos escrever ¢(t) = e4t. Assim basta fazer
t — oo em (1.10) para obtermos o resultado. ]

Teorema 9. Se todos os autovalores de A tem partes reais nao positivas
e todos esses autovalores com parte real nula sao simples, entdo a solugao
y =0 de o’ = Az ¢é estdvel. Se todos os autovalores de A tem partes
reais negativas, a solucao x = 0 € assintoticamente estdvel. F se todos os
autovalores de A tem parte real positiva, entao a solucao x = 0 € instdavel.

Prova: Usando o Teorema 6, qualquer solugdo ¢(t) de 2’ = Ax tem a
forma ¢(t) = CeAt.
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Pelo Teorema 7 existem constantes k > 0 e p como em (1.8) tal que
|p(t)] < ke®, 0<t< oo (1.11)

Se todos os autovalores de A tiverem parte real negativa o resultado
segue do Corolario (8).

O caso em que todos os autovalores tem parte real positiva, segue de
(1.11) ja que, quando t — oo a solugdo ¢(t) afasta da solugdo = = 0,
portanto a solugao nula é instavel.

Agora se os autovalores tiveram parte real negativa ou nula entao p < 0.

€
Se p < 0, segue o resultado, se p = 0, entao dado ¢ > 0, existe § = T
tal que se |yo| < 0 entdo
€
|6(t, to, z0)| = |woe T"A| < x|k < 6k = %k =é&.
Portanto a solucao nula é estavel. [

3 Caso Nao linear

A analise é realizada considerando a linearizagao do sistema utilizando
a formula de Taylor. Linearizamos o sistema em torno de cada ponto
de equilibrio. Vejamos como: considerando-se f : R® — R", onde f =

(f1, f2,++, fn) € o sistema néo linear autdénomo:
i = f(x) (1.12)
onde
z1(t)

(1)
Assumindo que z* seja um ponto de equilibrio deste sistema, temos
f(z*) = 0. Fazendo
z(t) = a* + A(t), (1.13)
onde A(t) é um vetor que representa uma pequena perturbacao em relagao
ao equilibrio x*, substituindo (1.13) em (1.12) tem-se:

%(m* A1) = fa" + A)). (1.14)
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Utilizando a formula de Taylor para expandir (1.14) em torno de z* fica-se
com

A'(t) = f(@") + Df(@")A() + o(A(1)),

0
onde D f(x*) é uma matriz nxn cujos elementos sao [D f (z* [ /i ]

Logo, desprezando-se os termos nao-lineares e lembrando que f(z*) =
0, fica-se com o sistema linearizado n x n:

A'(t) = Df(z") A1),

onde D f(z*) é a matriz jacobiana calculada no ponto z*.

O conhecido Teorema de Hartman—Grobman, ver referéncia [3], ga-
rante que em uma vizinhanca do ponto de equilibrio o comportamento das
solucoes do sistema nao linear é similar ao comportamento das solucoes do
sistema linear, entao para se verificar a estabilidade de cada um dos pon-
tos, analisa-se os autovalores da matriz jacobiana, no ponto de equilibrio
e utiliza-se os resultados demonstrados.

4 Aplicacdo em Epidemiologia

A modelagem matemética em Epidemiologia é realizada através do
estudo de equagoes que descrevem a interagao entre a populacao e o ambi-
ente, resultando numa anélise detalhada a respeito da doenca, contribuindo
para melhorar agoes preventivas, como campanhas de vacinagao.

O modelo compartimental SIS (Suscetivel - Infectado - Suscetivel) des-
creve doencas nas quais o individuo, ao recuperar-se, nao obtém nenhuma
imunidade. Seja « a taxa de transmissao da doenga e 5 a taxa de recu-
peragao da doenga, vamos admitir como hipotese que a transmissao se da
com o encontro entre individuos suscetiveis e infectados. O modelo é dado
pelo sistema abaixo, cujas justificativas estdo em [1].

d

d—f =—aSI+pI

e (1.15)
&SI —BI

7 as B

onde a, 5 > 0, S(t) + I(t) = N, Iy é a quantidade inicial de individuos

infectados, entéo So = N — Iy a quantidade de pessoas sadias.
dI

Fazendo & E = ¢ = 0 encontramos dois pontos de equilibrio: P; =

(N,0) e P, = (g,N - g) A anélise de estabilidade desses pontos sera
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feita através dos resultados apresentados. Encontremos entdao a matriz

jacobiana
—al —aS+
J—( o aS—ﬁB> (1.16)

Caso 1 P, = (N,0): O sistema linear que aproxima o sistema (1.15)
na vizinhanga do ponto (N, 0) é:

dfwv\_ (0 —aN+p V1

dt\ vo ] L0 aN-8 vy )
cuja matriz de coeficientes é A = J(N,0). Sao encontrados os autovalores
)\1:Oe)\2:aN—B.

Caso 2 P, = (g,N — g) O sistema linear que aproxima o sistema
(1.15) na vizinhanga do ponto (g,N - g)) é:

d U1 _ —aN+p8 0 U1
aln)-Casy o))
cuja matriz de coeficientes é A = J (g, N - g)) Sao encontrados os auto-
valores \y =0 e Ao = —aN + S.

Em ambos os casos os autovalores estao em funcao da fracao de indivi-
duos infectados pela doenca e 3, o coeficiente de recuperagao. Analisando
os autovalores utilizando o Teorema 9 obtemos que P; = (N, 0) é instavel
e P, = (ﬁ,N — 5) ¢é estéavel.
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Sobre Variedades Riemannianas

Lucas de Faccio Nunes e Denner Rychard Bocardi dos Santos
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Resumo: Pretendemos, nesse trabalho, apresentar um resultado da Geo-
metria Riemanniana, que garante a existéncia de métricas riemannianas
em quaisquer variedades diferencidveis. Para isso faremos uso de impor-
tantes conceitos dessa Geometria que serao brevemente explorados um a
um.

Palavras-chave: Geometria Riemanniana; Variedades Riemannianas; Mé-
tricas Riemannianas; Produto Tensorial

1 Variedades Diferencidveis

Para que possamos explorar a Geometria Riemanniana como um todo
precisamos inicialmente introduzir o conceito de variedades diferenciaveis.
Tal conceito é uma generalizacdo de superficies regulares, principal ele-
mento de estudo da Geometria Diferencial; para tal vamos definir primeiro

o que ¢ um atlas de classe C*:

Definicdo 1. Seja M um espago topologico de Hausdorff com base enu-
meravel. Um atlas de dimensdo n de classe C* para M & uma familia

O ={ps:Us = R"}peca

de aplicagbes continuas tais que ¢, : Uy = ¢ (Uy) € um homeomorfismo
de um aberto U, C M sobre um aberto ¢, (U,) de R™ para cada o € A,
satisfazendo as seguintes condigoes:

e Os abertos U, cobrem M, isto &,

U Ua = M;
a€A

e Para todos indices o, B € A tais que V3 = U,NUg # 0, as aplicacoes

50 P+ Pa(Vap) = 05(Vas),
PaOpy - ©8(Vap) = va(Vap),
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76 SOBRE VARIEDADES RIEMANNIANAS

sdo diferenciaveis de classe C*.

Cada aplicacao ¢, é chamada um carta local de uma vizinhanca
de um ponto p € M, denotada por (U, ps) com a € A; para fins de
convengao vamos omitir o indice «, a menos que haja necessidade. No
caso em que k = oo entao dizemos que o atlas é de classe C*°.
Considerando o conjunto A de todos os atlas de classe C* sobre M, pode-se
definir neste conjunto a seguinte relagao:

(I)iN(I)j@(I%;U(I)j €A, V(I)i,(pj €A
onde ~ define uma relagao de equivaléncia sobre A.

Defini¢do 2. Uma estrutura diferenciavel I de classe C* de dimenséo n
sobre M ¢é uma classe de equivaléncia do atlas de classe C* de dimensdo
n sobre M, isto é, I € A.

Defini¢do 3. Uma variedade diferenciavel de classe C* é um par ordenado
(M, I) onde I ¢ uma estrutura diferencidvel de classe C* de dimensdo n
sobre o conjunto M. Notacao: M"

Essa definigdo foi tirada de [1], onde se usa de abertos de M mas
outras defini¢oes podem ser feitas, usando abertos de R™ como é feita em
[4]; ambos os modos séo equivalentes.

Para exemplos interessantes de variedades diferenciaveis recomendamos
[2] e [3]-

De agora em diante, consideraremos sempre variedades diferenciaveis
de classe C. E interessante observar que o modo como é construido as
variedades diferencidveis nos permite poder falar sobre diferenciabilidade,
j& que podemos levar nosso problema para R™, através das cartas locais
de M, onde temos uma estrutura de diferenciabilidade.

Com isso em mente vamos agora buscar falar sobre outro elemento da
Geometria Diferencial de Superficies, mas agora no contexto de Varieda-
des Diferenciaveis: o Espago Tangente. O Espacgo Tangente sera muito
importante para definirmos, depois, o que sao Tensores.

2 Espagos Tangente

Definicdo 4. Seja M uma variedade diferenciavel e seja p € M com (U, ¢)
uma carta local para o ponto p. A funcao real f : M — R é dita diferen-
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ciavel de classe C*, k > 0 no ponto p € M se a aplicacio
foe t:(pU)CR") =R

for diferenciavel de classe C* no ponto ¢(p).

Se f for de classe C'*° no ponto p € M é dito que f é diferenciavel em
p € M. Ainda, f é dita diferencidvel em toda variedade M se para todo
p € M, f for diferenciavel em p. Denota-se F(M) = {f,f: M - R, f é
diferenciavel em M} o conjunto de todas as fungdes diferenciaveis definidas
sobre M em R.

Definicdo 5. Seja M uma variedade diferenciavel. Um vetor tangente a M
num ponto p € M é uma fungdo X, : F(M) — R satisfazendo as seguintes
condigoes:

Xplaf +Bg) = aX,(f) + BXp(9), Xp(fg) =9(p)X,(f) + f(p)Xp(9)

para todo a, 8 € R e para toda f,g € F(M).

Denotaremos por T,(M) = {X, : X, é um vetor tangente a M no

ponto p}.

E possivel definir em T),(M) operagdes de soma e multiplicagio por
escalares, garantindo assim uma estrutura de espago vetorial sobre R para
T,(M); sao elas:

(Xp + Yp)(f) := Xp(f) + Yo (f), VS € F(M)
(aXy(p)) := aX,(f), Vf € F(M), Va € R

para todo X,,,Y, € T,,(M). T,,(M) é entdo chamado de espago tangente
a M no ponto p.

Teorema 6. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Sejap € M™ e T,(M)

o espago tangente a M no ponto p. Se (U, ) é um sistema de coordenadas

local para o ponto p € U com ¢ = (x',... 2"), entdo o conjunto

9., 9, 92
Oxt P 9x2 P g P

constitui uma base para T,(M).

Prova: Essa prova que aqui é apresentada foi baseada, principalmente, na
prova dada em [1], pagina 83. Observe que:
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1. X,(1) = 0,¥p € M, pois X,(1) = X,(1.1) = 1.X,(1) + 1.X,(1) =
2X,(1), onde 1 é a fungio constante igual & 1;

2. Se f € F(M) é tal que f = ¢, ¢: constante, entdo X,(f) = 0. De
fato, X,(f) = X,(c) = X,(1.c) = ¢.X,(1) = 0, onde 1 ¢ a fungio
constante igual a 1.

3. Por hipotese, tem-se que (U, ) é uma carta local para o ponto p.
Considerando assim a funcao g : (p(U) C R™) — R. Pode-se supor,

sem perda de generalidade, que g(q) = 0, onde ¢ = (u!,...,u") €
©(U). Pelo Teorema Fundamental do Calculo.

/0 (Z (tq)dt = g(u',...,u™) — g(0). (1.1)

Porém, por outro lado,

n
dg
= t
Z Ju (ta)u
=1
Assim reescrevendo 1.1:

g(u',. .., +Z<O

Seja f € F(M), define-se a funcao g = f o o~
gop=g(zt, ... ,a").

)u = g( )+§;gi(qm

(1.2)

1 _
, ou melhor, f =

Utilizando a expressao 1.2, tem-se que

n
glxt,. .. ™) :g(O)—|—Zgi(x1,...,x”)xi. (1.3)
i=1
Denotando por f; = g;(x,...,2"), e reescrevendo assim 1.3, tem-se

que
p) + Z fia®
i=1

E claro que 81’( ) = fi(p),Vp € M. Aplicando a um vetor tangente
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X, € T,(M) e utilizando suas propriedades, tem-se que

X,(f) = X, (F0) + 3 fia')
) + Z Xp(fi)x' + Z Fi(p) Xp ().

Pelo item 2., obtém se

=3 %60 50) = 3 X% 5L o).

i=1

Dada a arbitrariedade de f, conclui-se que

Xp = ZXp(x )% lp-

Deste modo foi mostrado que o conjunto

9., 9, 92
Oxt 77 9x2 P g P

gera o espago tangente. Resta mostrar que este conjunto é linear-
mente independente. De fato, seja

"L .0
Zalﬁ |, = 0.

i=1

Tomando em particular as fungées coordenadas z7, obtém-se para

j=1...,n
0= =a’. N
Za 8,(62

Decorre do Teorema 6 que a dimensao do espago tangente a uma varie-
dade M ¢é igual a dimenséao da variedade, isto é, dimT,,(M) = dim M = n.

Definicdo 7. Seja o conjunto TM = |J T,(M) definido pela unido de
peEM
todos os espacos tangentes a variedade M; um ponto desse conjunto pode

ser escrito como (p, X,), onde p € M e X, € T,,(M). Entdo TM munido
da projecao w : TM — M, dada por 7r(p,X ) = p serd denominado de
fibrado tangente.
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E possivel mostrar que TM é uma variedade diferenciavel de dimensao
2n, supondo M™. Tal demonstragao pode ser vista em [2], pagina 246.

Mencionamos anteriormente que T,(M) ¢ um espago vetorial sobre R,
portanto podemos considerar funcionais lineares definidos em 7),(M), isto
é, fungdes w : T,(M) — R que satisfazem a condicao

w(aX, + BY,) = aw(X,) + Bw(Y,), VX, Y, € T,(M), Yo, 5 € R.

Este conjunto serd denotado por T} (M) e nada mais ¢ do que o espago
dual de T},(M). Tal conjunto seré de extrema importéncia para a definicao
de Tensores no proximo capitulo.

Por argumentos de Algebra Linear verifica-se que T;(M ) &€ um espago
vetorial sobre R e que, para a base

i| i| i|
Oxl P 9g2 P g 1P

de T,,(M), existe uma Gnica base dual, denotada por
{da' |p,da® |, ... dz" |,}

de Ty(M) tal que, para i =1,...,n

i 0 i\
dz (@)—@,V‘y—l,...m
' ' 1 .
onde 4; € o delta de Kronecker, ou seja, 6; = { 5 Z ],’
0, sei#j.

3 Tensores

3.1 Vetores Covariantes e Contravariantes

Para que possamos falar sobre Tensores e entender o que sao, vamos
inicialmente falar sobre o que s@o vetores covariantes e contravariantes.
Tais denominagoes sao dadas a vetores dependendo do modo como é feita
sua mudanca de coordenadas. Com o intuito de exemplificar cada um dos
tipos vamos mostrar como a mudanca de coordenadas do wvetor velocidade
e do gradiente sao diferentes.

Considere o vetor velocidade de uma curva em R™ descrita no sistema
de coordenadas (x!,...,2") por
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Logo,
dr da! dx™
7 —(E,...,W).
A curva, em um outro sistema de coordenadas (y',...,y"), é descrita
como:
y(t) = (y' (1), 9" (1)
e assim

dy _ (dy'  dy"
dt \dt’ T dt )

Sabemos que, pela Regra da Cadeia, uma mudanga do sistema de coorde-
nadas (x!,...,2") para (y',...,y") é dado por:

dyi " dyt dad
dt dad dt

Jj=1

(1.4)

parait=1,...,n.

Vamos considerar agora o gradiente de uma fungao f : (U C R") —
R, usualmente identificado com um vetor. No sistema de coordenadas
(x',...,2"), o gradiente é definido por

Vot = () @)

enquanto que no sistema de coordenadas (y!,...,y"), o gradiente é dado
por
of of )
V,f(x = () | .
S0 = (5@ @)
Novamente temos que o gradiente muda do sistema (z?,...,2") para

(yt,...,y") como segue

of dz? Of

- = 1.5

oy’ Z dy® daJ (15)

parai=1,...,n.

Comparando as equagdes 1.4 e 1.5 vemos que o vetor velocidade e o
gradiente sao diferentes quando comparamos o modo como sao feitas suas
mudangas de coordenadas. Fazendo um abuso de linguagem, podemos

dizer que sao inversas, no sentido de que o vetor velocidade muda por um
i i

fator dyj enquanto que o gradiente muda por um fator
7

dy’l”
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Usando essa exemplificagao vamos definir o que sao vetores contrava-
riantes e covariantes. Vetores que se transformam de acordo com a ex-
pressao 1.4 sao chamados wvetores contravariantes, enquanto que vetores
que se transformam de acordo com a expressao 1.5 sao chamados vetores
covariantes (ou simplesmente covetores).

As coordenadas de um vetor contravariante sdo convencionalmente de-
notados por indices sobrescritos v = (v!,...,v™). Enquanto que as coor-
denadas de um vetor covariante (ou covetor) sdo denotadas com indices
subscritos v = (v1,...,Up).

3.2 Mudanca de Coordenadas no Espaco Tangente T),(M)
Se p : U = oU) ey : V — (V) sao duas parametrizagoes de

vizinhangas de p = p(x) = @(z!,...,2") = ¥(y) = Y(y',...,y") em M,
entao abusando a notagao escrevemos

(W o) (@) = W rop) (@t a™) = (Y (2t 2™,y (@t ™),
ou seja, denotamos as fungoes coordenadas (=1 o ¢)(z) por y’ ().
Teorema 8. Seja M uma variedade diferencidvel n-dimensional e ¢ : U —

Y(U), ¥ : V = (V) duas parametrizagoes de vizinhagas de p = p(x) =
Y(y) em M. Sejam

) 0 0 0
Bz_{axllp"“’&v"b} eBy—{@yllp"“7Wl|p}

as bases coordenadas de T,(M) induzidas pelas parametrizagoes ¢ e P,
respectivamente. Denote

Ay’ _ O toy)

Entao a matriz de mudanga de coordenadas da base By para a base B, €
definida por
0 "oyl 0

9gi 7= 2 o Dy lp- (1.6)

BICMat, VoruME XII, OutuBro DE 2015



SOBRE VARIEDADES RIEMANNIANAS 83

Prova: Por defini¢ao e pela Regra da Cadeia,

9,
ozt

- wlo ”a¢1 oyl 0
z_: SO Z dwufj Z({?iiayﬂ

]:1 :

= dipz(es) = dipy (d(¥™" 0 @)a(es)) =

3.3 Espaco Bidual

Definicdo 9. Seja V um espaco vetorial real de dimenséao finita. O espago
dual (V*)* do espago dual de V' é chamado o espago bidual de V' e denotado
|

O Teorema a seguir propoe uma identificacdo natural entre V e V**.
Tal identificagdo sera importante depois para ententermos Tensores.

Teorema 10. A aplicagdo ® : V — V** definida por
P(v)(w) = w(v)
€ um isomorfismo natural entre Ve V**.

Prova: Como dimV = dim V**, para verificar que ® é um isomorfismo
basta mostrar que ele é injetivo, isto é, que seu nicleo é o subespaco nulo.
Seja e; € V um vetor nao nulo qualquer. Estenda este vetor a uma base
B = {e1,...,e,} para V. Seja B* = {e!,... e"} a correspondente base
dual de V*. Entao ®(e1) # 0 porque

D(er)(e') = e'(e)) =67 = 1.

Como todo elemento de V' é combinacao linear dos elementos de B mos-
tramos que ®(v) = 0, onde 0 é a fungdo nula, somente se v = 0. Portanto
o nucleo tem dimensao nula e ¢ é isomorfismo, pelo Teorema do Nucleo—
Imagem. |

3.4 Mudanga de Coordenadas em T,y (M)

Falamos anteriormente sobre o espaco dual de T),(M) e sobre a base
desse dual: {dz! |,,...,dz" |,} que serd denotada por B*. Vamos agora
ver como € feita a mudanca de coordenadas para os elementos de B*.
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Teorema 11. Nas condicoes do Teorema 8 e denotando por
B; = {dxl |pa o '7dxn |P} e B; = {dyl |pa c 'adajn |p}

as respectivas bases duais com respeito as parametrizacoes @ e Y. Entdo a
matriz de mudanga de coordenadas da base By para a base By € definida
por

N

aTdeyj b - (1.7)

dz’ b=
j=1

Prova: A demonstracdo desse Teorema utiliza-se do Teorema 8 e um re-
sultado de Algebra Linear sobre mudanca de base para vetores de um
espago dual de um espago vetorial V qualquer (deixamos indicado que tal
demonstracao pode ser encontrada em [1] pagina 23, Proposicao 1.8) H

Comparando as expressoes 1.6 e 1.7 vemos que sdo diferentes no mesmo
sentido que as expressoes 1.4 e 1.5 diferem. Portanto podemos dizer que
os vetores de T),(M) sdo vetores contravariantes e os vetores de T, (M)
sao vetores covariantes; e agora serao denotados com indices sobrescritos
e subscritos, respectivamente.

Importante dizer que tal diferenga nao é por acaso, na verdade, to-
mando um espago vetorial qualquer V' é possivel mostrar que os vetores
de V s@o contravariantes e os vetores do dual de V(V*) s@o covariantes.
Para uma discussao mais aprofundada recomendamos [1].

3.5 Tensores

O conceito de Tensores é uma ferramenta amplamente utilizada no
estudo de Geometrias no geral, principalmente no estudo de curvatura
de Variedades de todos os tipos. Faremos uma breve exposicao sobre esse
assunto. Vamos definir o conceito de tensores utilizando um espago vetorial
V' qualquer.

Definicao 12. Seja V um espago vetorial real de dimenséao finita e V* seu
espaco dual.

e Um k-tensor covariante em V (ou tensor covariante de ordem k)
é uma fungao k-linear

T:Vx---xV =R
—_——

k vezes
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e Um [-tensor contravariante em V (ou tensor contravariante de
ordem 1) & uma fun¢ao I-linear

T:V*x---xV*" 3R,
—_——

l vezes

e Um tensor do tipo (k,1) é um tensor k-covariante e l-contravari-
ante, isto é, uma func¢ao real multilinear

T:Vx---xVxV*x.-..xV* =R

k vezes l vezes

O espago vetorial dos k-tensores covariantes sobre V sera denotado
por T#(V); o espaco vetorial dos [-tensores contravariantes sobre V' sera
denotado por T;(V) e o espago dos (k,l) tensores sobre V sera denotado
por TF(V).

Exemplos: Um 1-tensor covariante é simplesmente um funcional linear
sobre V. Formas bilineares sdo 2-tensores covariantes. Podemos fazer
algumas identificagoes naturais:

e (-tensores sdo niimeros reais: T(V) = R;
e 1l-tensores covariantes sdo funcionais lineares em V: TH(V) = V'*;

e l-tensores contravariantes sao vetores de V: T (V) = V** =V (a
altima igualdade vem do Teorema 10).

Quando houver omissao de algum indice significa que tal indice omitido é
zero; por exemplo, TE(V) = T*(V) ou T)(V) = Ty(V).
3.6 Produto Tensorial

Definicdo 13. Sejam T e S tensores do tipo (k, 1) e (p, q), respectivamente.
Seu produto tensorial é o tensor T ® .S do tipo (k+ p,l+ q) definido por

(T@S)(Ul,...,Uk+p,w1,...,wl+q) =

1 1 I+1 1

T(v1y ey Uy sy ) S (Vg1 e v vy Vg w' T w0 T9).
Teorema 14. Se {ei,...,e,} € uma base para o espago vetorial V e
{et,...,e"} é a correspondente base dual para V*, entdio

k i i
Bl ={e"® - @e*®ej, ® - ®ej f1<ir,....in<n-
1<d1,...51<n
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€ uma base para o espaco tensorial le(V). Além disso, qualquer tensor
T € TF(V) se escreve na forma

n
- E J1-Jl ol o L L ) etk R )
T= Til...ike ® ®e ®€J1 ® ®ejza
i1yemyin=1
Jiy--01=1

onde
Ji---Ji . P Ji
T =T(es,... e, et . .. el).

ik
Em particular, dim T} = n*+.,

Prova: Primeiro mostraremos que Blk gera o espaco tensorial le(V). Seja
T € TF(V) um tensor qualquer e defina
l qualq
Tt = (e e;, el el)
b irs s €y €01 .
Se v1,...,v; € V,wl,...,w! € V* sdo vetores arbitrarios, expressos em
coordenadas por

n n
= E ve, € Ws = E w; e’
i=1 je=1

parar=1,....kes=1,...,[, segue da multilinearidade que

T(vi,...,vpw, ... W)=

. J1 Ji —
E vite; ... E viFei, g wj e g w et =
=1 ir=1 =1 a=1
n
L . 1 Jiy —
E vpt e ofwg o wh Teiy, e, el el =

i1,enin=1

jl,m,jL:l
le”'jlvil...vikw]: ...wl_ —
§ : i1...0 1 k i1 Ji T
11, Sig=1
J1se ’szl
J1---J1 01 ik . 1 ) I\
E : T e (v1) -+~ e*(vk)ej, (W) -+ e (W) =
11, Sig=1
Ji,--qi=1
n
J1---Ji % i 1 l
E Til___ikel®~~®ek®ejl®~~~®ejl(vl,...,vk,w ,...,w).

’ill,‘..,i.)cil
J1se01=1
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Para mostrar que Blk é linearmente independente, suponha que exista
uma combinagao linear nula
n

T = Z le"'-jleil®---®eik®ejl®-~-®ejl=0

21...1k
D15y ip=1
Ji,--qi=1

Como

i1 ik s1 s1\
et e, ® - Rej(er,..., e, . %) =

e (en) €™ (eny)eg () ej (€7) = 6 - OR O3 O3

segue que
_ s1 S1\ __ rS1...S]
0=T(er,...,er,€%, ... € )—Trlmrk

para todos os indices rq,...7k,S1,...5 =1,...,n. [ ]

Vamos voltar, agora, nossa atencao para o espaco tensorial no caso que
V =T,(M) que é nosso principal interesse.

Definicdo 15. Seja M uma variedade diferencidvel. Para cada p € M
definimos o espago tensorial tangente le (TpM) a M em p. Seja ¢ :
U — ¢(U) uma parametrizacao de uma vizinhanca de um ponto p € M.

A base coordenada
0 0
B )

do espago tangente T, M associada a parametrizacdo ¢ e sua respectiva
base dual
1
By = {da' |,,...,dz" |,}
dao origem & base coordenada associada a parametrizacao ¢ para o
espacgo tensorial tangente le(TpM )

0

Ozt |p}1<i1,...,ik<n'
1<j1,--1<n

(B;“)pz{dx“ lp @ @dz'™ |, ® lp @ ®

Ozt
3.7 Fibrados e Campos Tensoriais

Definicdo 16. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n com
um atlas ¢ = {¢y : Uy = M} 4. O fibrado (k,l)-tensorial de M ¢ a
variedade diferenciavel de dimensdo n + n*+!

TEM = {(p,T):pe M eT € Tf(T,M)}
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com um atlas

U= {yo: U x R T}
acA

definido por

Yo (fv (770 zjl,...z'k—17...,n) =

J1sefi=1,..m

0 0

n
pale), Y Tidat |, @ @dat |, el @ @y

1yeeyip=1
Ji,--mqi=1
Algumas identificagdes naturais:
e T'M =TM,
o T'M =T*M.
Definicdo 17. Um campo tensorial é uma se¢do do fibrado tensorial
leM, isto é, o campo tensorial é uma aplicacao s : M — leM tal que 7o

s =1Id |p. Um campo tensorial diferenciavel é uma secao diferenciavel
do fibrado tensorial. Notagao: 7/ M.

4 Meétricas Riemannianas

Estamos agora em posse de tudo que precisamos para definir o que é
uma métrica riemanniana e apresentar o resultado principal desse trabalho.

Definicdo 18. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensédo n. Uma
meétrica riemanniana em M é um campo 2-tensorial covariante diferen-
ciavel g com as seguintes propriedades:

e g & simétrico, isto ¢, g,(v,w) = g,(w,v) para todo v,w € T, M;
e g é positivo definido, isto &, g,(v, w) > 0 para todo v € T, M.

Uma variedade diferencavel M com uma meétrica riemanniana g dada é
chamada uma variedade riemanniana.

Cabe aqui uma explicagdo mais detalhada sobre o que é uma métrica
riemanniana. Temos que g é um campo 2-tensorial covariante diferenciavel,
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ou seja, g é uma aplicagao diferenciavel definida em M com valores em
T?M, tal que 7o g = Id |ar;

g: M — T?M.
Ainda, T%M é o fibrado tensorial:
T°M ={(p.T):pe M eT e T*(T,M)},

onde T?(T,M) ¢é o espago tensorial tangente e ¢ o conjunto formado por
aplicacoes bilineares como segue:

T:T,M x T,M — R.

De modo que uma métrica riemanniana em M nada mais é do que uma
aplicagdo que associa a cada ponto p € M um produto interno g, = (o,~>p
no espago tangente T, M que varia diferenciavelmente com p no sentido de
que se p : U — V & uma parametrizacao de uma vizinhanca V em M e
By = {52 |ps---. 5% |p} ¢ a base coordenada de T, M associada a esta
parametrizagao, para cada p € V, entao as fungoes g;; : M — R

0 0
gij(p) = Dt |pa @ |p )

sao diferenciaveis. De fato, escrevendo o tensor métrica em coordenadas
tendo em mente a Definigao 15, temos

g =Y gij(p)da’ |, ®da’ |,

ij=1

e as fungdes componentes g;; do tensor métrica g sao diferencidveis para
toda parametrizagao @ se, e somente se, g é diferenciavel.

Vamos ver agora o resultado principal desse trabalho; ele garante a
existéncia de pelo menos uma métrica riemanniana em uma variedade di-
ferenciavel qualquer, isso é muito interessante, pois de modo mais correto,
uma variedade riemanniana é um par (M, g), onde M é uma variedade
diferenciavel e g a métrica riemanniana, ja que uma mesma variedade di-

ferenciavel pode admitir diferentes métricas riemannianas.

Teorema 19. Toda variedade diferencidvel possui uma métrica riemanni-
ana.
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Prova: Seja {¢q : Uy — V4 }, um atlas para M e {f,}, uma particao da
unidade de M subordinada a cobertura {V4},.

Em cada V,, podemos definir uma métrica riemanniana, aquela indu-
zida pela parametrizacdo: dado p € M e vetores v,w € T, M, eles se
escrevem em coordenadas com relacao a base B, = {a%l lps -+ a% |p}
associada a parametrizagao @, por

U:Z 61 szaxz P

e definimos o produto interno

n
= E ViWw;.
i=1

Esta ¢ uma meétrica riemanniana na subvariedade V,, pois gf; = ;. Para
definir uma métrica riemanniana global em M, usamos a particao da uni-

dade,
why =3 falp) 0.0 .
i=1
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Uma Aplicagao do Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer
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Resumo: Neste trabalho, apresentaremos o Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer, que garante a existéncia de, pelo menos, um ponto fixo para
fungoes continuas definidas na bola unitaria fechada do espago euclidiano
n-dimensional e, através dele, demonstraremos o Teorema de Lefschetz
que trata de existéncia de solugao periddica para uma equagao diferencial
ordinaria de segunda ordem.

Palavras-chave: Ponto Fixo; Teorema do Ponto Fixo de Brouwer; Teo-
rema de Lefschetz.

1 Preliminares

A principio, listaremos conceitos e resultados de carater preliminar para
a apresentagao do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e de sua aplicagao.

Definicdo 1. Define-se ponto fixo de uma fungao como sendo um ponto
do dominio desta funcao que nao se altera pela sua aplicagao, isto é, x € A
¢ dito ponto fixo de uma fungao f: A — A se f(z) = .

Denotaremos por B a bola unitaria fechada em R", definida por:
B:={z e R";|z| <1}
e sua fronteira é definida por:
§771 = {w € RY o] = 1}.

Lembremos que, em R™, a norma usual é a norma euclidiana, dada por:
) ) )

1

ol = (£ 22)
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Lema 2. Seja (to,y0) € RxR e seja f uma funcgdo definida em [to—a, to+
al X [yo — b,yo0 +b] C R x R, a valores em R, continua e lipschitziana na
sequnda varidvel, isto €, existe uma constante real positiva L tal que

|f(t,21) — f(t,22)] < L|z1 — 22,

para t € [to — a,to + al, e z1,22 € [yo — b,yo + b]. Entao, existe a* com
0 < a* < a tal que a equagdo diferencial ordindria

y' = f(ty) (1.1)

tem uma dnica solu¢io u definida em [to — a*,to + a*] que satisfaz u(ty) =
Yo-

Lema 3. Seja f : [to—a,to+a] X [yo— (b+¢),yo+ (b+¢)] — R continua,
lipschitziana na segunda varidvel, com ||f|lcc < M, b= Ma e ¢ > 0. Seja
u a solugdo de

y = f(t,y)

que satisfaz u(ty) = yo. Dado € > 0, ewiste § > 0 tal que se f : [to —
a,to + a] X [yo — (b + ¢),y0 + (b + ¢)] — R € continua, lipschitziana
na sequnda varidvel e satisfaz ||flloe < M e ||f — flloo < 0, entdo, para
Jo € [yo — (b+¢),yo + (b+ ¢)], a solugio @ : [to — a,to+a] — R de

y'(t) = ft,y),
com u(tg) = Jo, satisfaz || — ul|eo <€ € || — U0 < €.

Lembramos que || - || denota a norma da convergéncia uniforme:
[lloe = sup ¢ ()],
€A

onde 1 é uma fungao real continua definida num compacto A.

2 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e uma Aplicacdo

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é um resultado sobre existéncia
de pontos fixos. Sob certas condigoes, ele assegura a existéncia de uma
raiz para a equagao f(z) —z = 0.

Uma das mais simples aplicagdes é a versao unidimensional deste teo-
rema.
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Teorema 1 (Existéncia de ponto fixo na reta (caso n = 1)). Sejam
[a,b] C R e f: [a,b] — [a,b] uma func¢ao continua. Entdo, existe pelo
menos um ponto ¢ € [a,b] tal que f(c) = c.

Prova: Defina ¢ : [a,b] — [a,b] por ¢(x) = x — f(z), para z € [a,b].
Claramente, p é continua, uma vez que f e funcao identidade = € [a, b] —
x € [a,b] sdo continuas. Mostrar que f possui um ponto fixo equivale a
mostrar que ¢ possui raiz.

Note que a imagem de f esta contida intervalo [a,b], portanto a <
fla) < bea < f(b) < b, de onde segue que p(a) < 0 < p(b). Pelo
Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ € [a, b] tal que ¢(c) = 0, ou seja,

fle)=c. ]

A proposta deste trabalho é apresentar uma aplicacdo do Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer & teoria de equagoes diferenciais ordinarias. A
demonstracao de tal teorema para o caso n-dimensional é complexa e exige
muitos pré-requisitos para o publico alvo do trabalho. Por este motivo,
vamos omiti-la aqui, mas informamos que a mesma pode ser consultada
em [1] pelo leitor. O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer sera enunciado
a seguir.

Teorema 2 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja B a bola unitd-
ria fechada no espaco euclidiano n-dimensional R™, com n > 1. Entdo,
qualquer funcao continua f : B — B possui ao menos um ponto fixo.

Veja que o teorema se restringe a fungoes definidas na bola unitéaria
fechada B em R™ que tomam valores na mesma. Porém, é possivel ge-
neralizar este resultado para fungdes continuas f : Br(0) — Bg(0), onde
Bpr(0) é a bola fechada de centro zero e raio R > 0 em R" (Bg(0) = {z €
R™; |||l < R}), conforme segue abaixo.

Corolario 4. Seja Br(0) a bola fechada de centro 0 e raio R em R™, n > 1.
Se ¢ : Br(0) — Bg(0) for continua, entao ¢ admite ao menos um ponto

fizo.

Prova: Considere B a bola unitaria fechada centrada na origem em R"™,
n > 1. Defina v: B — B por:

v(z) = %gf)(Rx), para z € B.
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Observe que 7y é continua e, além disso,

1

)l = ot 1

I=v] =y

=~ l9(Ro)]| <

Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, existe g € B tal que

¥(x0) = o,
ou seja,
1
—&(Rxp) =
R¢( To) = Zo,
de onde segue que
¢(Rzo) = Ry,
que completa a prova. ]

A aplicagao do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer a teoria de equagoes
diferenciais ordinarias que exibiremos é o Teorema de Lefschetz, que trata
de existéncia de solugao periddica para uma equagao diferencial ordinéria
de segunda ordem.

Teorema 3 (Teorema de Lefschetz). Sejam p, f e g fungoes reais conti-
nuas e com deriwada primeira continua, definidas na reta e tais que:

I- A funcao p € periddica e de periodo T;

II - @ tende para +00 com |x|;

IIT - Existem constantes positivas b e B tais que, para todo © € R, tem-se
lg(z) —bf(z)| < Bla|.

Entao, a equacao diferencial
d’*z ,, dx
— — = p(t 1.2
@)+ () = p() (12)

tem uma solugdao periddica t € R — z(t) € R de periodo T.

Note que, tomando F(x) = @ e G(x) = 9@) 5 condicao II equivale a:

x

Il - F(z) tende para 400 com |x|.
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De III seque, entdao, que o mesmo vale para G. A condicao III pode ser
substituida pela condigao:

IIT" - Existem constantes b e B tais que, para todo x € R, tem-se

|G(z) — bF(2)| < B.
E facil verificar que a equacio (1.6) é equivalente ao sistema:

{‘fo +9(z) =y,
W f(z) = p(t).

Vamos mostrar que esse sistema tem uma solucao

(1.3)

D:teR — (x(t),y(t) € R?
periodica e de periodo T'.

Prova: Do Lema 2 segue que, dado (tg, 7o, y0) € R3, existe uma tnica
solugao de (1.7) passando pelo ponto (o, xo,¥0). Seja (ty,t;) o intervalo
no qual esta solugao esta definida e a indiquemos por I'y, 2, v, -

Nao é dificil verificar que a soluc@o I'y, 4.y, estd definida em [tg, +o00],
isto &, tj = +o0.

Vamos mostrar que existe uma regiao plana limitada por uma elipse

az? —2zy +by?> =p

tal que, para qualquer ponto (x1,y1) da elipse e para qualquer ¢t; € R, a
solucdo I'y, 4, 4, se dirige para dentro da elipse (quando t cresce).
Tomemos a > 0 com ab > 1. Entao, a forma quadratica

2u(z,y) = ax® — 2y + by? (1.4)

é definida positiva. Para z,y fungoes reais de uma variavel real de classe

C*, temos

du der dx dy dy
(e o PV Y et 1.
CE R T w T w T w T a (15)

Se t € [t1,t1 + &) — (z(t),y(t)) € R? é uma solugdo do sistema (1.7),
temos

u' = % =ax(y —g(z)) — (y — 9(x))y — =(p(t) — f()) + by(p(t) — f(x))
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ou

d
u = di: = axy — ax’G — y? + xyG — xp + 22 F + byp — bayF,
de onde segue que
, _du

u' = = (e —y)(y — 2G) + (by — 2)(p — 2 F). (1.6)

Tomemos coordenadas polares r e # no plano. Como temos
inf{z? + y* u(z,y) = p} — 400 quando p — +oo,

entao o resultado seguird se demonstrarmos que existe ry > 0 tal que, para
r > 1o, temos u’ < 0.
Com efeito, substituindo z = rcosf e y = rsenf em (1.6), segue que

/

U—Q:(faG+F)cos20+[a+(Gbe)]cosasenﬂfsen20 an
r 1.7

+£(bsen97c059),
,
|G —bF| < B=|aG —abF| < aB = aG — abF > —aB. (1.8)

Para |z| > ro, temos F' > 0 e, portanto, abF’ > F', pois ab > 1. Dali,
aG — F > aG — abF > —aB.

Para |z| < 1y, aG — F sendo uma fungao continua ¢é limitada e existe,
portanto, uma constante C' > 0 tal que, para todo x € R, tem-se

aG — F > —C. (1.9)

De (1.7), (1.8), (1.9) segue que

/

:—2 < Ccos® 0+ (a+ B)|cos || sen | — sen® 0 + g(bsenﬂ—cosﬁ).

1-T0memosO§a§§e9talque

3
‘H—g‘gaou 9—;'§a.

E(9) = Ccos? 0 + (a + B)| cosf|| sen §| — sen? § ¢ uma fungio continua
de 0 com valor —1 se 0 = 7 + k7 e, portanto, para | cos 0| suficientemente
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pequeno, isto &, para « suficientemente pequeno, E(6) estara arbitraria-
mente proximo de —1.

A funcao p, sendo continua e periédica, é limitada, e podemos entao
encontrar 71 tal que, para r > 71, |(2)(bsen 6 — cos 0)| seja arbitrariamente
pequeno.

Podemos, pois, encontrar «g e ry tal que, para r > 1 e }0 — g| < ag
ou |9 — 37”| < ay, tenhamos v’ < 0.

2 - Para todo ponto (z,y) tal que |9 — g’ >age ‘0 — 37”’0 > ap, a fungao

p(bsend — cosd
e=er0) = ( r cos? :

é limitada (se r > ¢ > 0), e temos

!/

:—2 = —(aG — F —¢)cos? 0 + (a+ G — bF) cos @ sen § — sen? 0,

que, considerado como forma quadratica em senf e cosf, tem discrimi-
nante A = (a + G — bF)? — 4(aG — F —¢). Como |G — bF| < B, segue
que (a + G — bF)2 < ¢1, onde ¢; é uma constante conveniente. Como ¢ é
limitada, segue que aG — F —¢ > (ab— 1)F + ¢, onde ¢y é uma constante
conveniente, de onde vem que A < —4(ab — 1)F + ¢3. Como ab > 1 ¢
F tende para 400 com |z|, entdo o segundo membro da dltima desigual-
dade tende para —oo quando r cresce e, portanto, existe r; tal que, para
r > ri, tem-se A < 0. Por conseguinte, a forma quadrética 75 acima é
definida negativa, isto ¢, v’ < 0 para r > r; e 6 tal que ‘9 — g’ > ag e
0— %> a0,

3 - Tomando entdo r > max{rg,r1} e 6 qualquer, temos u' > 0.
Escrevemos agora I'z, 4, = L'o,z,,y,- Podemos considerar a aplicacao

¥+ (20,50) € R? — Ty (T) = (2(T), y(T)) € R?.

Pelo Lema 3, essa aplicagao é continua e, pelo que foi visto anterior-
mente, ela leva a regiao

{(z,y);u(z,y) < p}

do plano em si mesma quando p é suficientemente grande. Do Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer segue que ¥ tem um ponto fixo (zg,y) (com
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w(xo, yo) < p e, portanto, I'y, 4, (T) = (20, yo). Da unicidade da solucao
de (1.7) e do fato de que a fungéo p tem periodo T, segue que

Fro,yo (t + T) = I‘fﬂo-,yo (t)a t>0.

Como podemos considerar I' _7 ..., segue que essa solucdo esté defi-
nida para todo t € R, e é considerada de periodo de T'. [

3 Consideragdes Finais

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é um resultado de grande rele-
vancia a respeito da existéncia de ponto fixo, muito util para a compreensao
da topologia dos espacos euclidianos. E também o ponto de partida para a
demonstracao de outros teoremas de ponto fixo, como o teorema do ponto
fixo de Schauder e o teorema do ponto fixo de Schaefer. Neste trabalho,
através do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, conseguimos garantir a
existéncia de solugao periddica para uma equagao diferencial ordinaria de
segunda ordem.
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Abstract: In this work we will present the Brouwer Fixed Point Theorem,
which guarantees the existence of at least one fixed point to continuous
functions defined on the closed unit ball in the n-dimensional Euclidean
space and, through it, we will demonstrate the Lefschetz Theorem which
deals with existence of periodic solution to an ordinary differential equation
of second order.
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Resumo: Nesse trabalho iremos comparar valores monetarios em distintos
periodos, considerando os reflexos causados pela inflagao em cada um des-
ses valores, levando em conta, por exemplo, o poder aquisitivo da moeda.
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1 Introducdo

Esse trabalho é baseado em um estudo sobre Matemaética Financeira
e apresentara algumas aplicacoes a partir de conceitos tais como juros
compostos, indices de precos, inflacao e valores monetérios.

Aqui desejamos exibir, por meio de exemplos, como a inflagdo é capaz
de desvalorizar a moeda e diminuir seu poder de compra com o passar do
tempo.

Dessa maneira podemos perceber a importancia da Matematica na Ma-
tematica Financeira como ferramenta para tomada de decisbes em inves-
timentos, financiamentos e arrecadagoes.

2 Situagdo-Problema

O problema que norteara o desenvolvimento desse trabalho consiste
nas informagoes e questionamentos a seguir:

Sabendo-se que um aluno de graduagao passou a receber, a partir de
janeiro de 2013 uma bolsa mensal no valor de R$400,00 e permaneceu
recebendo tal quantia até margo de 2015, desejamos saber - considerando
os efeitos inflacionarios e os indices de precos nesse periodo - qual seria o
poder de compra do valor de sua bolsa no inicio de segundo trimestre de
2015 e, consequentemente, calcular qual o reajuste ideal a ser aplicado na
quantia mensal que seria recebida para que o aluno pudesse adquirir as
mesmas coisas que adquiria com R$400,00 no primeiro trimestre de 2013.
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102 A MATEMATICA POR TRAS DA DESVALORIZAGAO DO DINHEIRO
3 Conceitos Prévios

3.1 Juros

De acordo com [1], receber uma quantia hoje é diferente de que recebé-
la no futuro, pois uma unidade monetaria hoje é preferivel & mesma dis-
ponivel amanha, visto que com o passar do tempo sofrera dos efeitos in-
flacionarios. Postergar um recebimento por um certo tempo envolve certo
sacrificio, o qual deve ser recompensado com o pagamento de uma quantia
extra — chamada de juros.

Assim, sdo os juros que induzem o adiamento do consumo, formando
entao poupancas e investimentos na economia.

Existem dois tipos de regime de capitalizagao (juros): simples e com-
posto, que estao definidos e sua utilizagao exemplificada a seguir.

Definicao 1. O regime de capitalizagio simples se comporta como uma
progressao aritmética, pois cresce de forma linear com o passar do tempo.
O valor dos juros é calculado pela expressao:

J=Cxixn, (1.1)

em que J é valor dos juros expresso em unidades monetéarias; C' o capital
(valor em dinheiro em determinado momento); ¢ a taxa de juros (em forma
unitaria) e n o prazo.

Exemplo 2. Em um empréstimo de $1000,00 com dura¢ao de 5 anos e
juros de 10% a.a. (ao ano) temos:

Inicio Ano 1 $000,00  $1000,00
Fim Ano1 0,10 x 1000,00 = $100,00 $1100,00
Fim Ano 2 0,10 x 1000,00 = $100,00 $1200,00
Fim Ano 3 0,10 x 1000,00 = $100,00 $1300,00
Fim Ano4 0,10 x 1000,00 = $100,00 $1400,00
Fim Ano 5 0,10 x 1000,00 = $100,00  $1500,00

Note que

X X X X X

a) os juros nao tem seu valor alterado, pois sao calculados sobre o valor
inicial;

b) ainda seria possivel calcular da seguinte maneira: 5 anos x 10% ao
ano = 50% em 5 anos e, se fosse o caso de calcular mensalmente, bas-

10% a.a.
10% aa. _ 33300 am.,

taria dividir a taxa anual por 12 meses:
12 meses
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em que a.m. indica que a taxa é calculada mensalmente, ou seja, ao
mes.

Definicao 3. O regime de capitaliza¢ao composta é como uma progressao
geométrica, cresce de forma nao linear, os juros referentes a um momento
n incidem sobre o capital inicial e os juros do momento n — 1.

v

FV=PV(1+i{)"ePV=—"—r
Vv V(1+1i)" e PV T

em que PV é valor presente — no caso, o capital inicial — e F'V o valor
futuro—o capital depois da incidéncia dos juros—, (1 + )" é o fator de

1
(1+0)m
compostos.
Sabemos ainda que o valor dos juros (J) é dado por J = FV — PV.
Como FV = PV(1+14)"™ temos

capitalizagao a juros compostos e o fator de atualizacao a juros

J=PV((1+i)"—1). (1.2)

Exemplo 4. Em um empréstimo de $1000,00 com duragdo de 5 anos e
juros de 10% ao ano temos;

Tnicio Ano 1 $000,00  $1000,00
Fim Ano 1 0,10 x 1000,00 = $100,00 $1100,00
Fim Ano 2 0,10 x 1100,00 = $110,00 $1210,00
Fim Ano 3 0,10 x 1210,00 = $121,00 $1331,00
Fim Ano 4 0,10 x 1331,00 = $133,10 $1464,10
Fim Ano 5 0,10 x 1464,10 = $146,41 $1610,51

Observe que

a) os juros tem seu valor alterado, pois sdao calculados sobre o valor
inicial e os juros de periodos anteriores;

b) o crescimento dos juros evolui exponencialmente com o tempo. Neste
caso calcula-se juros sobre juros.

O uso de juros simples restringe-se principalmente as operagoes prati-
cadas a curto prazo.

Muitas taxas praticadas no mercado financeiro estao referenciadas em
juros simples, porém a formagao dos montantes das operacoes processa-se
exponencialmente (juros compostos). Um exemplo disso é a Caderneta de
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1100

Juros Compostos

1000 I Juros simples

Figura 1.1: Comportamento dos regimes de capitalizacao simples e com-
posto

Poupanga, que paga uma taxa de juros de aproximadamente 6% a.a. (taxa
linear), creditando mensalmente 0,5% segundo critérios dos juros compos-
tos (ao longo dos meses tem-se juros sobre juros). Outras situagdes em
que se utilizam juros compostos sao o estudo do crescimento demografico
e comportamento dos indices de pregos da economia, por exemplo.

Observacdo 5. Os juros devem remunerar o risco das operagdes, a perda
do poder de compra do capital — de acordo com a inflagdo (fendmeno que
corrdi o capital, diminuindo seu poder de compra) — e gerar lucro, ou seja,
o valor final deve superar o capital inicialmente aplicado.

Observacdo 6. Em operagdes de curto prazo é comum ter o mesmo defi-
nido em numero de dias, que pode ser calculado de duas maneiras:

a) tempo exato: utiliza-se o calendario civil (365 dias). O juro calculado
dessa maneira chama-se juro exato;

b) ano comercial: admite-se que cada més tem 30 dias e o ano 360 dias.
O juro calculado dessa forma é chamado juro comercial ou ordindrio.

Por exemplo, 12% ao ano equivale & taxa diaria de:

a) Juro Ezato:

12%
=0,032877%.
365 ’ i’
b) Juro Comercial:
12%
360 0,033333%.

Note que o Juro Comercial diario é pouco superior ao exato.
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3.2 Inflacio e Indices de Precos

Definicdao 7. O processo inflacionario ou inflagio de uma economia pode
ser entendido pela elevacao generalizada dos pregos dos varios bens e ser-
vigos. Do mesmo modo, uma baixa dos pregos de mercado dos bens e
servigos é um fenémeno denominado deflacao.

Definicdo 8. Indices de precos sao nimeros que agregam e representam
os precos de determinados produtos. Sua variacdo mede a variagao média
dos precgos desses produtos. Podem se referir, por exemplo, a pregos ao
consumidor, ao produtor, custos de produgao ou pregos de exportacao e
importacao.

Os indices de pregos resultam de um procedimento estatistico que pos-
sibilita medir as variagOes ocorridas nos niveis gerais de precos de um
periodo para o outro.

3.3 Exemplos de indices de precos

IGP-M: indice geral de pregos do mercado, registra a inflagao de pregos
desde matérias-primas agricolas e industriais até bens e servicos finais. E
calculado mensalmente pela Fundacao Getulio Vargas (FGV).

IPCA: Indice de Precos ao Consumidor Amplo, medido mensalmente
pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) para oferecer a
variacdo dos precos no comércio ao publico final. E considerado o indice
oficial de inflagao do pais.

A inflagao estéa diretamente ligada as variagoes dos indices de precos e,
para visualizar isso, usaremos o exemplo a seguir:

Exemplo 9. Considere a evolugao simbolica abaixo segundo [2], do indice
geral de pregos do mercado (IGP-M) entre os meses de maio a dezembro
de determinado ano:

A taxa de inflagdo do segundo semestre, medida pelo IGP-M, é reflexo
da evolugao do indice entre os meses de junho e dezembro. Dessa forma,
a inflacao desse periodo é dada por:

1.343,29

SO 1= 0,011978 = 1,1978%.
1.327,39 ’ , 1978%

Portanto, os precos nesse periodo cresceram aproximadamente 1,2%.
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MES IGP-M
Maio 1.337,29
Junho 1.327,39
Julho 1.319,30
Agosto 1.315,73
Setembro | 1.318,37
Outubro | 1.322,06
Novembro | 1.335,01
Dezembro | 1.343,29

Dessa maneira, a taxa inflacionaria pode ser medida a partir de indices
de pregos, pela expressao:

P
-1

I =
Pn—t ’

(1.3)
onde [ é taxa de inflagdo obtida a partir de determinado indice de pregos;
P o indice de pregos utilizado para o calculo da taxa de inflagao; n a data
de determinacao da taxa de inflacdo e n —t o periodo anterior considerado.

Exercicio 10. Um investidor aplicou R$100 mil e obteve, ao final de um
ano, rendimentos de juros de R$12 mil. Suponha que no periodo da apli-
cagao, a inflagdo da economia atingiu 5,6% e desenvolva uma analise do
resultado obtido pelo investidor.

e o investidor apurou os seguintes resultados:

Rendimento nominal R$12.000,00
Inflagdo no perfodo R$5.600,00
Ganho do investidor acima da inflacio ~ R$6.400,00

e valor da aplicagao corrigido para o final do ano:
Capital corrigido R$100.000,00 x 1,056 = R$105.600,00

a taxa de retorno nominal do investidor é medida pela relagao entre o
ganho nominal e o valor histérico do capital investido, ou seja,

12.
000,00 _ o0,
100.000, 00
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o ganho real € obtido ap6s depurar-se os efeitos inflacionarios do investi-
mento, sendo calculado pela relacao entre o rendimento real e o capital
investido corrigido pela inflagao:

6.400,00
105.600,00 6,06%.

3.4 Valores monetarios

Ao comparar valores monetarios de distintos periodos em condigoes de
inflagao, encontramos um problema visto que tais valores tem diferentes
niveis de poder aquisitivo da moeda.

Para exemplificar esse fato, suponhamos que uma pessoa tenha adqui-
rido um imével por R$60 mil em certa data, e o vendido dois anos depois,
por R$80 mil. Sabendo-se que neste perfodo a inflagao atingiu 40%, qual-
quer avaliagao superficial que leve em conta apenas o resultado auferido
nesse negocio (lucro de R$20 mil) serd precipitada, principalmente ao se
considerar que os pregos tiveram uma elevacao média de 40%. Assim, o
ganho teré sido nominal, determinado pela diferenga nos pregos e nao por
uma valorizagao real do imével que supere a inflagao.

Observe que para nao haver prejuizo, o imoével deveria ter sido vendido
por um prego 40% maior em comparagiao com o seu valor de compra ha
dois anos, o que significa R$84 mil (R$60 mil x 1,4). Portanto, somente a
partir de R$84 mil reais ¢ que realmente haveria lucro na transagao. Dessa
forma, a venda do imovel por $80 mil indica um prejuizo de $4 mil.

Assim, & preciso distinguir o ganho nominal equivalente a R$20 mil (ou
33,33% de rentabilidade) da venda do imovel, daquele que é o resultado
real calculado de acordo com a inflagao.

Os ajustes para se conhecer a evolugao real de valores monetarios em
inflagdo s@o processados por meio de inderagdes (inflacionamento) e de-
sindezagoes (deflacionamento) dos valores nominais, processados a partir
dos indices de pregos.

A indexagao é baseada na corregao dos valores nominais de uma data
em moeda representativa de mesmo poder de compra em um momento
posterior, enquanto a desindexagao envolve transformagoes de valores no-
minais em moeda representativa de mesmo poder de compra em um mo-
mento anterior.

No exemplo acima, observamos um ganho nominal de 33,33%, ou seja,
o imovel foi vendido por 1,3333 vezes o seu valor de compra, mas essa
relacdo compara valores de diferentes datas com capacidade de compra

BICMaT, VoLuME XII, OutuBro DE 2015



108 A MATEMATICA POR TRAS DA DESVALORIZAGAO DO DINHEIRO

desiguais. Para conhecer o resultado real da operacao, é preciso expressar
os valores monetarios em moeda representativa de poder de compra de um
mesmo instante.

Ao indexar os valores para a data da venda, com inflagao de 40% no
periodo, tem-se uma relagao entre o prego de venda na data da venda e o
preco de compra corrigido para a data da venda:

80.000, 00

—1=-4
60.000,00 x 1,40 , 76%,

0 que representa uma evolugio real negativa de 4,76%.

Note que essa taxa real de -4,76% ¢é obtida pelo regime de juros compos-
tos e nao pelo critério linear. Fato esse condizente com o comportamento
exponencial da formagao da taxa inflacionaria. Portanto, é incorreto sub-
trair da taxa nominal encontrada de 33,33% o percentual especifico da
inflacao de 40%.

Por outro lado, ao desindexar os valores, colocando-os em moeda da
data de compra do imével obtemos, a partir da relagao entre o preco de
venda deflacionado para a data da compra e o prego de compra na data
da compra,

80.000, 00
1,40

——— —1=-4 .
60.000, 00 ,76%

Tanto pelo processo de inflacionamento quanto pelo de deflaciona-
mento, apura-se para o negdcio um prejuizo real de 4,76%.

Comportamento exponencial da taza de inflagao

A inflagio tem comportamento exponencial, com aumento de prego
sobre um valor que ja incorpora acréscimos apurados m periodos anteriores,
assemelhando-se ao regime de juros compostos. Por exemplo, sendo de
2,8%, 1,4% e 3,0%, respectivamente, as taxas de inflagao nos trés primeiros
meses de um ano, uma aplicagdo de R$12 mil no inicio do ano, se corrigida
pela inflagao, apresentaria o seguinte desenvolvimento:

Meés Corregao Valor corrigido
Primeiro més R$12.000,00 x 1,028 R$12.336,00
Segundo més  R$12.336,00 x 1,014 R$12.508,70
Terceiro més  R$12.508,70 x 1,030 R$12.883,96
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O incremento do valor da aplicagao no periodo é de 7,37%:

12.883, 96

bt R
12.000, 00 7, 37%,

o que equivale ao produto das taxas mensais da inflagdo, ou seja, a inflacao
naquele trimestre foi de

[(1,028) x (1,014) x (1,030)] — 1 = 7, 37%.

Como ja sabemos temos dois tipos de prazos: (1) aquele a que se refere
a taxa de juros e (2) o prazo de ocorréncia dos juros. Admitamos um
empréstimo bancéario com taxa de 24% a.a. (o prazo a que se refere a taxa
de juros é portanto anual). Ao se estabelecer que os encargos incidirdo
sobre o principal somente ao final de cada ano estamos identificando a
periodicidade da ocorréncia dos juros, assim os dois prazos considerados
sao coincidentes, mas em outros casos os prazos nao sao coincidentes. Por
exemplo, a Caderneta de Poupanca, que paga uma taxa de juros de 6% ao
ano, que é capitalizada mensalmente em 0,5%. Temos entao dois prazos:
o0 prazo da taza (ano) e o prazo de capitaliza¢do (més).

No regime de juros simples, diante de sua natureza linear, a trans-
formagao de periodos distintos em coincidentes é processada pela taza
proporcional de juros também denominada taxa linear ou nominal. Essa
taxa é obtida a partir da divisao entre a taxa de juros da operacao e o
namero de vezes em que ocorrerdo os juros. Dessa maneira, as taxas de
juros simples se dizem equivalentes quando, aplicadas a um mesmo capital
e pelo mesmo intervalo de tempo, produzem o mesmo volume linear de
juros. Por exemplo, um capital de $500 mil se aplicado a 2,5% ao més ou
15% ao semestre pelo prazo de um ano, produz o mesmo montante linear
de juros:

J(2,5% a.m.) = 500.000, 00 x 0,025 x 12 = 150.000, 00.
J(15% a.s.) = 500.000, 00 x 0,15 x 2 = 150.000, 00.

O conceito de taxas equivalentes em juros simples permanece valido
para o regime de juros compostos diferenciando-se, no entanto, a férmula
de calculo da taxa de juros:

ig=VT+i—1,

em que ¢ indica a quantidade de periodos de capitalizacao.
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Portanto, a taxa equivalente mensal de inflagdo no periodo anterior-
mente citado, assim como no regime de juros compostos, ¢ apurada da

seguinte maneira:
I, = /1,0737 — 1 = 2,4%.

im, sao vali iy ntexto inflacionari mesm ncei
Assim, sdo validos para o contexto inflacionéario os mesmos conceitos e
expressoes de calculos enunciados para juros compostos.

Taxa de desvalorizacdo da moeda

A taza de desvalorizag¢do da moeda (TDM) mede a queda no poder de
compra da moeda, causada por aumentos de pregos. Assim, por exemplo,
dada uma inflagdo de 100% em determinado periodo - dobrando assim os
precos, a capacidade de compra das pessoas ¢ reduzida em 50%, caindo
pela metade.

A T DM pode ser obtida a partir da formula:

1
TDM = —— 14
1+ (14)
em que [ é a taxa de inflagao registrada no periodo.
Logo, se a taxa de inflacdo alcancar 8%, a queda na capacidade de
compra, registrara, 7,4%:

0,08

TDM = ——
140,08

=7,4%.

Assim, quanto maior a inflacdo, maior serd a taxa de desvalorizacao
da moeda, o que define a diminuicdo do poder de compra. Para que esse
altimo se mantenha inalterado, a renda das pessoas deve ser corrigida em
valores correspondentes & inflacao do periodo.

Se tal corregdo superar o valor da inflagdo, haverd um ganho real e
aumento do poder de compra.

O calculo da perda do poder de compra do dinheiro nas operagoes de
venda a prazo é uma das aplicagoes da TDM. Ja vimos que o dinheiro tem
valores diferentes no tempo, justificados pelas taxas de juros e inflacdo. Se
focarmos os olhos apenas na inflagdo, postergar um recebimento produz
uma perda inflacionaria determinada pela redugdao do poder de compra.

Como exemplo admitiremos que uma empresa tenha vendido $100 mil
para recebimento em um prazo de 120 dias. Sendo de 10% a taxa de
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inflagdo do periodo, a taxa de perda inflacionaria assumida pela empresa
na operacao atinge a TDM de 9,09%:

I .1
TDM_1+I_1,1_

=

9,09%.

O poder efetivo de compra do dinheiro ao final do prazo foi reduzido
para 90,91% de seu valor, originando uma perda inflacionaria de $9.090,90.

Dessa maneira, a desvalorizacao de 9,09% apresentada no exemplo,
pode ser interpretada como o desconto maximo que a empresa poderia
conceder para pagamento imediato, de forma a tornar equivalente a venda
& vista ou a prazo.

4 Desenvolvendo o Problema

Explicitadas as ferramentas necessarias para a problematizagao vamos
a ela.

A primeira informagao que precisamos levar em conta é o periodo com-
preendido entre a data inicial (primeiro trimestre de 2013) e a data final
(primeiro trimestre de 2015). Feito isso, é necessario observar qual é o
fator acumulado do indice de referéncia - em nosso caso o IGP-M - no
periodo. E possivel consultar o valor desse fator no site [3], que oferece
um simulador de corre¢ao dos indices de acordo com o periodo e o indice
de referéncia.

Consultamos entao o indice indicado para nosso problema e obtemos
os seguintes dados:

Indice de corre¢io no periodo: 1,1161592.
Valor percentual correspondente: 11,6159200%.

Para determinar qual seria o poder de compra do valor de sua bolsa
no inicio de segundo trimestre de 2015, utilizaremos a expressao (1.4),
considerando 11,61592% como a TDM.:

0,1161592

TDM = ——°"2
1+0,1161592

=10,41%.

Assim, a queda no poder de compra registrada nesse periodo foi equi-
valente a 10,41%.

Podemos concluir entdo que quanto maior a inflagdo, maior seré a taxa
de desvalorizagao da moeda, o que define a diminuigao do poder de compra.
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Para que esse tltimo se mantenha inalterado, a renda das pessoas deve ser
corrigida em valores correspondentes a inflagao do periodo.

Se tal correcao superar o valor da inflagao, haverd um ganho real e
aumento do poder de compra.

Nosso outro objetivo era determinar qual seria o reajuste ideal a ser
aplicado para que o aluno pudesse adquirir as mesmas coisas que adquiria
com R$400,00 no primeiro trimestre de 2013, ou seja, para recuperar o
poder de compra da sua bolsa, devemos proceder da seguinte maneira:

400,00 x 1,1161592 = 446, 46.

Portanto, deveria haver um reajuste de 11,61592% que é equivalente a
R$46,46.

5 Consideracoes Finais

Cumpridas as etapas anteriores desse trabalho podemos destacar a im-
portancia de se estudar e compreender os conceitos envolvidos no contexto
inflacionario, visto que as alteraces econdmicas provocadas pelo sistema
financeiro afetam diretamente nossas vidas quando aumentam ou dimi-
nuem nosso poder de compra. Consequentemente, para que nao sejamos
prejudicados ou até mesmo iludidos com o sistema econémico ao qual esta-
mos submetidos, é fundamental conhecer algumas das informacoes contidas
nessa pesquisa. Outro ponto que pode ser destacado aqui é a compreen-
sao dos significados de reajustes salariais que recebemos ou deveriamos
receber, sendo possivel até mesmo adentrar em questoes como lutas sin-
dicalistas ou cortes orcamentarios aos quais todos os cidadaos e classes
trabalhadoras estao submetidos.

Agradecimentos: Agradeco a orientadora Profa. Dra. Marta Cilene Ga-
dotti pelas contribui¢oes no desenvolvimento dessa pesquisa e ao Programa
de Educagao Tutorial-PET pelo financiamento desse trabalho.

Abstract: In this work we will compare currency values in different periods,
considering the consequences caused by inflation in each of these values,
taking into account, for example, the purchasing power of money.
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Teorema de Schauder e uma Aplicacao

Quédima Carlevaro de Souza!
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Resumo: O Teorema de Schauder é uma generalizagao do Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer. Enquanto o Teorema de Brouwer se aplica a
espagos euclidianos, o Teorema de Schauder vale em espagos normados
de dimensao infinita. Neste trabalho provaremos o Teorema de Schauder
e aplica-lo-emos para investigar a existéncia de solucao para a equagao
integral de Urysohn.

Palavras-chave: Ponto Fixo; Teorema de Schauder; Equagao Integral de
Urysohn.

1 Preliminares

Inicialmente, listaremos alguns conceitos e resultados auxiliares para
a apresentacao do Teorema de Schauder e da aplicagdo deste a equacao
integral de Urysohn. Embora nos preocupemos com a exposigao de prelimi-
nares a abordagem do Teorema de Schauder, informamos que assumimos
que o leitor tenha familiaridade com os conceitos de espago topologico,
espaco meétrico, sequéncia, fecho de um conjunto, funcéo continua, funcao
limitada, didmetro de um conjunto, conjuntos fechado, limitado, aberto e
completo.

Definicdo 1. Uma cobertura (aberta) de um subconjunto A de um espago
métrico (E,d) é uma familia (O;);e; de conjuntos (abertos) cuja reunido
contém A.

Definicdo 2. Dizemos que um espago métrico (F,d) é compacto se ele
satisfaz a seguinte condigao:

(C) toda cobertura aberta de E admite uma subcobertura finita, isto &,

dada uma familia de conjuntos abertos (O;);er tal que E C |J O;,

i€l
existe um subconjunto finito {iy,...,i,} C I tal que E C O;, UO;, U
U0, .
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116 TEOREMA DE SCHAUDER E UMA APLICAGAO

Teorema 1. Um subconjunto de R™ (n > 1) é compacto se, e somente se,
€ fechado e limitado.

Definicdo 3. Um espago métrico é sequencialmente compacto se toda
sequéncia de pontos de F tem uma subsequéncia convergente.

Definicdo 4. Dizemos que um subconjunto X de um espago métrico (E, d)
é totalmente limitado se, para todo € > 0, existe uma cobertura finita de
E formada por conjuntos de didmetro menor do que ou igual a €. Isso
equivale a dizer que, para todo € > 0, existem pontos x1,..., T, tais que
todo ponto = € X satisfaz d(z,z;) < e para algum j € {1,...,m}.

Teorema 2. Seja (E,d) um espago métrico. As sequintes propriedades sio
equivalentes:

A) E é compacto;
B) E ¢ sequencialmente compacto;
C) E € completo e totalmente limitado.

Definicdo 5. Seja (F,7) um espaco topologico e seja (F,d) um espago mé-
trico. Dizemos que um conjunto £ de aplicacoes de F em F' é equicontinuo
no ponto xg € E se, dado € > 0, existe uma vizinhaga V,,, de o em E tal
que

x € Vg, = d(f(x), f(y)) < g, para toda f € &.

E claro que, se o conjunto & é equicontinuo no ponto xg, entao todas as
fungdes f € £ sao continuas no ponto xy. Dizemos que £ é equicontinuo se
& ¢é equicontinuo em todo ponto z € E; neste caso, os elementos de ¢ sao
funcoes continuas.

Teorema 3 (Teorema de Ascoli). Sejam (E,d;) um espago métrico com-
pacto, (F,ds) um espago métrico completo e C(E,F) o espago das fun-
coes continuas de E em F munido da métrica da convergéncia uniforme:
doo(fv g) = Sup dg(f(.’b),g(l'))

rEE

Um subconjunto H de C(E, F) ¢é relativamente compacto se, e somente
se, ele cumpre as condigoes:

(A1) H ¢€ equicontinuo;
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(A2) Para todo x € E, o fecho do conjunto
H(z) ={f(z); f € H}
€ compacto.

Lema 6. Sobre um espago vetorial E de dimensdo finita, todas as normas
sao equivalentes.

Lema 7. Se K € um subconjunto convero compacto de R™, entdo toda
aplicagdo continua de K em K tem um ponto fizo.

Lema 8. Seja f uma aplicag¢io continua de um espago métrico (E,d) num
espago métrico (E',d") e seja K um subconjunto compacto de E. Entdo,
dado € > 0, existe § > 0 tal que, para quaisquer z,y € E com d(z,y) <
9, dist(z, K) < 9, dist(y, K) < 0, tem-se d'(f(x), f(y)) < e.

2 Teorema de Schauder

Vamos agora enunciar o Teorema de Schauder e constatar que ele é um
caso particular de outro teorema que serd demonstrado.

Teorema 4 (Teorema de Schauder). Seja (E,|.||) um espago normado e
seja K um subconjunto compacto e convexo de E. Entao, qualquer aplica-
¢cao continua T : K — K tem um ponto fizo.

O Teorema 4 é um caso particular do seguinte resultado:

Teorema 5. Seja S wm subconjunto convero de um espago normado
(E,||-I) e sejaT : S — S uma aplicagao continua tal que T(S) C K C S,
onde K é compacto; entao T tem um ponto fizo.

Prova: A prova sera dividida em trés partes.

Parte 1: Vamos demonstrar que, dado ¢ > 0, existem um subconjunto
compacto convexo K. de S contido num subespago vetorial de dimensao
finita e uma aplicagao continua P, : K — K, tal que, para todo =z € K,
tem-se ||z — P.z|| < e. De fato: Segue da Propriedade C') do Teorema 2
que, dado € > 0, existem pontos 21, ...,z € K tais que todo x € K dista
de algum deles menos de €, uma vez que K é compacto. Paraj =1,...,m,

BICMaT, VoLuME XII, OutuBro DE 2015
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definimos a funcao continua g; : K — R por

e—|lx—x;|, sel|r—x;]| <c
g](x) — || ]” || JH ’
0, se ||z — ;]| > e.
m
Temos ) g;(z) > 0, para todo = € K e, definindo
j=1
ha)= 2O 1,

g: gk ()
k=1

oL

temos hj;(z) > 0, hj(z) = 1, para todo = € K, e hj(x) =0, se ||z —

1

J
zj|l > e

Denotamos por K. o conjunto convexo
m
{/\11:1 Fo o A A 0,50 A = 1}.
j=1

K. é a envoltoria convexa dos pontos x1,...,T,, € esta, pois, contida
num subespago de dimensao finita de £ e em S. Do Teorema 1 e do Lema 6
segue que K. é compacto.

Definamos P. : K — K, por P.(x) = > hj(x)z;, parax € K. P, ¢é
j=1

continua, pois h; é continua em K, para todo j € {1,...,m}, e
m
r—P.(x) =3 hj(z)(x—2z;), v €K,
j=1

onde, no segundo membro, sé as parcelas para as quais ||z — z;| < € séo
nao-nulas. Portanto,

m
|z — P(2)| < Zl hj(z)||lz — z;|| < e, para todo z € K.
]:

Parte 2: Para todo € > 0, existe z. € S tal que ||z — Tz.|| < e. Com
efeito, com a notagao utilizada na Parte 1, consideremos a aplicagao

P.oT:2e€S+— P.(Tz)e K. CS.
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Para a restrigao de P.oT a K. vale o Lema 7 e, portanto, existe x. € K.
tal que P.(Tx.) = z.. Pela Parte 1, considerando & = Tz, temos entao
|P-(Txe) — Txc|| < e, ou seja, ||z — Txe| <e.

Parte 3: Da Parte 2, segue que, para todo n € N, existe x,, € S tal que

1
|xn — T, < e (1.1)

Temos Tz, € K e, sendo K compacto, a sequéncia (Tz,)n,en contém
uma subsequéncia, a qual denotaremos por (T'z,,)nen por simplicidade de
notagdo, que converge para um ponto z € K C S. Da relacao (1.1) segue
que x, — x e, da continuidade de T, segue que Tx,, — Tz, que, com a
relacdo (1.1), nos fornece Tx = z. ]

3 Uma aplicacdo do Teorema de Schauder

Agora, aplicaremos o Teorema de Schauder para provar a existéncia de
pelo menos uma solugdo para a equacao integral de Urysohn. Antes disso,
demonstraremos um resultado que sera necessario para tal prova.

Informamos que C([a,b],R) denota o espago vetorial das fungoes con-

tinuas de [a,b] em R munido da norma uniforme: |f|lcc = sup |f(t)],
t€la,b]

f € C([a,b],R).

Lema 9. Dada uma fun¢do continua K : [a,b] X [a,b] x R — R, seja

(k:x)(t):/ KIt, 5, 2(s)]ds, t € [a,0],

para x € C([a,b],R). Entado,

I) kx € C([a,b],R) e a aplicagao = € C([a,b],R) — kz € C([a,b],R)
€ continua.

II) k € compacto, isto é, para qualquer r > 0, o fecho do conjunto k(B,.)
é compacto em C([a,b],R), onde

B, = {33 € C([avb]>R)§ H«”L'Hoo < T}'

Prova: [) Vamos primeiramente mostrar que kz € C([a,b],R) para x €
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C([a,b],R). Com efeito, dados t,tg € [a, b], temos

¢
|(k2)(t) — (kx)(to)] S/ |K[t, s, 2(s)] = K[to, 5, 5(s)]|ds
‘ ¢
[ 1Klto, 5, 2(5))lds.
to
Como K é uniformemente continua sobre o compacto [a, b] X [a, b] X z:([a, b]),
a primeira integral se torna arbitrariamente pequena com |t—tg|, € 0 mesmo
vale para a segunda, pois K é limitada sobre o compacto {to} x [a,b] X
([a, 0]).
Agora, verificaremos que a aplica¢do (nao-linear) z € C([a,b],R) —
kx € C([a,b],R) é continua. De fato, dados z,z¢ € C([a,b],R), para todo
t € [a,b], temos

(k) (t) — (kzo)(t)] = /{K[t,s,ﬂf(S)]—K[tas’mo(S)]}dé’

e, como K é continua e [a, b] X [a, b] X 2o([a, b]) é compacto, segue do Lema
8 que, dado £ > 0, existe § > 0 tal que, para

[ = xol| = sup [x(s) —zo(s)| <,

LESEES

tem-se

| K(t,s,2(s)) — K(t, 8, 20(s)) | < ﬁ Vs,t € [a,b],

e, portanto, ||kx — kx|l < (b— a) =e.

€
b—a

II) Para demonstrar que k é compacto, basta mostrar que k(B,.) satisfaz
as propriedades (4;) e (As) do Teorema 3.

(A1) k(B,) é equicontinuo: De fato, K ¢é uniformemente continua e
limitada em [a,b] X [a,b] x D,, onde D, = {z € R;||z|| < r}, r > 0.
Portanto, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que, para |t; — ta] < J,|s1 — s2| < J
e |z1 — 22| < 4, com 21,22 € D, temos |K(t1,s1,21) — K(t2, 82,22)| < e.
Assim, para |t —tg| < 0 e z € B,, temos

(k) (t) = (k) (to)] é/ |Kt, s, 2(s)] — Klto, s, x(s)]| ds

+

/tt Klto, s, 2(s)|ds

< (b—a)e + |t — tol M,
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onde
M =sup{|K(t,s, 2)|;s,t € [a,b],2z € D, }.
(A2) Para todo ty € [a,b], o conjunto

i) = { [ Kloss,a(o)as e i < B}

¢ limitado em R, pois K ¢ limitada em [a, b] X [a, b] x D,.. Portanto, o fecho
do conjunto (kB;)(to) é compacto, pelo Teorema 1. ]

No que segue, usamos a seguinte notagao: dada uma fungao continua
K :[a,b] x [a,b] x R — R e dado r > 0, escrevemos

K- = sup{|K(t,s,2);s,t € [a,b],z € R, |z| < r}.

Teorema 6. Seja K : [a,b] X [a,b] x R — R uma func¢dao continua. Para
toda f € C([a,b],R), existe A\; €]0,00] tal que, para qualqguer A\ € R com
|Al < Ay, eziste pelo menos uma fungio y € C([a,b],R) solugdo da equagdo
integral de Urysohn:

b
y(t) = f(t)+ )\/ Klt,s,y(s)]ds, a <t <b. (1.2)

Prova: Para quaisquer © € E = C([a,b],R) e t € [a, b], definimos

b
(kx)(t):/ Klt, s, x(s)]ds.

No Lema 9, vimos que kz € E, k é um operador continuo de ¥ em F
e k é compacto. Portanto, para toda f € F e para todo A € R, também é
compacto o operador

T=Tiy:xcEr—Trx=f+ Kz ckE.
Dado r > 0, seja B, = {z € E;||z|| < r}. Tomando r > || f]|, para

r = 1 fllo
(b—a)ll K[|’

temos T(B,) C B,. De fato, dados = € B, e t € [a, b]:

RIS

b
|(Tx)(t)] = |f(t) —l—)\/ Klt, s, x(s)]ds

< [FOI+ A = a)[| K],

= |[fllo
(b—a)| K]

< flleo + (b—a)| K]l

=T.
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Do Teorema 4 segue, entao, que 17\ tem um ponto fixo y € B,, isto &,
que a Equacao (1.2) tem uma solugdo y € B;..
Mais geralmente, podemos tomar A € R com

r— 1l
Al < Afp=sup——-—"————. ]
A< s =sup KT

4 Consideracdes Finais

O Teorema de Schauder é um resultado sobre existéncia de pontos fi-
xo0s. Tem grande utilidade na teoria de equagoes diferenciais, pois, através
dele, podemos garantir existéncia de solugao para certas classes de equa-
¢oes. No Teorema 3, vimos que a equagao integral de Urysohn tem pelo
menos uma solucdo. A mesma conclusao pode ser obtida para a equacao
integral de Hammerstein (veja a referéncia 1, pagina 171) e para a equagao
integral de Volterra (veja a referéncia 1, pagina 172).
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Abstract: The Schauder Theorem is a generalization of Brouwer Fixed
Point Theorem. While Brouwer’s Theorem applies to Euclidean spaces,
the Schauder Theorem is valid in infinite-dimensional normed spaces. In
this work we prove the Schauder Theorem and we apply it to investigate
the existence of solution to the Urysohn integral equation.
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Resumo: Neste trabalho serd apresentada a Forma Analitica do Teorema
de Hahn—Banach. Este resultado trata de extensoes de funcionais definidos
em subespacos a todo espaco vetorial. Através deste resultado, respondere-
mos afirmativamente as seguintes questoes: Em qualquer espaco vetorial
normado nao-trivial existem funcionais lineares continuos nao-nulos? O
dual topologico E’ de um espaco vetorial normado nao-trivial E separa
pontos de E? Existe um funcional linear continuo (ndo-nulo) que se anula
num subespago (proprio) dado? Se o espago dos operadores lineares limi-
tados T : E — F, onde (E, |- ||g) e (F,| - ||r) sdo espagos normados sobre
R ou C, é de Banach, entao (F,|| - ||z) também é um espago de Banach?
Palavras-chave: Funcionais lineares; Funcionais limitados; Teorema de
Hahn-Banach.

1 Conceitos, notagdes e resultados preliminares

A principio, listaremos conceitos e resultados de carater preliminar para
a apresentagao do Teorema de Hahn—Banach e de suas aplicagoes.

Definicdo 1. Sejam FE e F espagos vetoriais sobre um corpo K. Dizemos
que T : E— F é um operador linear se T'(ax + fy) = oT'(z) + BT (y) para
quaisquer z,y € EF e o, € K. Se F = K, dizemos que T é um funcional
linear.

Definicdo 2. Sejam (E,|| - ||g) ¢ (F,| - ||r) espagos vetoriais normados
sobre um corpo K. Dizemos que um operador T : E — F' é continuo num
ponto x € E quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

ye Bz —ylle <= [T() -T(lr <e

Dizemos que T é continuo em E se T for continuo em qualquer ponto
ze L.
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Definicdo 3. Sejam (E,|| - ||g) e (F,| - ||r) espagos vetoriais normados
sobre um corpo K. Dizemos que um operador T' : F — F' é limitado
quando existe uma constante positiva ¢ tal que |T(z)||r < c||z|| g, para
todo z € E.

Sejam (E, ||-||g) e (F, ||| F) espagos vetoriais normados sobre um corpo
K. Denotamos por L(E, F') o espago dos operadores lineares de E em F e
por L(E, F) o espago dos operadores lineares limitados de E em F'.

Observacao 4. Se (E,|| - ||g) e (F,|| - ||r) s@o espagos vetoriais normados
sobre um corpo K, ¢ facil verificar que a aplicagdo |||z (z,r) : L(E, F) = R
dada por

T(x F
Tl = s T e renmr,

z#0

define uma norma em L(E, F).
Portanto, se T € L(E, F), podemos afirmar que

1T @) < I Tlle.r e, (1.2)
para todo x € E.

Seja E um espago vetorial sobre um corpo K. Denotamos por E* o
espago dos funcionais lineares f : E — K e por E’ o espago dos funcionais
lineares limitados f : E — K. E* é denominado dual algébrico de E e E’
dual topoldgico de E.

O resultado a seguir garante que todo operador linear limitado entre
espagos normados é continuo, assim como todo operador linear continuo
entre espagos normados é limitado.

Teorema 5. Sejam (E, ||-||g) e (F.|-||r) espagos vetoriais normados sobre
um corpo K e T : E — F um operador linear. As sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

i) T € continuo;
it) T é continuo na origem;

wi) T é limitado.
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Prova: i) = ii). Segue da Defini¢ao 2.

i1) = i4i). Suponha que T ndo seja limitado. Dessa forma, para todo
k € N, poderiamos encontrar zj € E tal que ||T(xg)||r > k|lxk| &-

Para cada k € N, defina 2z, = H’T(ii:)HF Entao, kli,noloHZ’f”E =0e
klim IT(z)||7 = 1, o que fere a continuidade de T' na origem.

—o00

iii) = 1). Da defini¢ao de ||T'|| (g, ) dada em (1.1), segue que || T'(x)||r
< | Tllze,rllzle, para todo 2 € E (veja (1.2)). Logo, se x1,22 € E,
temos [|T(x1) — T(z2)|lr = [[T(21 = 22)p < [TllLer)ller — w2llp, de

onde se conclui que T é continuo. [

2 Forma Analitica do Teorema de Hahn-Banach

Serdo apresentadas duas versoes da Forma Analitica do Teorema de
Hahn—Banach, uma para espacos vetoriais reais e outra para espacos ve-
toriais sobre um corpo K, sendo K=R ou K = C.

Atentamos que, para demonstrar a Forma Analitica do Teorema de
Hahn—Banach para espagos vetoriais reais, a ferramenta utilizada sera o
Teorema de Kuratowski-Hausdorff, conhecido na literatura como Lema de
Zorn (o mérito deste resultado foi dado & Max Zorn em 1935, porém o
mesmo resultado j& havia sido obtido por Kuratowski em 1922 a partir do
Principio de Maximalidade de Hausdorff, que foi provado em 1914). Antes
de enunciar tal resultado, exporemos alguns conceitos preliminares.

Definicdo 6. Uma ordenacao parcial num conjunto X é uma relagao bi-
naria em X, que denotaremos por “< 7, reflexiva (£ < ¢, para todo £ € X),
transitiva (€ <nen < (= ¢ <, para&,n,¢ € X) e antissimétrica (£ <7
en< €= €=, para g, € X).

Se < é uma ordenagdo parcial em X, entao (X, <) é dito ser um con-
junto parcialmente ordenado.

Definicdo 7. Um conjunto totalmente ordenado é um conjunto parcial-
mente ordenado no qual quaisquer dois elementos sao comparéaveis de
acordo com a ordenagao parcial dada.

Definicdo 8. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos
que ¢ € X é um elemento maximal em X se para todo £ € X com ¢ <&,
tem-se £ = (. Um elemento n € X é uma cota superiorde Y C X se £ <1,
para todo £ € Y.
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Lema 9 (Teorema de Kuratowski-Hausdorff/Lema de Zorn). Um con-
junto nao-vazio parcialmente ordenado, mo qual todo subcomjunto total-
mente ordenado possui um limite superior, possui um elemento maximal.

Utilizando o lema acima apresentado, provaremos o Teorema de Hahn—
Banach para espagos vetoriais reais.

Teorema 10 (Teorema de Hahn-Banach - Forma analitica). Seja E um
espago vetorial sobre R e seja p: E — R uma funcdo que satisfaz

plazx) = ap(z), Ya > 0,Vr € E (1.3)

p(z +y) <p(x)+py), Yz,y € E. (1.4)

Se G € um subespago vetorial de E e g : G — R é um funcional linear
tal que
g(x) <p(z), Vo e q,

entdo eviste um funcional linear T : E — R que estende g (Tig = g) e
satisfaz T'(x) < p(x), para todo x € E.

Prova: Consideremos P o seguinte conjunto:

{h: D(h) C E — R; D(h) é subespaco vetorial de E, h & linear,
G C D(h), h estende g e h(z) < p(x), para todo x € D(h)}.

Em P, definimos a ordenagao parcial:
hi1 < hy & D(hl) - D(hg) e h/Q‘D(hl) = ho. (15)

Note que P é nao-vazio, pois g € P. Além disso, para todo subconjunto
totalmente ordenado de P, existe uma cota superior. Com efeito, seja Q)
um subconjunto totalmente ordenado de P arbitrario e defina h : D(h) —

R, onde D(h) = |J D(f), por
feq

h() = f(2), se w € D(f).
E facil verificar, através da relagio de ordem estabelecida em (1.5), que:

e h estd bem definida;
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e h e 'P;
e ) & uma cota superior para Q.

Portanto, pelo Lema 9, concluimos que P admite um elemento maximal,
o qual serd denotado por T. Mostraremos que D(T) = E. Suponha
que D(T) # E. Escolha g € E — D(T) e defina r : D(r) — R, onde
D(r) = D(T) + [zo], por r(z + txg) = T(x) + ta, para z € D(T'), onde «
é uma constante que sera definida depois, de modo que tenhamos r € P.
Informamos que [zg] denota o subespago de F gerado por .

Queremos, por enquanto, que « seja escolhido de modo a termos satis-
feitas as desigualdades abaixo:

T(x)+a=r(x+x)

T(z) —a=r(zr— xo)

(x + o), para todo z € D(T);

<p
< p(z + x0), para todo x € D(T).
Para tanto, basta escolher o de modo que

sup T(z) —p(z—z0) <a < inf_pla+m0) — T(x).
zeD(T) zeD(T)

Felizmente, tal escolha é possivel, pois se z,y € D(T), temos:
T(x)+T(y) = T(x+y) < pla+y) = p(z+zo+y—o) < p(z+zo)+p(y—2o).
Consequentemente,
T(y) — ply — x0) < p(x + o) — T(x), para quaisquer x,y € D(T).
Entao, se t > 0, temos
T T x
r(z +txg) =7 (t (? + 130)) =tr (; + xo) <tp (; —|—:co> = p(z + txg)

e set <0, temos

r(x + tawg) =7 (—t (i - x0)> = —tr (_xt - :c0> —
— (T (:) - a) < —tp (_xt - :c0> = pla + txo).

Dessa forma, r € P,T < r e T # r, e isso fere a maximalidade de T
Portanto, temos que D(T') = E e a prova esta completa. [
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Teorema 11 (Teorema de Hahn-Banach - Versdao generalizada). Seja
E um espago vetorial sobre K (=R ou C) e sejap : E — R uma fungdo
que satisfaz

plax) = |alp(z), Va €K, Vz € E, (1.6)
p(x +y) < p(x) +p(y), Vi,y € E. (1.7)

Se G € um subespago vetorial de FE e g : G — K é um funcional linear
tal que
l9(x)] < p(z),Vz € G, (1.8)

entdo existe um funcional linear T : E — K que estende g (Tig = g) e
satisfaz |T(x)| < p(x), para todo x € E.

Prova: Vamos dividir a prova em dois casos, quando K = R e quando
K=C.

Caso 1: Consideremos K = R.

De (1.6) e (1.7) segue que p cumpre as condigoes (1.3) e (1.4). E de
(1.8) segue que g(z) < p(x), para todo z € G. Pelo Teorema de Hahn—
Banach para espagos vetoriais reais (Teorema 10), existe um funcional
linear T : E — R tal que T'(z) = g(x), para todo z € G e

T(z) < p(z), para todo z € E. (1.9)
Da Desigualdade (1.9) segue que
—T(x) =T(—z) < p(—z) = | — 1p(x) = p(x), para todo =z € E. (1.10)

De (1.9) e (1.10) concluimos que |T'(z)| < p(x), para todo = € E.

Caso 2: Consideremos K = C.

Podemos escrever g(xz) = ¢1(x) + ig2(x), para x € G, onde g1 € go
assumem valores reais. Como artificio, vamos considerar E e G como
espagos vetoriais reais que serao denotados, respectivamente, por E,. e G,
Como g é linear, é claro que g; e go sao funcionais lineares sobre G,.

Como ¢1(x) < |g(x)|, segue que g1(z) < p(z), para todo x € G. Pelo
Teorema de Hahn—Banach para espagos vetoriais reais (Teorema 10), existe
um funcional linear T3 : E, — R que estende g; e cumpre T3 (z) < p(x),
para todo x € F,..

Agora vamos estudar o caso de go. Note que, se z € G, i[g1(z) +
igo(x)] = ig(x) = g(iz) = ¢g1(ix) + iga(iz). Assim, se z € G, temos
g2(z) = —g¢1(iz). Entdo, definamos, para todo = € E, T : E — C, por
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T(x) = T (z) — iTy(ixz). Portanto, T'(z) = g(z), para todo x € G. Nos
resta mostrar que T é um funcional linear em E (no espago complexo) e
que |T'(z)| < p(z), para todo x € E.

o T' ¢ linear:

Dados z € E e A = a+bi € C, temos T'((a + bi)x) = Ty (az + ibzx) —
((T1(i(a+bi)x)) = aTy(x) + T (ix) —i[aT) (ix) — 0Ty (z)] = (a+bi)[T1(z) —
T (iz)] = (a + bi)T(x).

Além disso, se z,y € E, temos T(x+y) =Ti(x+y) —iTh(I(z+vy)) =
Ti(z) + T1(y) — (iT1(iz) +iT1(iy)) = Ti(x) — 11 (iz) + Ti(y) — iTi(iy) =
T(z) + T(y), pela linearidade de T7.

e |T(x)| < p(z), para todo x € E.

Se x € E é tal que T'(z) = 0, o resultado é imediato, pois sabemos que
p(z) > 0. Seja z € E tal que T'(x) # 0. Entdo, T(x) = |T(z)|e?, de onde
segue que |T(z)| = e"¥T(z) = T(e"*x). Como |T(z)| é real, segue que
T (z)| = T(ez) = Ti(e™"x) < |(e™)[p(x) = p(2). u

O ponto principal do Teorema de Hahn—Banach nao é a simples exis-
téncia da extensao de um funcional linear, mas sim a existéncia de uma
extensao linear dominada por p.

Uma consequéncia importante do Teorema de Hahn—Banach é a exis-
téncia de extensoes lineares limitadas de funcionais limitados definidos em
subespagos de espagos vetoriais normados, a qual segue abaixo.

Corolario 12. Sejam K =R ou C, G um subespago de um espago vetorial
real normado (E, ||-||g) sobre K e g : G — K um funcional linear continuo.
Entao, existe um funcional linear continuo T : E — K que estende g e

ITNle = llgllcr-

Prova: Definamos a fungéo p : E — K por p(z) = ||g/l¢/||z]|g. Como g
é um funcional linear continuo, segue que |g(x)| < ||gll¢’ ||z]| g, para todo
z € G, pela Observacdo 4. E facil verificar que p satisfaz as condicoes
(1.6) e (1.7) do Teorema 11. Entdo, pelo Teorema 11, existe uma extensao
linear T': £ — K de g tal que

T(x)] < p(z) = llgllllzlle, Voe E. (1.11)

Disto segue que |T||gr < |lgllg, de onde T' é um funcional limitado e,
portanto, continuo (veja o Teorema 5). Além disso, por T ser uma extensao

BICMaT, VoLuME XII, OutuBro DE 2015



130 TEOREMA DE HAHN-BANACH E APLICAGOES

de g, temos:

T(x T(x gz
17l = sup TN 5 gy TN _ gy Wy 11
eei |2lle ~ 2co lzlle zcollole
z#0 x#0 z#0
Por (1.11) e (1.12), concluimos que ||T||z = ||gllc’- |
3 Aplica¢des do Teorema de Hahn—-Banach
No que segue, K=R ou K = C.
Proposicdo 13. Sejam (E,| - ||g) um espago vetorial normado nao-trivial

sobre K e E’ seu dual topoldgico. Se x # 0, entao existe f € E’ tal que
f)=lzle el fle =1.

Prova: Para demonstrar este resultado basta aplicar o Teorema 11 sob as
seguintes condigoes: O funcional p: E — R é dado por p(z) = ||z| g para
todo z € F; o subespago G de E é o subespago gerado por x, ou seja,
G = [z] e o funcional linear g : G — K ¢é definido por g(¢z) = (||z| g, para
todo ¢ € K. [

Para o bom entendimento da préxima proposicao, precisamos ter acesso
ao seguinte conceito:

Definicdo 14. Dizemos que uma familia F de funcionais separa pontos
de um conjunto X quando, para quaisquer elementos x,y € X distintos,

existe f € F tal que f(x) # f(y).

Proposicdo 15. Se (E,|| - ||g) € um espago vetorial normado nao-trivial
sobre K, entdo E' separa pontos de E.

Prova: Com efeito, dados =,y € E, x # y, temos que x —y # 0 e,
pela Proposigao 13, existe f € E’ tal que f(z) — f(y) = flzx —y) =
|z —yllz # 0. u

Proposicdo 16. Sejam (E,| - ||g) um espago vetorial normado sobre K,
M um subespaco vetorial fechado préprio de E e £ € E— M. Se(0 < § =
A&, M) = in]\f/[ I€ = nlle, entdo existe f € E’ tal que

ne

Ifller =1, f(§) =6 e fiu=0.
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Prova: A distancia § entre £ e o subespago M é maior do que zero pois
M & fechado. Consideremos G = M + [¢] e definamos o funcional linear
g: G — K por

gln+t&) =t5, neM, tek.

Claramente g|p; = 0. Pela defini¢ao de ¢ temos (para t # 0):

lgtn+1€)] = I¢l13] < 4] | L + ¢ = lln+tele,

e, assim,
lgller <1 (1.13)
Além disso, para cada n € M, temos:
-n+ 4] ] 1)
lgller = otz + 01 _ > == =1. (1.14)
[=n+&le Il-n+&leg ~ inf [[-n+&lsz o
neM
De (1.13) e (1.14) segue que ||g||¢» = 1. Aplicando o Corolario 12, obtemos
o desejado. [
E sabido que se (F,| - ||z) ¢ um espaco de Banach sobre K, entdo o

espago (L(E,F), || | L(g,F)) ¢ de Banach. A partir do Teorema de Hahn-
Banach, vemos que a reciproca desse resultado é verdadeira.

Proposicéo 17. Se o espago (L(E,F),| - |1(g,r)) € de Banach sobre K,
entio (F,| - ||r) também € um espago de Banach sobre K.

Prova: Seja (yn)nen uma sequéncia de Cauchy em F. Tome zg € E tal
que ||zo||r = 1. Pela Proposigao 13, existe um funcional linear limitado
f:E—Ktal que f(zo) = |lzolle =1e ||fller = 1.
Para cada n € N, defina T, : E — F por T,,(x) = f(x)yn, para © € E.
Afirmamos que T,, é linear. De fato, para z1,22 € E, o, € K, te-
mos que Ty, (a1 + Bx2) = (f(ax1 + Br2))(yn) = af(x1)yn + Bf(z2)yn =
aTy(x1) + BTn(x2).

Além disso, | T (2)[|r = [If (@)ynllp = |f(@)llynllp < (| fllz |zl llynl e
[T ()] 7
]l 2
Tl e, py < llynllr. Dai, a sequéncia (T;,)nen ¢ limitada, uma vez que

(Yn)nen € limitada por ser uma sequéncia de Cauchy.
Portanto, para cadan € N, T,, € (L(E, F), || - | 1(p,F))-

— |lzllllgnl -, de onde segue que < |lynlr e, por conseguinte,
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Vamos mostrar, agora, que (T, ),en € uma sequéncia de Cauchy. Dados
m,n € Nex € E, temos:

1T0(z) = T (@) p = 1/ (2)yn — f(@)ymllF = [f(@)l]lyn — ymllF

< Azl zlyn = ymlr = 2l 2lyn = yml #-

Dai, | T, =Tl L(e,F) < |Yyn—YmllF. Como (Yn)nen é uma sequéncia de
Cauchy, desta altima desigualdade segue que (T;,)nen € uma sequéncia de
Cauchy em (L(E,F)7 II - ||L(E’p)). Sendo (L(E,F), I| - ||L(E’F)) um espacgo
de Banach, podemos afirmar que existe T' € (L(E, F), | - |(&,r)) tal que
T, — T quando n — oo, donde |15, — T'||(g,r) — 0 quando n — oo.

Afirmamos que y,, — T(z¢) quando n — oo . Com efeito,

lyn —T(z0)ll 7 = | f(20)yn — T(w0)||F = [|Tn(z0) — T'(w0)|F
<|NTw = Tllne,rmllzolle — 0,

quando n — co. Portanto, F' é um espago de Banach. [
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Abstract: In this work, we will present the Analytic Form of the Hahn
Banach Theorem. By Hahn-Banach theorem, we show the existence of
bounded linear extensions of bounded linear functional defined on subspa-
ces of normed vector spaces. Moreover, with this result, we will respond
positively to interesting questions as: Are there non-zero continuous linear
functionals in any nontrivial normed vector space? Is there a non-zero
continuous linear functional that vanishes in a given (own) subspace? If
the space of the bounded linear operators T : E — F, where (E, | - ||g)
and (F,| - ||r) are normed vector spaces over R or C, is Banach, then is
(F,] - |l#) a Banach space?

Keywords: Linear functionals; Bounded functionals; Hahn-Banach Theo-
rem.
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Equacoes Diferenciais Funcionais com
Retardamento e Extensao de Solucgoes

Raul Lima!

Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: Definiremos equagao diferencial funcional com retardamento
(EDFR) e solugdo. Enunciaremos o Teorema de Existéncia e Unicidade
para este tipo de equacao e exibiremos um exemplo de como encontrar
uma solugdo para um PVI utilizando o método passo-a-passo. Por fim
mostraremos, sob certas condigoes, que podemos estender uma solugao de
uma EDFR.

Palavras-chave: EDFR; solugao; extenséo.

1 Equacdo Diferencial Funcional com Retardamento
Sejam h, H com 0 < h < oo, 0 < H < 00, considere
Cu = {p € C([=h,0],R") tal que [lp] < H},

onde C([—h,0],R™) é o espago de Banach das aplica¢bes continuas de
[—h,0] no R™ com a norma ||¢|| = sup |¢(0)], || denotando um norma
h>6>0

usual do R™. No caso H = oo, Cyg = C, = C, pois considera-se todas as
aplicagées continuas de [—h, 0] no R™.

Sejam A, 0 < A< ooex:[tg— h,tg+ A] = R continua. Considere
t, to <t <tp+ A. Defina x:, o elemento de C' dado por z:(6) = x(t + 6)
para —h < 6 < 0.

Na figura abaixo, caso n = 1, esta representado o elemento x;.

1Bolsista PET

135



136 EqQuagoes DirFereENciAlS FuNcioNnals coM RETARDAMENTO E EXTENSAO. ..

Tt

to—h t—h to t to+ A
Definicdo 1. Seja
f:10,00) x Cyr = R", (t,0) = f(t,9).

A equagao
L(t) = f(t, z¢) (1.1)

é chamada uma equagao diferencial com retardamento.

Definicdo 2. Uma func¢io continua = : [to — h,to+A4) > R" com 0 < A <
00, to > 0, é dita solugdo de (1.1) se existir a derivada de = em [tg, to + A)
e & = f(t,x;) para tg <t < to+ A.

Observacao 3. Note que se h = 0, entao a equagao diferencial com retar-
damento se reduz a uma equacgao diferencial ordinaria. Portanto, as EDFR
englobam as EDO.

Definicao 4. Um problema de valor inicial para uma EDFR, consiste de
uma equagao do tipo (1.1), e uma fungao inicial ¢ € C, tal que z, = .

Vamos enunciar o Teorema de Existéncia e Unicidade, cuja demonstra-
¢@o pode ser encontrada em [1].

Teorema 5 (Existéncia e Unicidade de Solucdo para EDFR). Seja uma
fungao f(t,) continua e localmente lipschitziana relativamente a ¢ em
[0,00) x Cr. Entdo, para qualquer tg > 0,v € Cy, existem A > 0 e fungdo
x definida em [tg — h,to + A) que € solugdo de (1.1) com fung¢do inicial ¥
em to. Além disso, esta solugdo € tinica.

Podemos notar que as solugdes de uma EDFR, diferente do que ocorrem
em EDO, podem se interceptar em um um nidmero infinito de pontos e
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ainda serem distintas. Elas serao iguais apenas se coincidirem em um
intervalo de comprimento do retardo.

Os exemplos a seguir nos mostram como obter uma solu¢ao para um
PVI em EDFR através do método passo-a-passo, além de mostrar que
duas solugoes de uma mesma EDFR podem se intersectar em um ntimero
infinito de pontos e ainda serem distintas

Exemplo 6. Considere o seguinte problema de valor inicial

&=zt — 37”),

3T (12)

xo = sen ), 6 e——,0].
2
O método passo-a-passo caracteriza-se pela construcao da solugao em
intervalos da reta que possuem o comprimento igual ao do retardo. Na
resolucao sera evidenciada a necessidade de termos uma fungao como con-
dicao inicial e a dependéncia do conhecimento do intervalo anterior para

construirmos em intervalos a solugao.

1. Denote por z!(t) a solugdo de (1.2) em 0 < ¢ < 3Z. Observe que

3T 3T 3T
<t< 2D o 20 2«
O_t_2:> 2_(15 2) 0
T 3T
=>$1(t—7)_$0( —?)
= 5E1(0) = I.C()(O) = sen(O) =0

Desta forma z'(t), com ¢ € [0, 2T] deve satisfazer

fri s, us

Ty = senf.

Integrando a primeira equagao temos:

/Ot;bl(s)ds—/otx<s?’2”> ds:»xl(t)—/otx(sg;) ds.

Como 0 <t < 3 = -3 < (t—3T) < 0 entdo de (1.2) temos

xo(t) = sent, para 0 € [73%, 0]. Logo,

¢
x1(t) = [ sen 5—3—7T ds = — cos 8—31 | = sent.
o 2 2
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2. Denote por 22(t) a solugao de (1.2) em [37”737r]. Analogamente,
2?(37/2) = —1. Entdo 2%(t) deve satisfazer

{ﬁz%t?% (1.4)

:rgﬂ/z (t) = sent.

Da mesma maneira, temos:

t
22 (t) = —1—|—/ sen <s— 3271-) ds =
3T
-1+ [cos (s 2)}

Repetindo o processo para os intervalos seguintes, a solucao do PVI é
dada por

t

= sent.
3m
2

¢(t) =sent, parate [—32F,0],
x(t) =sent, parat € [0,00).

De forma anéloga ao exemplo anterior, pelo método passo-a-passo, apli-
cado ao PVI

i=a(t-5),
Ty = cost, para 0 € [737”,0].

1. Seja z'(t) a solugao de (1.2) em [0, 2F], onde 2! (0) = 1. Logo 2 ()
deve satisfazer

fizre ”

! +0 = cos¥, para 6 € [737”,0].

E entao,

¢
3 3
ml(t):/ cos(s—zﬂ-)ds:l—&—sen(t—;)—i—lzcost.
0

2. Denote por 22(t) a solucdo de (1.2) em [2F,3n]. Entdo 2?(t) deve

satisfazer
2 — p2(4 _ 37

;ng/z (t) = cost.

Pelo método passo-a-passo, segue que

¢
3 3
z2(t) = /37r cos (s - ;) ds = sen (t— ;) = cost.
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Procedendo da mesma forma para os intervalos seguintes, obtemos

Y(t) = cost parat e [-3F 0],
x(t) = cost parat € [0,00).

Assim, temos duas solugoes da mesma equagao diferencial com retar-
damento cujos graficos se encontram em um numero infinito de pontos.
Isso, no caso de uma EDO, nunca poderia ocorrer. Neste caso, com 0 mé-
todo passo-a-passo vemos que é possivel determinar a solugao em [0, c0),
porém se quisermos determinar a solu¢ao para todo niamero real ou deter-
minar qual é o intervalo médximo em que a funcao = é solugao é necessério
estabelecer outras condigoes, como veremos a seguir.

2 Extensdo de Solugéo
Nesta secao iremos assumir as seguintes hipoteses:

1. O segundo membro da equagao &(t) = f(t, p) é uma fungao continua
que leva conjuntos [0,7] x Cy, em conjuntos limitados do R™ para
todo 7, Hy, tais que 0 < 7 < 0o, 0< H; < H.

2. Ha alguma condigao de unicidade relativamente ao problema de fun-
¢ao inicial, isto &, se z(t) e y(t) sdo duas solugoes definidas em algum
intervalo comum [ty — h,to +J), 0 < d < oo, com xt, = Yyy,, entao,
x(t) = y(t) para todo t € [to — h,to + 0).

Como consequéncia do Teorema 5 segue que (i) e (ii) sdo satisfeitas
no caso em que o segundo membro da equagao é uma fungao continua,
localmente lipschitziana relativamente a .

Indicaremos por z(t, o, ) a solugio da equacao (1.1) cuja fungao inicial
em to é . Usamos a notacao x(tp, ¢) para indicar o elemento de C' dado
por z¢(to, ©)(0) = x(t + 0, to, ).

As seguintes propriedades sdo verdadeiras relativamente ao problema
de extensao de solugoes de (1.1), supostas satisfeitas as condigoes (1) e (2):

1. Se xz(t), definida em [ty — h,to + J] é solugdo de (1.1) e se |z(t)| < H
neste intervalo, entdo, x(¢) pode ser estendida a direita de ¢y + J, como
solugdo de (1.1) tomando para a funcao inicial em tg + &

(0) = 2(to + 6+ 0) = 24y 15(0), —h<6<0.
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Prova: A afirmagao anterior segue diretamente do teorema de existéncia e
unicidade, ja citado. Se f(t, ) além de continua é localmente lipschitziana
relativamente a ¢, como Teorema 5 nos garante que para qualquer ty >
0 e ¢ € Cp existem A > 0 e uma funcdo x definida em [tg — h, tg — A) que
é solugao de (1.1) com func¢do inicial 1 em ty. Tome o instante inicial sq
agora dado por sg = to + d, ja que = é solugao de (1.1) e esta definida em
[to—h, to+0]. Desta forma, a solugdo x pode ser estendida até t = sp+A4. =

2. Se z, definida em [tg — h,tg +0), 0 < 0 < o0, é solugao de (1.1) e

se, neste intervalo, |z(t)| < H < H, entdo, podemos estender z(t), como

solugao de (1.1), a [to — h, to+ ] e, desta forma, por (1), & direita de ¢o+ 0.
A demonstracao deste fato segue do critério de Cauchy tomando-se

ﬂwzm%y+lf@@gw

e usando a hipotese 1.

Prova: Consideremos qualquer sequéncia {t,}nen, to < tn,Vn € N, tal
que t, — tg + 9, como por exemplo t,, = tg + d + %

Da hipotese 1 temos que f(s,z,) € limitada, isto é, existe L > 0 de
modo que |f(s,x5)| < L. Para mostrar que {z(t,)}nen € de Cauchy, con-
sidere t,, > t,, temos:

t t

|z(t) — x(t,)] = f(s,25)ds — f(s,25)ds
to to
tn tm tn
= f(s,zs)ds + f(s,xs)ds — f(s,zs5)ds
tO tn tO
tTn
= f(s,zs)ds
tn

< / " (s, 24)lds

n

t7n
< / Lds
t

n

= Lltm — tal-

Note que L|t,, — t,| — 0, quando m,n — co. Em outras palavras, po-
demos dizer que |z(t,,)—x(tn)] — 0, quando m,n — oco. Assim {z(t,) }nen
é de Cauchy e z(t,) — T.
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Defina z(tg +0) =7 € R.

Neste ponto temos que x esta definida e é continua em [to — h, tg + J],
agora devemos mostrar que z é solucao da equagao diferencial em [ty —
h,to + d]. Como z é solugdo de EDFR em [tg — h,to + 0) e é continua em
relagao a t, tem-se

tn to+d
x(tn) = z(to) —|—/t f(s,x5)ds — x(to) +/ f(s,z)ds

to

ou seja,

T = x(to + (5)

Assim, x(t) = z(to) / f(s,zs)ds para t € [tg — h,to + &] é solugao

de ¢ = f(t,x:) quando tomamos como fungao inicial ¥ = 4, 4s. [

Observacao 7. A hipotese 1 se faz necessaria para aplicar o critério de
Cauchy porque num espago de Banach de dimensao infinita, como é o caso
de C([—h,0],R™), h > 0, uma bola fechada ndo é um conjunto compacto.

Indicaremos por [ty — h,tT),tg < tT < 0o, 0 maximo intervalo aberto
a direita ao qual podemos estender x(t) como solugdo. Quando tT = co
dizemos que z(t) ¢ definida no futuro. Se x(t) é definida e limitada em
[to — h, 00| dizemos que z(t) é limitada no futuro.

3. Seja z(t) solugao de (1.1) tal que |z(t)| < H < H para to—h <t < t+.
Entéo, tT = oo e, portanto x(t) é limitada no futuro.

Prova: Suponhamos que t* seja finito, entdo pelo item (1) poderiamos
estender x até t* como solugao de (1.1), isto &, = é solugao de (1.1) com
t € [to — h,t"]. Absurdo, pois se z esta definido em [ty — h, "] podemos
estendé-la para valores maiores que tT, assim [to—h, t*] nao seria o maximo
intervalo de z. [

Em particular se H = oo e se z(t) é limitada em seu méaximo intervalo
aberto & direita, entdo, t7 = oo. Essa propriedade é uma consequéncia
imediata do item anterior.
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4. Em geral ndo podemos estender x(t, to, ¢) como solugao a esquerda de
(1.1) em [to — h,tT), isto é, ndo pode-se garantir a existéncia de § > 0 e
de fungao z(t) definida em [tg — h — §,t "), z(t) coincidindo com x(t, to, )
em [tg — h,t"] tal que

i = f(t,z) parato — 6 <t <t

Por exemplo, se tomarmos ¢ € C tal que p(6) ndo tenha derivada a es-
querda para 6 = 0, entdo, x(t, tp, ¢) ndo admite prolongamento a esquerda
qualquer que seja ty > 0. Mas um prolongamento & esquerda nao ocorre,
em geral, mesmo que () seja diferenciavel, veja referéncia [3].
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Abstract: We will define Retarded Functional Differential Equation
(RFDE) and solution. Enunciate Existence and Uniqueness Theorem for
RFDE and through an example to show how to find a solution of a RFDE
using step-by-step method. Last we will show that above some conditions
is possible to extend a solution of a RFDE.
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