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EDITORIAL

O Boletim de Iniciacao Cientifica em Mateméatica - BICMat é uma publicacdo que se
destina a difundir prioritariamente trabalhos de Iniciacao Cientifica em Matemética que fa-
zem parte de projetos desenvolvidos por alunos do Curso de Graduagao em Matemética do
IGCE, Unesp Rio Claro. Eventualmente trabalhos de Iniciagao Cientifica realizados em outras
institui¢coes poderao também ser publicados neste Boletim.

O BICMat foi criado em 1998 e nessa época foram publicados dois volumes; o primeiro no
ano de criagao e o segundo em 2000.

Considerando a importéancia da Iniciagao Cientifica para o graduando, e o sempre crescente
nimero de projetos desta natureza desenvolvidos em nossa instituicao, resolvemos reativar a
publicacao do BICMat em 2006, com ISSN 1980-024X.

Destacamos que a autoria dos trabalhos apresentados no BICMat é dos alunos. O orien-
tador figura apenas como responsével cientifico.

Este Boletim também estda aberto & divulgacao de trabalhos que nao sejam frutos de
projetos de Iniciagao Cientifica, mas que sejam de interesse dos alunos do curso de graduagao
em Mateméatica. Estes trabalhos serao selecionados pelos Editores.

Este volume esta disponibilizado eletronicamente na pagina do Departamento de Mate-

matica no enderego
http://igce.rc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/

ou através do codigo QR
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Equagoes Diferenciais em Circuitos Elétricos

Daniel Borin'
Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: As equagdes diferenciais constituem ferramenta importante na modela-
gem de problemas naturais e sociais. E possivel observar que diversos problemas
fisicos sdo descritos através deste tipo de equagao. Neste trabalho desenvolvemos
o estudo do circuito RLC' em série e seus derivados (Circuitos RC, Circuitos LC,
etc. .. ), realizando a modelagem matematica do problema e resolvendo através de
métodos analiticos de equacOes diferenciais lineares.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais, circuitos elétricos, modelagem matemaética

1 Elementos de Circuito
1.1 Resistor

Um resistor (6hmico) é um elemento do circuito onde ocorre a conversao de energia elétrica
em energia térmica, dada pelo efeito Joule. Este componente obedece a lei de ohm, quando
atravessado por uma corrente ¢, apresenta uma queda de potencial através dos seus extremos
dada pela equacao

V = Ri.

R

AN

F1GURA 1: Resistor
1.2 Capacitor

Um capacitor é um elemento composto por dois condutores isolados por um dielétrico, um

com carga ¢, e outro com carga —q. A queda de potencial entre os condutores é dada por

onde C é chamada de capacitancia do capacitor e seu valor depende da geometria das placas.

TFundagdo de Amparo a Pesquisa do Estado de S&o Paulo (FAPESP) (processo n° 2017/03686-1)

Departamento de Matematica
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EQuA¢OES DIFERENCIAIS EM CIRCUITOS ELETRICOS 6

C

-

FiGUrA 2: Capacitor

1.3 Indutor

O indutor é um dispositivo que pode ser usado para produzir um campo magnético com
o valor desejado em um regiao do espago. Se uma corrente I atravessa as IN espiras de um
indutor, um fluxo magnético entrelaca essa espiras. A queda de potencial através dos extremos

do indutor,tomada no sentido da corrente é dado pela equacgao

di
=L—.
v dt
L
T

F1Gura 3: Indutor

14 Gerador

Um gerador é uma fonte de forca eletromotriz que realiza um trabalho sobre as cargas
elétricas para manter uma diferenga de potencial entre os terminais. Temos dois tipos de
geradores, o de corrente alternada (CA) e o de corrente continua (CC), no primeiro a forga
eletromotriz varia senoidalmente com o tempo, enquanto a segunda como o nome ja diz, é
continua. Ao contrario do resistor, capacitor e do indutor, um gerador é um elemento ativo
de um circuito, que fornece energia, simbolizando isto com um sinal negativo. Portanto a
“queda” de potencial é

V =—¢.

CC CA

: -

FIGURA 4: Gerador

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017



EQuA¢OES DIFERENCIAIS EM CIRCUITOS ELETRICOS 7

2 Modelagem Matematica

A modelagem matematica de circuitos consiste basicamente na aplicacdo de uma lei bas-

tante importante se tratando de circuitos elétricos, denominada Regra das Malhas de Kir-

chhoff.

Teorema 1.1 (Regra das Malhas de Kirchhoff). A Soma algébrica de todas as quedas de tensao

encontradas ao percorrer uma malha fechada é nula,

d v=o.

Prova: O trabalho elementar dW realizado sobre uma particula por uma forca durante um
deslocamento ds é dado por

dW = Fds.
Para um circuito, F= QOE , entao, obtemos
dW = qoEdS.

Para determinar o trabalho total W do ponto ¢ para o ponto f, somamos, por integracao,
os trabalhos elementares realizados sobre a carga quando ela sofre todos os deslocamentos

elementares, portanto obtemos
.
W = q0 / Eds.
i
Substituindo W por W = =V @Q, onde V é a diferenca de potencial, obtemos

I
V:—/ Eds. (2.1)

A equagao (2.1) é chamada de equagao do potencial a partir do campo elétrico. Agora
consideremos o circuito da figura abaixo, onde os retangulos brancos representam qualquer

elemento passivo (resistor, capacitor ou indutor).

F1GURrA 5: Circuito

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017



EQuA¢OES DIFERENCIAIS EM CIRCUITOS ELETRICOS 8

Aplicando a equagao do potencial a partir do campo elétrico nos pontos 1 e 2 da Figura 5,

obtemos, por exemplo

2 2
V12:/Ed§:/ dV:‘/l*VvQ:*&
1 1

Agora, como o potencial ndo depende do caminho, mas sim do seu deslocamento, vamos
aplicar (2.1), mas desta vez vamos percorrer a malha toda até chegarmos novamente no ponto

em que partimos, portanto
2 3 4 5 1 I
Vmalha:ZV:/ Ed§+/ Ed§+/ Ed§+/ Ed§+/ Ed§:/ Eds = 0.
1 2 3 4 5 1
Logo, >V =0. O
3 Circuito RC

Considere o circuito da Figura 6, onde o capacitor esta totalmente descarregado.

R

]

€
FIGURA 6: Circuito RC

Fechando a chave S, e aplicando a Regra das Malhas de Kirchhoff, obtemos

iR+ % =e. (3.1)

di
Como i = d—z e dividindo (3.1) por R, obtemos entao a equagao diferencial

da 4 _ = (3:2)

Como (3.2) é uma EDO (Equacao Diferencial Ordinaria) linear de primeira ordem, resol-
veremos ela através do método do fator integrante, que consiste em multiplicar a equagao por

um fator para que se possa utilizar a regra do produto da diferenciagao. Esse fator é

dt
p=el 7c = erc

Multiplicando p em ambos os lados de (3.2), obtemos

_t dq o t
n = eRC——FieRc_EeRC'

dq q
Pa ™ it " RO

. q t £ t
it T RCM" TR

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017
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Aplicando a regra do produto da diferenciagao,

d ¢

t 3 t
& (qe rc ) = Ee RC
Integrando ambos os lados em relagao a ¢,
d, € t Lt
g(qerc): EeRC e gere :C€(1+ke RC)‘

Para determinamos k, utilizamos a condic¢ao inicial de que no instante t = 0, ¢ = 0,
0=Ce(1+ke ®e) = Ce + kCe = k= —1.
Portanto a solugao do Problema de Valor Inicial é
q(t) =Ce(1 — e_%).

Analisando a solugéo, vemos que quanto ¢t = 0, o termo e~FC 6 igual a 1, sendo assim,
g = 0. Quando t tende ao infinito, o termo e~ Fe tende a zero e q = Ce.

dq
Agora, analisaremos a corrente, como — = i, entao

dt
) dq €, __t
i(t) = P (E)e RC.

Note que quando ¢ = 0 o valor da corrente ¢ & e conforme o tempo, com ¢ tendendo ao
P ot . .
infinito, o termo e” EC tende a zero, assim o valor da corrente vai para zero.

A Figura 7 representa o grafico de i(t) em funcao de t.

i(t)

f

FI1GURA 7: Corrente num circuito RC

Esse circuito descreve o processo de carga de um capacitor. Quando a chave S do circuito
¢é fechada cargas comecam a se mover no circuito e uma corrente é gerada. KEssa corrente
acumula ¢ cada vez maior na placas do capacitor e estabelece uma diferenca de potencial
V. = (q/C) entre as placas do capacitor. Quando esta diferenga de potencial ¢é igual a da
fonte, a corrente deixa de circular, e o capacitor atingiu sua carga final, ou de equilibrio,

equivalente a Ce.

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017



EQuA¢OES DIFERENCIAIS EM CIRCUITOS ELETRICOS 10

L

R

FiGURA 8: Circuito RL com forca eletromotriz constante

4 Circuito RL
4.1 Circuito RL com forca eletromotriz constante

Considere o circuito da Figura 8.

A corrente nesse circuito tem comportamento analogo a carga de um circuito RC em série
inicialmente descarregado.

Quando o circuito é ligado, a corrente no resistor comecaria a aumentar. De acordo
com a lei de Lenz a forga eletromotriz auto induzida ez, no indutor se opoe ao aumento de
corrente. Assim, a corrente no circuito responde a diferenca entre duas forgas eletromotrizes,
uma contante £, e uma variavel ey,.

Assim aplicando a Regra das Malhas de Kirchhoff, obtemos

L@ + Ri=e.
dt
A EDO que descreve o movimento da corrente nesse circuito é uma equagao diferencial da

primeira ordem com variaveis separaveis. Podemos entao separar as variaveis e obter

L di

e—Ridt

a partir do qual, integrando em relagao a t, obtemos

L di L )
/E—Rldtdt_\/dt:>_Rlog(E_RZ)_t—i_C, CGR,

isto é,
) R
log(e — Ri) = _f(t +c)
do qual
e~ Ri=ke Lt

com k = e~ £°. Desta igualdade é obtido

(t) e— ke Lt
i(t) = ——
R
Para determinarmos k, utilizaremos da condigao inicial de que quando ¢t = 0, ¢ = 0, assim
R
e—ke 10
0=——F7+— = k=c¢.
R

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017
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Portanto, a solugao do Problema de Valor Inicial é

€ R
. — Ly
i(t)= =(1—e T").

()= S0 et
Analisando a solugao, vemos que quando ¢ = 0, ou seja, no instante em que a chave é fechada,
a exponencial se torna e~? = 1. Entdo no instante inicial a corrente é nula, e apés um longo

[e.9]

tempo que a chave foi fechada, ou seja, para t — 0o, a exponencial se torna e~ = 0, logo, a

corrente tende para o valor final %.

4.2 Circuito RL sem forca eletromotriz

Ficura 9: Corrente num circuito RL com forga eletromotriz constante

Depois que corrente atingiu seu valor final %, retiramos a fonte de forga eletromotriz

constante fechando o circuito diretamente em R e em L, como na Figura 10.

L

R

F1icura 10: Circuito RL sem for¢a eletromotriz

Mesmo retirando a fonte, a presenca do indutor L gera uma forca eletromotriz autoinduzida
que faré circular uma corrente pelo circuito, quando essa forga acabar a corrente no resistor

ir4 para zero. Aplicando a Regra das Malhas de Kirchhoff, obtemos

di
L% 4 Ri
at T

que é uma equagao diferencial linear de primeira ordem com variaveis separaveis, cuja solugao é

i(t) = ce_%t, ceR.

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017
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Para determinarmos ¢, utilizaremos da condi¢ao inicial i(0) = i = 1

10 = ce® = c.

Portanto nossa solugao de Problema de Valor Inicial é

R
,ft.

€
i(t) = Ee*%t = ipe

t

FicuraA 11: Corrente num circuito RL sem forga eletromotriz

4.3 Circuito RL com forga eletromotriz alternada

Considerando agora o circuito RL da Figura 12, s6 que desta vez a forga eletromotriz

fornecera trabalho de maneira alternadamente.

esenwt

R

F1cUrA 12: Circuito RL com forca eletromotriz alternada

Aplicando a Regra das Malhas de Kirchhoff , obtemos
di
Ld—z + Ri = esenwt,

que é uma equagao diferencial linear de primeira ordem, resolvendo pelo método dos fatores

i(t) = e Lt (i /senwt eLtdt + cl>

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017
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Resolvendo a integral duas vezes por partes, obtemos

3

’L(t) = W(Rsenwt—WLCOSWt‘f—C]_C_%t). (41)
w

Aplicando a condigao inicial ¢(0) = 0 para encontrarmos ci,

9 e

0=y mwhta = a=GrnrmWh.
Logo podemos reescrever (4.1),
i(t) = L(R senwt — wL coswt + wLe_%t). (4.2)
W22 + R2

Como Z = vw?L? + R? ¢ uma grandeza fisica denominada Impedancia, substituindo em
(1.2),

. e (R wlL wLe _R,
i(t) = 7 (Z sen wt — ~ coswt> + 7€ L (4.3)
Agora, definindo
e L €
g Lf cos o, % 4 sen o, (4.4)

justificada pela identidade

Z2 z*  R?+wi? 7

R* WL R+ R+

c082¢+sen2¢:ﬁ+

substituindo entao (4.4) em (4.3) obtemos

L
i(t) = % (cos ¢ senwt — sen ¢ cos wt) + wZije*Et,
ou seja,
L
it) = %sen(wt o)+ %je—%t,

onde ¢ é chamado de angulo de fase entre a tensao e a corrente, e esta no intervalo [0, 5] pois

o valor do sen ¢, cos ¢ da equagao (4.4) é sempre positivo.

LAAAAAN
VUVVVVVY

FicurA 13: Corrente num circuito RL com forga eletromotriz alternada

=]

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017
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L

C
FIGURA 14: Circuito LC

5 Circuito LC

Consideremos agora o circuito idealizado da Figura 14, onde o capacitor esta carregado,
e como nao hé resisténcia no circuito, nao hé dissipagao e a energia inicialmente armazenada
no circuito se conserva.

Aplicando a Regra das Malhas de Kirchhoff , obtemos

i Q
L—+—==0.
atc
Como
_dq
Cdt’
e dividindo toda a expressao por L, entao
¢ Q
b ST . 1
dt?  LC 0 (5:.1)

é uma equacao diferencial de segunda ordem linear homogénea com coeficientes constantes, e

para resolve-la, iremos propor uma solugao candidata

q(t) = e

onde 7 é uma constante a determinar. Substituindo entdo em (5.1)
d2 rt Tt

“oort € _ 2 rt 67: rt 2 i —
dt2(6)+LC—0:>re t 1o 0= e (r +LC’> 0.

Como a exponencial nunca se anula, entdo o polindomio tem que ser igual a zero,

1
2 —_—
e+ C 0. (5.2)

A equagao (5.2) é chamada de equagdo caracteristica ou auziliar de (5.1).

Definicdo 1.2. Considere a equagao diferencial linear homogénea de segunda ordem com
coeficientes constantes
Py o (5.3)
a—s +b— +cy =0. .
a2 " ar Y

Sejam ry e 79 as raizes do polindmio caracteristico correspondente,

ar’ +br +c=0.

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017
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e Se ri e ry sao reais e distintos, entao a solugao geral da equagao diferencial (5.3) é

y = cre™t + cpe™t,

e Se r e rg sdo complexos conjugados o + i3, entao a solugao geral é

y = c1e* cos Bt + cpe® sen fit.

e Se ry = ro, entao a solucao geral é

y = cret + cote™?t.

Resolvendo entao o polindémio caracteristico (5.2),

2 1 . 1 .
r +7:0 — r=47— — T::tlw7

LC VLC

1

onde w = Jic Como as raizes sao complexas conjugadas, pela Defini¢ao 1.2 a solugao geral é

q(t) = c1 coswt + o sen wt.

Derivando (5.4) com respeito a t, obtemos

d
i(t) = e clw sen wt — cow cos wt.

dt

Utilizando a condigao inicial ¢(0) = qo, 7(0) = 0, obtém-se de (5.4) e (5.5)
qo = C1,
0= —cow,

€1 = qo,
Cy = U.

Portanto, a corrente no circuito LC' sera

ou seja,

i(t) = qowsenwt

com periodo

2
T=""_9xVILC.

w

(5.4)

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017
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i(t) f

A\
ERVAR

F1GuraA 15: Corrente num Circuito LC

6 Circuito RLC
6.1 Circuito RLC sem forga eletromotriz

Vamos discutir apenas o caso de circuitos RLC' série. Como agora temos uma resisténcia
R, a energia eletromagnética do circuito (a soma da energia elétrica e da energia magnética)
nao é mais constante, pois parte da energia é dissipada como energia térmica na resisténcia.
Por conta dessa perda de energia, as oscilagoes de carga, corrente diminuem continuamente
de amplitude e dizemos que as oscilagoes sao amortecidas.

Aplicando a Regra das Malhas de Kirchhoff no circuito da Figura 16, obtemos

d?q dg 1
L—+R—+—=q=0 6.1
dt? + dt + c?=" (6.1)

que é uma equagao diferencial linear de segunda ordem homogénea com coeficientes constantes.

A equagao caracteristica associada de (6.1) é

1
L + Rr+ — =0, (6.2)
C
cujo discriminante A é
L
A=R>-4—.
C

Logo, temos trés possibilidades para a solugdo, que dependera do valor de A.

R

FigurA 16: Circuito RLC sem forga eletromotriz

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017
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611 A>0= R>2/L

Neste caso, a equacao (6.2) admite duas raizes reais, ambas negativas, que indicamos com

—ry e —rg (r1,72 > 0). Logo pela Definigao 1.2 a solugao geral de (6.1) é

t) = 1 4 ey

da qual
d
i(t) = _7d§5] =ricie” " 4 rocoe”

rot
Utilizando as condigoes iniciais
para determinar as constante c; e ¢z, temos assim

{ €1 + ¢c2 = qo,

ric1 + roco = 0,

da qual
7240
1 = )
rn —T9
140
Cy = .
r —T9

A intensidade de corrente i(t) é portanto

290  _ 1490 _ r1r2qo , _ _
q(t) — e r1t + e rot — (6 rot e T‘lt) .
KL —T9 KL —T9 r—1"Tg

t

FiGURA 17: Corrente num circuito RLC sem forca eletromotriz com A > 0

6.1.2 A<0 = R<2\/%
Como A < 0, a equagao (6.2) admite duas raizes que sdo complexos conjugados

- /4L
R iz\/ﬁ—RQ.

2oL 2L

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017
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Chamemos por comodidade,
4L 2
- R

5T = w. (6.3)

Pela Definigao 1.2 a solugao geral de (6.1) é
q(t) = e_%t(cl coswt + cog senwt).

Logo, a expressao da intensidade da corrente i(t) é

d R
a_ —e_%t(cl coswt + cg senwt) — e_%t(cl senwt + ¢ coswt). (6.4)

W="%=a

Utilizando as condigoes iniciais,

para determinar c; e co, temos

da qual, temos
1 = qo,
_ Bgo
2w’

Substituindo os valores de ¢; e ¢3 em (6.3), temos

C2

R2 4L2 2
() = a0y e A

1oL2 senwt, (6.5)
w

obtendo w? de (6.3) e substituindo no fator R? + 4L?w? de (6.5) conseguimos finalmente

i(t) = L(gw e 2L" sen wt. (6.6)

Analisando (6.6), podemos ver que quando a resisténcia é suficientemente pequena (R <
2\/%), a corrente de descarga do capacitor é uma corrente alternada (por conta do fator seno

~ . - _R
na expressao), que oscila entre as curvas exponencials +e 2Lt.

613 A=0= R=2/k

Quando temos A = 0, a equagao (6.2) admite duas raizes repetidas, pela Definigdo 1.2 a
solugao geral de (6.1) é
g(t)(c1 + teg)e 2",

Logo, a intensidade de corrente é

. dq R R _ Ry
Z(t):—az 01E_CQ+62ﬁt e 2L7,

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017
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i),

Ficura 18: Corrente num circuito RLC' sem forga eletromotriz com A < 0

Utilizando as condigoes iniciais,

para determinar c; e co, temos
qdo = C1,

0=cion —
CI2L C2,

da qual temos
€1 = 4o,
Ccy = @
2L
Substituindo os valores de ¢; e c2 em (6.3), temos portanto a equacdo da intensidade da

corrente para A = 0,
. R =&,
'l(t) = Q()mte 2L 7,

Ficura 19: Corrente num circuito RLC sem forga eletromotriz com A = 0

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017
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6.2 Circuito RLC com forga eletromotriz alternada

Considere agora um circuito RLC, mas acrescentado de uma forga eletromotriz alternada,

conforme a Figura 20.

€osen wt L

C

FicuraA 20: Circuito RLC com forga eletromotriz alternada

Aplicando a Regra das Malhas de Kirchhoff, obtemos

d%q dg 1
LW + RE + cl=¢o senwt (6.7)

com condigoes iniciais ¢(0) = gp e i(0) = 0. Derivando (6.7), obtemos uma equagao diferencial
de segunda ordem linear nao homogénea de i(t),
d*  di

1
LW + R& + 6’1/ = EgWw COS wt. (68)

Para resolver a equagao (6.8) necessitamos enunciar os seguintes resultado.

Definicdo 1.3. Seja,
dy
dt

onde a(t),b(t),c(t) e f(t) sdo fungoes continuas dadas em um intervalo aberto I. A equagao

Llyl = a(t)—5 +b(t)— + c(t)y = f(1), (6.9)

2
Lly] = a(t)% + b(t)% +c(t)y=0

¢ chamada de equagdao homogénea associada a (6.9).

Teorema 1.4. Seja y. = c1y1(t) + caya(t) solugao da homogénea associada a (6.9), onde 1, co
sao constantes arbitrdarias e y1(t) e ya(t) duas solugdes linearmente independentes e seja yy,
qualquer solugao particular da equag¢io nao-homogénea (6.8). Entao, toda solugao y(t) de
(6.9) tem a forma

y(t) = ye(t) + yp(1),
ou seja,

y(t) = c1y1(t) + caya(t) + yp(t).
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Prova: Seja y(z) solucao geral e y,(x) solugao particular de (6.9). Subtraindo as duas equa-

coes temos
2 2
Lly) — Llup) = a() ¥ +50) % 4 e(t)y — ) 2 +b(0) 2 + )y,
2y — ) iy — ) (6.10)
= alt) = 4 b(t) = 4 e(t)(y — yp) = 0.

Podemos perceber que y — y, € a solugao da homogénea associada
Ye =Y — Yp-
Portanto explicitando y obtemos a forma da solugao geral

y(t) = ye(t) + yp(t)- O

Voltando agora para o caso do circuito RLC' com forca eletromotriz alternada, note que
a solugdo da equacao homogénea associada a (6.8) ja foi determinada em 6.1, no caso do
circuito RLC sem forga eletromotriz, ou melhor, os seus trés casos. Vamos entao focar em
encontrar uma solucao particular de (6.8), faremos isso através de um método chamado ten-
tativa criteriosa ou dos coeficientes indeterminados ou a determinar, onde supomos que a
solugao particular tenha a forma de f(t), e depois determinamos os coeficientes especificos
para os quais i, seja solucdo particular para (6.8).

Tentamos entao

ip = Acoswt + Bsenwt,

onde suas derivas sao

di
% = —Aw coswt + Bwsen wt,

iy A t+ B t

—— = Acosw sen wt.

dt?

Substituindo esses valores em (6.8),
1
L(Acoswt + Bsenwt) — R(Aw coswt + Bw senwt) + 6(14 coswt + Bsenwt) = g cos wt.

Agrupando os termos do cosseno e igualando com egcosw da direita, e igualando os termos

do seno a zero porque nao ha nenhum termo do seno na direita, obtemos

A
Lw*(—A) + RwB + o = fow,
B
Lw?*(=B) + Rw(—A) + -0

Para resolver esse sistema de A e B, introduziremos duas grandezas fisicas, a reatancia

(6.11)

indutiva X; = wl e a reatancia capacitiva X¢ = i, denominando a combinagao delas

de
1
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Dividindo as 2 equagdes de (6.11) por w, ordenando-lhes, e substituindo S temos
—SA+ Rb = gy,
Agora eliminamos B multiplicando a primeira equagao por S e a segunda por R e adicionando-

as. Entao nos eliminamos A multiplicando a primeira equagao por R e a segunda por —S e

somando-as. Isto nos da

—(58% + R?)A = S,
(R? 4 5%)B = R,

ou seja,

___cS
- S?2+R¥
EoR
B=——-.
R? + §2
Logo, a solucao particular i, de (6.8) é
. 605 EoR
Zp(t) = —m cos wt + m sen wt.

Podemos escrever i, para que fique “fisicamente visivel”, ou seja,
ip(t) = Ipsen(wt — ¢), (6.13)

onde Iy é a amplitude da corrente
/72 1 o €0
Iy = A2+ B2 = ——
VR? + 52
e ¢ é o atraso da fase da corrente em relacao a da forca eletromotriz, dada por

tan ¢ = —% = %

A quantidade Z = v/ R? + S? é chamada de impedéancia do circuito.
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Abstract: The differential equations constitute an important tool in modeling of
natural and social problems. It is possible to observe that several physical pro-
blems are described through this type of equation. In this work we have developed
the study of the series RLC-circuit and its derivatives (RC-circuit, LC-circuit,
etc. .. ) performing the mathematical modeling of the problem and solving through
analytical methods of linear differential equations.

Keywords: Differential equations, electric circuits, Mathematical modeling
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Resumo: Os espacos vetoriais, muito importantes em um curso de graduacao em
Matematica e estudados logo no inicio do curso, sao um caso particular de uma
estrutura algébrica conhecida como Moédulo sobre um anel. Outros objetos im-
portantes na Matematica, vistos muito antes da graduacao, sao o conjunto Q dos
nameros racionais e o conjunto Z dos niimeros inteiros. Neste trabalho, veremos
como esses conjuntos (ou variantes destes) possuem estrutura de modulo e utili-
zaremos o Teorema Fundamental da Aritmética para mostrar que o modulo Q4+
dos racionais positivos pode ser visto como uma soma direta de modulos.

Palavras-chave: isomorfismo; moédulos; soma direta

1 Moébdulos

Sejam X um grupo abeliano, A um anel comutativo com identidade 1 e p: A x X — X
uma fun¢do, denotada por p(a,z) = ax, « € A, x € X. Se para todos z,y € X e a, f € A

valem

a(r +y) = ar + ay,
(o + B)xr = ax + Pz,
a(fz) = (af)z,

lz =z,

entao dizemos que (X, ) € um moédulo sobre A ou um A-moédulo. Por conveniéncia, é comum
denotarmos (X, pt) apenas por X quando estiver claro qual é a fungao p.

Um exemplo imediato é tomar A como o anel Z dos nimeros inteiros e X como um grupo
abeliano qualquer. Nesse caso, utilizaremos a fun¢ao p : Z x X — X definida recursivamente

da seguinte forma:

1(0,x2) = 0, para todo =z € X,

pu(n,x) = p(n —1,x), paratodo z € X, ne€Z,n >0,

w(n,x) = —p(—n,z), para todoz € X, n € Z, n <0.

Essa func¢ao é normalmente enunciada e interpretada como “x operado com x, n vezes”, € prova-

se através do Principio da Indugao Finita que, com p definida dessa forma, X é um modulo

"Bolsista FAPESP, processo 2016,/25436-4
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sobre Z. Com isso, diversos exemplos podem ser citados com alguns grupos importantes na

Matematica.

Ezxemplos

1. Tomando X como o grupo Z dos ntimeros inteiros com a operagao de soma, temos que

Z ¢ um modulo sobre Z e p torna-se a multiplicagao usual dos ntimeros inteiros.

2. Tomando X como o grupo R dos ntimeros reais com a operagao de soma, temos que R
¢ um modulo sobre Z e p torna-se a multiplicacao usual de um ntmero inteiro por um

numero real.

3. Tomando X como o grupo Q* dos ntimeros racionais nao-nulos com a operagao de mul-

tiplicagao, temos que Q* é um modulo sobre Z e p torna-se a operagao de potenciagao.

4. Tomando X como o grupo Q4 dos ntimeros racionais positivos com a operagao de mul-

tiplicagao, temos que Q4 é um modulo sobre Z e u torna-se a operagao de potenciagao.

1.1 Homomorfismos de médulos

Assim como para grupos e anéis, podemos definir homomorfismo para médulos. Dados X
e Y modulos sobre o anel A, dizemos que uma funcéo h : X — Y é um homomorfismo de

modulos se, para todos u,v € X, a € A, temos

h(u +v) = h(u) + h(v),
h(au) = ah(u).

Novamente andlogo ao caso de grupos e anéis, dizemos que um homomorfismo h é iso-
morfismo se h é bijetora e dizemos que dois A-moddulos X e Y sdo isomorfos quando existe
h : X — Y isomorfismo de médulos. Em geral, quando dois médulos sao isomorfos, inter-
pretamos que eles tém a mesma estrutura, ou que sdo o mesmo modulo, exceto por como

escrevemos cada elemento.

1.2 Produto direto e soma direta de médulos

Outra ideia importante no estudo de modulos é o produto direto. Em geral, dados X e Y
dois conjuntos, entendemos o produto cartesiano X X Y como o conjunto dos pares ordenados
(z,y) com z € X e y € Y. Podemos, porém, entender um par ordenado como uma fungao
f:{1,2} - X UY onde f(1) € X e f(2) € Y. Desse modo, dada uma familia de conjuntos
F = {X,}iem indexada em um conjunto M qualquer, definimos o produto cartesiano da
familia F' como o conjunto P das fungoes f : M — U;epX; tais que f(i) € X; para cada
1€ M.
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1.2.1 Produto direto

Se X; é um A-moédulo para cada i € M, definimos + : P x P — P por +(f,9) = f+g
ep:Ax P — P por ula, f) = af, onde, para todo i € M, (f +g)(i) = f(i) + g(i) e
(af)(i) = af(i). Prova-se facilmente, a partir do fato de que cada X; ¢ modulo sobre A,
que P ¢é grupo abeliano com a operagao +, onde o elemento neutro 0 é dado por 0(i) = 0
e o elemento oposto de cada f € P é —f, dado por (—f)(i) = —f(¢). Além disso, pode-se
mostrar também que P é moédulo sobre A com a operacao .

O modulo P é chamado produto direto da familia F' de mo6dulos sobre A.

1.2.2 Soma direta

Seja S o conjunto dos elementos f € P tais que o conjunto {i € M | f(i) # 0} ¢ finito.
Entdo, dados f,g € S e o € A, temos que {i € M | (f+g)(i) # 0} C {i € M | f(i) #
0 ou g(z) # 0}. Como o conjunto {i € M | f(i) #0oug(i) 0} ={ie M | f(i) A0} U{i €
M | g(i) # 0} é finito, temos que {i € M | (f + g)(i) # 0} também é finito. Portanto,
f+ge S Além disso, {i € M | (af)(i) # 0} C {i € M | f(i) # 0} e, analogamente,
concluimos que af € S.

Como 0 € S e, paracada f € S, —f = (=1)f € S, temos que S & subgrupo de P. Além
disso, como af € S para todo a € A, podemos definir a funcao /' : A x S — S dada por
(e, f) = p(a, f) tal que p’ obedece a todas as propriedades de opera¢ao de modulo como
em (1.1)—(1.4) e, com isso, (S, x’) € um modulo sobre A.

O modulo S é chamado soma direta da familia ' de modulos sobre A.

2 Q4 como soma direta

Queremos provar agora que o modulo Q4 do exemplo (4) é isomorfo a uma soma direta.

Para isso, faremos uso do seguinte:

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo inteiro positivo n > 1 pode ser re-
presentado como wm produto de poténcias de nimeros primos n = p{* ---pi't, onde aq, . .., oy

sao inteiros positivos. Tal representacdo € unica se exigirmos p1 < -+ < Pq.

Os elementos de Q4 sao da forma a/b, onde a e b sdo numeros naturais nao-nulos. O

Teorema Fundamental da Aritmética nos garante que, se a # 1, existem ¢y, ..., g, primos
e B1,...,0, inteiros positivos tais que a = ql’g1 . qﬁ" Analogamente, se b # 1, existem
T1,...,Tm Primos e 71, ..., v, inteiros positivos tais que b = r?l Y

Temos, entao, que

a/b= qlﬂ1 ---qgny«l_71 e T Ym
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Tomando a/b na forma irredutivel, temos que a e b nao tém fatores em comum, ou seja, nao
existem indices 4, j tais que ¢; = rj. Além disso, escrevendo os primos em ordem crescente,

temos que a/b pode ser representado de forma tnica como
a/b=pi* - pit

onde p1,...,pg sdo primos com p; < --- < Pg, € a1,...,q; sS40 inteiros nao-nulos.

Sea=1, temos a/b=r; " - ry,™ eseb=1, temos a/b = g, ---qﬁ”. Nos dois casos,
podemos obter uma tnica representagao para a/b, como anteriormente.

Dado um nitimero racional positivo x € Q4+, x # 1, considere sua representacao tnica

o ag
l’_pll...pk'

Serd util considerar x = 31\1322 --- onde s; € o i-ésimo nimero primo (de acordo com a
enumeracao crescente para o conjunto dos nimeros primos) e A\; = a; se existe j € {1,...,k}

tal que s; = p; ou A\; = 0 caso contrario.

A1 A2

Diremos que s7's5?--- ¢ a fatoracgao de z, que ¢ tnica.

2.1 Resultado principal

Seja x € Q4, x # 1, com fatoragdo z = si‘lsg‘z -+-. Considere a funcao f; : N — Z definida

por fz(n) = A,. Note que f, é um elemento do produto direto da familia {Z; };cn, onde, para
cada i € N, Z; = Z & o Z-mddulo dos inteiros, como no exemplo (1).

Mais precisamente, f, ¢ um elemento da soma direta S da familia {Z;};cn, pois f(n) # 0
para apenas uma quantidade finita de n € N.

Seja h : Qp — S a fungdo do Z-modulo Q4 dos racionais positivos, com a operagao de

potenciagao, na soma direta S, definida por h(z) = f;, para todo z € Q4+, x # 1, ¢ h(1) = 0.
Teorema 1.2. A funcdo h € um isomorfismo de Z-mddulos.

Prova: Primeiro, mostremos que h é um homomorfismo de Z-moédulos.

Dados z,y € Q, sejam z = s7's5% -+ ey = sflsgz --- as fatoracoes de x e y, respectiva-

1+81 jae+pB2
82 ...

mente. Assim, temos que xy = s‘f é a fatoracao de zy e, portanto,

fxy(n) =ap+0n = fz(n) + fy(n)a
para todo n € N. Assim,

h(zy) = f:vy = fo+ fy = h(z) + h(y).

Além disso, para todo z € Z, temos que z* = 57" s5%? -+ & a fatoragao de z?, e portanto

fez(n) = 2o = 2fu(n),

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017



SoMA DIRETA DE MODULOS E ISOMORFISMO 28

para todo n € N, de onde segue que
h(z®) = for = 2fz = zh(z).

Note que, apesar das diferencas de notacao devido as operagoes dos modulos que estamos
lidando, h se encaixa na definicdo de homomorfismo de moédulos.

Provemos agora que h é uma bije¢do. Suponha x,y € Q4 tais que h(x) = h(y), ou seja,

W@ gy = D

fz = fy. Como podemos escrever x = s ey .-+, segue claramente

da unicidade da fatoracao que h é injetora. Por fim, dado f um elemento qualquer de .S, como

f(i) # 0 para apenas uma quantidade finita de ¢ € N, o elemento ¢ = 8{(1)35(2) -+ estd bem

definido em Q. e claramente h(c) = f. Logo, h é sobrejetora e, portanto, um isomorfismo. [

Agradecimentos: Agradego a FAPESP-Fundacao de Amparo & Pesquisa do Estado de Sao
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Abstract: Vector spaces, which are studied very early by undergraduate students in
mathematics, can be generalized as an algebraic structure known as Module over a
ring. Other important objects in mathematics are the set Q of the rational numbers
and the set Z of the integers. Here, we show how these sets (and different versions
of them) have the structure of a module and we use the Fundamental Theorem of
Arithmetic to prove that the module Q1 of the positive rational numbers can be
understood as a direct sum of modules.
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Resumo: Neste trabalho, procura-se analisar o comportamento da solugao do pro-
blema surgido da perseguicao de um rato por um gato, usando a teoria de Equacoes
Diferenciais Ordinarias (EDO). Pretende-se ainda comparar tal problema com ou-
tro apresentado de forma descontraida e curiosa em livro de Malba Tahan, veja [4],
e mostrar, de uma perspectiva histérica e conceitual, os problemas de perseguicao,
destacando suas aplicagoes.

Palavras-chave: problemas de perseguic¢io; equagoes diferenciais ordinarias; mo-
delagem

1 Introducao

“O mistico cré num Deus desconhecido. O pensador e o cientista créem numa
ordem desconhecida. E dificil dizer qual deles sobrepuja o outro em sua devocao
nao-racional.”

(WHYTE apud ALVES, 2000, pg. 39)

A modelagem matematica, utilizada para a resolu¢ao de problemas préticos, tem também
como objetivo encontrar uma ordem invisivel, que podera ser usada para prever o comporta-
mento dos objetos modelados. O cientista se aproxima, desta forma, do mistico ou do jogador:
busca entender, sob o prisma de um modelo de realidade imaginado, como determinada situ-
agao ocorre e prever o que acontecera em um determinado futuro. Tal recurso é utilizado por
conta das limitagoes da observacao direta, como propoe Rubem Alves, veja [1]: “[...] embora
a observagao ofereca pistas para sua construgio, a imaginacao é o artista que dé forma a esta
matéria bruta e informe.” (ibid., p. 32)

Desta forma surgiu um dos primeiros problemas de perseguicao, proposto por Zenao de
Eléia (490-430 a.C.) e conhecido como Paradozo da Dicotomia. O problema consiste em uma
corrida entre o her6éi Aquiles e uma tartaruga, posto que é dada certa vantagem & tartaruga.
Segundo Zenao, primeiro Aquiles teria que percorrer metade da distancia até a tartaruga,
depois metade do que restou e assim sucessivamente, o que significaria que a distancia poderia
ser dividida em uma soma de infinitos termos.

O problema foi chamado de paradoxo justamente porque o modelo em que se acreditava

na época nao era suficiente para explica-lo. Nao se concebia que a soma de uma infinidade de
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FIGURA 1: Aquiles e a Tartaruga

termos poderia resultar em um nimero. Com os modelos mais sofisticados de hoje, podemos
mostrar que essa soma converge, ou seja, Aquiles alcancara a Tartaruga em algum momento
e, provavelmente, ganharé a corrida. Esse problema tem como objetivo uma analise da logica
matematica e nao a determinacao da curva tragada pelo perseguidor, que é o objetivo das

ditas curvas de perseguicao.

Definicdo 1.1. Um problema de perseguicao (puro) é definido como sendo a determinagao da
curva que o perseguidor deve percorrer para alcangar o perseguido que se move ao longo de
uma trajetoria prescrita, com a condigao de que a velocidade do perseguidor aponte sempre

para o perseguido.

Os problemas de persegui¢ao que nao sao puros sao chamados de problemas de inter-
ceptagao, pois nao dependem de uma trajetéria especifica para o perseguidor encontrar o
perseguido. Ou seja, o vetor velocidade do perseguidor nao precisa sempre apontar para o
perseguido. Um problema desse tipo foi proposto por Apolénio de Perga (262-190 a.C.) e sua
solucao ficou conhecida como o circulo de Apolénio. O problema consiste na perseguicao de
um navio mercante por um navio pirata, supondo que o navio mercante siga sua trajetoria

em linha reta. Uma resolugao esta ilustrada na Figura 2:

F1GURA 2: O circulo de Apolénio
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Supondo que o navio mercante (A) siga a trajetoria da reta D, o navio pirata (B) podera
interceptar o navio mercante se direcionado para o ponto F ou F, intersecao da reta D
com o circulo de Apolonio. Esse problema tem como objetivo apenas descobrir os pontos de
intercepta¢do. O matemaético francés Pierre Bouguer (1698-1758) propos uma versao desse
mesmo problema, mas no caso da perseguicao pura: “o navio mercante navega com velocidade
constante em modulo (v,,), diregao e sentido, quando de repente é avistado por um navio
pirata. O navio pirata navega com velocidade constante em modulo (vp), mas nao em diregao
e sentido. Fagamos a suposi¢cao que o navio pirata nao ‘tire os olhos do navio mercante’, isto
¢, a todo momento o vetor velocidade do navio pirata v, aponta para o navio mercante”.

Neste caso, surgem duas perguntas:
1. Como sera a trajetéria de perseguicdo do navio pirata?
2. Em quais condigbes o navio pirata alcangara o navio mercante?

Através da modelagem matemética do problema poderemos fazer simulagoes a partir do
modelo construido e, posteriormente, verificar se o modelo condiz com o esperado por meio
de uma analise qualitativa. Se a realidade confirma as previsoes feitas pelo modelo, significa
que ele é uma boa aproximacao para analisarmos o fendmeno, no caso, da perseguicao.

Foi a partir da modelagem dos problemas de perseguicao por meio das equacoes diferenciais
ordinarias que George Boole (1815-1864), em seu artigo intitulado “Treatise on differential
equation”; definiu o termo “Curvas de Perseguigao”.

Mais recentemente, em seu livro “As Maravilhas da Mateméatica”, Malba Tahan comenta
um curioso problema de persegui¢do encontrado em livro didatico da Primeira Série como

uma aplicagao simples de célculos aritméticos:

“Um gato persegue um rato; enquanto o rato da 5 pulos, o gato da 3, porém,
1 pulo do gato equivale a 2 pulos do rato. O rato leva uma dianteira de 50 pulos
dados pelo gato. Quantos pulos deverd o gato dar para alcangar o rato?”

(TAHAN, 1973, pg. 157)

O problema nao tem como objetivo a andalise da curva descrita pelo gato, mas sim a
operacionalizacao dos célculos. Além disso, ele ignora a modelagem do problema em si,
provocando um distanciamento entre ciéncia e aluno. O tdnico fator que parece atrair alguma
atencao no problema é o fato de ser uma situacao presente na vida de qualquer pessoa, uma
perseguicao entre gato e rato, afinal, a maioria das pessoas ja assistiu o famoso desenho “Tom
e Jerry”. Embora nem no desenho infantil gato e rato andem aos pulos. O autor comenta tal

disparate:

“Eis ai um problema interessante, divertido, mas inteiramente fora da vida real.

Até hoje nao se encontrou, no mundo em que vivemos, um rato que fugisse aos
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pulos, e pulos uniformes, de um gato que andasse, como um louco, aos pulos,
também uniformes, atras dos ratos. E o gato e o rato (mesmo aos pulos) correm
atendendo ao principio mecénico do movimento uniforme. De acordo com o enun-
ciado do problema, o rato, mesmo em perigo de vida, perseguido pelo gato, nao
deixa de dar pulos iguais em tempos iguais. E assim procedendo, arrisca a pele,
para nao ferir a precisdo matemética do curioso e disparatado problema. O mais
tudo esté certo. E claro que o estudante tera que dar dois ou trés pulos (que nao

serao possivelmente uniformes) para resolver o problema |...|”

(Id., pg. 157)

Podemos observar que a “modelagem” do problema anterior nao corresponde com a rea-
lidade, entao precisamos encontrar seus erros e aperfeicod-la. Primeiramente, a perseguicao
neste problema nao se da de forma continua, ja que gato e rato correm aos pulos, portanto,
ndo conseguiriamos obter uma curva determinada pelo perseguidor. Adicionando a hipotese
de que perseguidor e perseguido se movem de forma continua e com velocidades determinadas,
podemos utilizar a teoria de EDO para estudar o comportamento da curva, respeitando deter-
minadas condigoes. Pensando dessa forma, resolveremos e analisaremos o seguinte problema:

O rato se encontrava na origem quando um gato localizado no ponto (a,0) o descobre e
parte em sua diregdo. O rato foge ao longo do eixo-y no sentido positivo, com velocidade

constante v. O gato corre sempre em direcao ao rato, e com velocidade constante w.

2 Nogoes preliminares

Para resolver esse problema, utilizaremos conceitos do Célculo Diferencial e Integral e da

Fisica, bem como a teoria de Equagbes Diferenciais Ordinarias.

e Teorema Fundamental do Céalculo: Se f for integravel em [a, b] e se F' for uma primitiva

de f em [a,b], entéo

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
e Defini¢do do comprimento de arco de uma curva (s,y(s)) em R2:

/ VI () ds.

e Aplicacao da formula do Movimento Uniforme:

_As
At

v
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3 Resolucao

Apo6s um tempo ¢, o gato se encontra no ponto P = (x,y) e o rato no ponto @ = (0, vt).

O tempo t que o gato gastou para chegar em P é dado, usando as férmulas de movimento
t=25

) e de comprimento de arco, por:
w

t= 2 [ T ).

uniforme (

FiGurA 3: Modelando a curva

Consideremos OQ = yo, onde Q = (0,9o) ¢ o ponto de intersecio do eixo-y com a curva.

Pela geometria da Figura 3 e propriedades da tangente, temos que:

tan 0 = OQ;y(I) = y(z) — ¢ (z)z = OQ.

Mas como OQ = vt, temos:

L[ VIR O = yla) -y @

Derivando ambos os lados com respeito a x, obtemos:
7 " v
c- 1+ (Y (x))? =ay”, comec=—
w
Nota-se que a expressao acima é uma equacao diferencial ordinéria nao linear de segunda
_ = £l
ordem. Para resolver, vamos tomar p = y’, obtendo a equacao separavel:

/

\/ 2 ) P €
c 14+p xpém =

Integrando a expressao, usando — In /p? + 1 — p como primitiva para f

—In(vp?*+1—p)=clnz+ k.

1

VP4l

dp, temos:
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Estamos considerando z sempre maior que 0. Usando a condigao inicial p(a) = y'(a) = 0,

obtemos o valor da constante k1 = —cIna e, substituindo, temos:
a\ ¢

Invertendo essa equacao, temos:

1 T\°
=" (g) . (3.2)
Subtraindo (3.1) de (3.2):

1 T\ ¢ a\ ¢
e = () )
pPP+1-p a x
Resolvendo o primeiro membro da equagao, obtemos:

= () - (0) = r=v =3[0 - (D)

Integrando ambos os lados em fungao de z:

1 T\¢ a\c¢
S Cyu- [y
v =5 | [ () - [ (5) ]
serd preciso dividir em dois casos:

Para c=1:

1[2?2 a
=—|——-=1 ko.
y(@) =3 [2@ 2 M} e
Usando o valor inicial y(a) = 0, obtemos k2 = —§ + § Ina, substituindo na expressao:
1 [ 2? 1/a
- (E _a —7(7— 1 ) .
y(x) 5 (2a a nx) 5 (5 —alna (3.3)

Para c # 1:

y(@) = % [cj— 1 G)m T . 1 (Z:)_l] K.
o, ac

Usando a condigao inicial y(a) =1

a x\ ctl a a\c—1 ac
— — - 3.4
[c—{—l(a) +c—1(x) ] -1 (34)

obtemos k3 = —

substituindo na expressao,

temos:

4 Analise Qualitativa

A curva solugao terd diferentes comportamentos dependendo do valor da constante c,

entao:
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Para ¢ = 1: Neste caso, as velocidades do gato e do rato sao iguais (v = w). Temos a expres-
sao (3.3) da curva e queremos saber a coordenada y quando x tende a 0. Analisando o
limite, temos:

lim y(x) = 4o0.

z—0
Ou seja, a perseguicao se dard da mesma forma que ocorre no desenho “Tom e Jerry”

o gato nunca alcancgaré o rato.

Para ¢ > 1: Embora analisemos a expressao (3.4), o limite se comporta como no anterior, ou
seja, o gato nao alcanga o rato, o que é condizente com a realidade, pois a velocidade

do rato ¢ maior que a do gato (v > w).

Para ¢ < 1: Neste caso, analisando a solucao (3.4), quando = — 0, y(z) — o = %,

este é o ponto onde se dard o encontro fatidico entre gato e rato. Isso acontece pela
velocidade do gato ser maior que a do rato. O tempo que demoraré para que a corrida
termine é dado pela fisica, analisando-se o espago percorrido e a velocidade do rato:

_AS @iy aw

t

Vin v (w2 —v2)’
5 Conclusao

Analisando este modelo do problema de perseguicdo, podemos ver que ele corresponde
as nossas expectativas e com ele podemos prever o comportamento dos objetos estudados.
E claro que gato e rato néo correrdo infinitamente, mas na certa, depois de algum tempo
correndo, o gato perceberia se é ou nao possivel pegar o rato ou, na pior das hipdteses, um
deles cansaria de correr. No mais, esse problema serve para motivar o estudo das equagoes
diferenciais ordinarias e da prépria modelagem, pois é um exemplo de facil compreensao,
familiar e curioso, além de apresentar muitas aplicagoes em jogos eletronicos e outras areas.
Desta forma, as curvas de perseguicao sao um bom exemplo de como motivar a ciéncia de
forma geral, sobretudo nas escolas, instigando a curiosidade e levando em consideragao a

vontade de aprender, algo que raramente se vé, como cita Rubem Alves:

“E tolo tentar responder uma questdo que vocé nio entende. E triste ter de
trabalhar para um fim que vocé nao deseja. Coisas tristes e tolas como estas
frequentemente acontecem, dentro e fora da escola, mas o professor deve evitar
que ocorram em classe. O estudante deve entender o problema. Mas nao basta
que ele entenda. E necessério que ele deseje sua solucao.”

(POLYA apud ALVES, 2000, pg. 35)
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Resumo: Neste artigo, faremos uso da Equagao de Gompertz para estudar o desen-
volvimento de tumores so6lidos. Inseriremos nessa equagio um fator que representa
a agdo de um determinado tratamento que tem por finalidade estabilizar o cres-
cimento ou diminuir o volume de massa tumoral. Esse estudo foi realizado sob a
metodologia de anélise de equacgbes diferenciais ordinérias lineares.

Palavras-chave: Tumores; Equagdo de Gompetz; Equagoes Diferenciais Ordinarias

1 Introducado

Pretendemos motivar o estudo das Equacoes Diferenciais Ordinarias, analisando o cres-
cimento de tumores sblidos. Para isto, o estudo de um problema de valor inicial construido
por uma equagao diferencial ordinéaria e uma condig@o inicial, nos fornecera a solucao a qual
descrevera a populagao de células tumorais no instante t.

Examinaremos a insercao de um fator de tratamento, ou seja, levaremos em consideragao
técnicas de tratamento, como quimioterapia ou medicacao especifica, baseando-se na referén-
cia [2]. Em seguida, queremos que esse fator de tratamento seja tal que, em sua auséncia
tenhamos conhecida a Equagao de Gompertz. Por fim, veremos os resultados obtidos através
de simulagoes, apds considerarmos ou nao o tratamento.

2 A dindmica do crescimento de um tumor

Observou-se experimentalmente que células de divisao de “crescimento livre”, tais como as
células de bactérias, crescem numa razao proporcional ao volume das células de divisao neste
instante. Seja V' (f) o volume das células de divisao no instante ¢. Entao

dv
— = AV, 2.1
=V, (21)

para alguma constante positiva A. A solugao de (2.1) é
V(t) = Voerlt=to) (2.2)

onde V) é o volume das células de divisao no instante inicial t3. Portanto, as células de
divisao de crescimento livre crescem ezponencialmente com o tempo. Uma consequéncia
importante de (2.2) é que o volume das células dobra em todo intervalo de tempo de duragao
In % Por outro lado, tumores sélidos nao crescem exponencialmente com o tempo. Quando o
tumor se torna maior, o tempo de duplicagao do volume total do tumor cresce continuamente.
Pesquisadores mostraram que os dados para muitos tumores ajustam-se notavelmente bem,
pela equacao

V(t) = Voexp <)\ (1 —exp (—at))) (2.3)

(07
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onde A e o sao constantes positivas.

Geralmente nos referimos a equagao (2.3) como uma relagdo “gompertziana”. Diz que o
tumor cresce cada vez mais lentamente com a passagem do tempo, e que finalmente tende ao
. 2
volume limite Vpeeo.

3 Analise da Equagdo de Gompertz

Com o intuito de descrever o crescimento de tumores sélidos, o matematico Benjamim
Gompertz, em 1938, desenvolveu uma equagao, muito conhecida e denominada Equagao de

Gompertz. Vejamos-a:
dN K
— =7rN1 1
7 = Vin <N> (3.1)

e N(t) representa a populagao de células tumorais no instante .
e 1 ¢ a constante intrinseca das células, com r > 0.

e K é a capacidade de carga do tumor, ou seja, ¢ o tamanho maximo que o mesmo pode
atingir com os nutrientes disponiveis, logo, K > 0.

-~ ~
vl //’ h..\
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& / 5
2 1321000 4 f N
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FIGURA 1: Grafico N x %

Considerando que conhecemos a populagao de células tumorais no instante inicial, ou seja,
temos a condigao inicial N(0) = ng e que In % = v, assim, é possivel resolver o P.V.I:

% =i <§> (3.2)
N(0) = ng

A resolugdo do P.V.I acima nos fornece como solugéo a fungdo do tempo que descreve a
populagao de células tumorais no instante ¢, dada por:

N(t) = K exp (— exp (rt In %)) L 0< % <1 (3.3)
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Com o desenvolvimento da angiogénese!®, a populacio N (t) tende a aumentar cada vez
mais, com
lim N(t) = K,

t—o00
e além disso, verifica-se de maneira relativamente simples que o tnico ponto critico, que é
méximo global para a Equacao de Gompertz é

N =

)

K
e

e que seu valor méximo ¢é alcangado em

K

Vinax = r—.
e

Extraimos os seguintes valores para os pardmetros da Equagao de Gompertz:

r K N(0)
0.0060 103  10°

TABELA 1: Parametros para a construgao da curva de Gompertz

Se alteragoes forem feitas no valor de ng, obtemos o seguinte comportamento das popula-
¢oes celulares tumorais:

2
el —— 1y =40x10%
§ y ng=30x10%
@ 7 —-— ny=20x10%
k=3 / — -y =10x10%
g —— ny=10x10°
&

T T L T ' T
400 600 200 1000 1200

Ciclog de evolugdo temporal, t

F1GURA 2: Comportamento da solucao da Equagao de Gompertz, quando variamos a condigao
inicial.

Vemos entao, que populacoes abaixo da capacidade de carga tendem para K & medida
que os ciclos de evolucao temporal, ¢, aumentam. Isso significa que, se a populacao de células
tumorais estiver abaixo do valor K, ela tende a crescer em direcdo a esse valor. Se consi-
derarmos, que por algum motivo a populacao de células tumorais ultrapassou o valor que
definimos para a capacidade de carga, ela também tendera a esse valor, ou seja, como K é o
valor maximo que o tumor pode atingir, se por algum motivo N(t) > K, tem-se que, com o
passar do tempo, N(t) — K. Dessa forma, podemos admitir que K ¢é a solugao de equilibrio
da equagao (3.1).

Observacdo 1.1. Estamos analisando o crescimento do tecido tumoral sem considerarmos
fatores de tratamento. Logo é de se esperar que com a insercao de um tratamento a taxa de
crescimento diminua.

tf Angiogénese é o termo usado para descrever o mecanismo de crescimento de novos vasos sanguineos a
partir dos jé existentes.
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4 Insercdo de um fator de tratamento

Queremos que esse fator seja tal que, na sua auséncia tenhamos a propria Equacao de
Gompertz (3.1) e que, com a sua atuagao, ele funcione como retardador do crescimento da
populagao de células tumorais, N(¢). Utilizaremos nesse trabalho, a aplicacdo de uma droga
chamada endostatina. A endostatina é uma proteina natural que bloqueia a formacao de
vasos sanguineos. No caso do céncer, por exemplo, acaba interrompendo a irrigagao do tumor
bloqueando o fornecimento de nutrientes e destruindo as células tumorais.

Consideremos que a inibigao do crescimento das células tumorais depende da “forca” de
atuacao do medicamento, v, da sua concentragao no organismo no instante ¢, ¢(t), e da quan-

tidade de células tumorais a cada instante, N(t). Consideremos, entdo, a seguinte equagao

dN K
yTe rN lnﬁ —vc(t)N, (4.1)

em que a concentragao, ¢(t), do medicamento a cada instante, ¢, ¢ dada pela equagao
c(t) = coSte™"
e S é a fungdo definida como:

1, considerando o tratamento,

0, sem considerar o tratamento.

Com base na modelagem matemética da inser¢ao do fator de tratamento e com os para-
metros especificos que utilizamos vamos, encontrar alguns resultados.

Com base nas equagoes e valores de parametros descritos na tabela (1) e considerando
co = 0,04 e v = 0,04, foi possivel efetuar as simulagdes da populagao de células tumorais
versus variacdo populacional, sem e com a consideracao do fator de tratamento para que
pudéssemos fazer a comparacao da evolucao populacional.
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i T T - | r I T T T ]
0 2, %1082 4 %108 6, % 101 g x101 1, = 10%

Populagio cehalar tumoral, M(E)

Ficura 3: Comparagao entre as curvas que representam a populagao de células tumorais
versus variagao populacional, sem e com a consideracao do tratamento.

Verifica-se na Figura 3 que, com a insercao do fator de tratamento, a taxa de variagdo da
populagao de células tumorais é fortemente reduzida. Esse resultado nos indica que com a
insercao de um tratamento baseado em endostatina, o crescimento da populacao de células
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tumorais serd retardado em comparagao ao seu crescimento sem o tratamento, o que nos
permite intuir que, considerando o tratamento, essa populacao demorara muito mais a atingir
esse limiar.

1, % 101
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g, % 10% — // K
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F1GURA 4: Comparacdo entre as curvas que representam a populacdo de células tumorais
com o passar do tempo, t X IV, sem e com a consideragao do tratamento.

Além disso, podemos observar na Figura 4 que, no caso no qual se considera a inserc¢ao
do tratamento, S = 1, a populagao de células tumorais, N(t), cresce bem mais lentamente do
que o caso em que esse tratamento nao é considerado, S = 0, até o ciclo de evolugao temporal
de namero aproximado ¢ = 1000. A partir de entdo, suas inclinagoes se aproximam cada vez
mais, indicando que essas populagoes tendem a se encontrar, o que de fato acontece.

Portanto, um tratamento com esses moldes representaria um ganho de tempo e de qua-
lidade de vida ao paciente, j4 que com esses resultados, foi possivel observar claramente que
o tratamento impede o crescimento acelerado da populacao de células do tumor por quase
metade do tempo que gastaria até alcancar a capacidade de carga K.

5 Consideragoes Finais

Através desse estudo, podemos entender um pouco melhor a Equagdo de Gompertz, além
disso, conseguimos inserir na Equacao de Gompertz um fator que representa a acdo de um
determinado medicamento e simular o comportamento da massa tumoral apds esse tratamento
administrado.
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Abstract: In this paper, we will use the Gompertz’s Equation to study the develop-
ment of solid tumors. We insert in this equation a factor that represents the action
of a certain treatment that aims to stabilize the growth or decrease the volume of
tumor mass. This search was realized under the methodology of linear ordinary
equations analyses.
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Resumo: Neste trabalho apresentamos alguns modelos de dindmica populacional
que consideram um crescimento logistico, mas com diferentes estratégias de reti-
rada de individuos. Esses modelos sao analisados quanto ao niimero de pontos de
equilibrio existentes e as respectivas estabilidades, onde observa-se possibilidade
de bifurcagdo, em fungdo dos pardmetros presentes no modelo.

Palavras-chave: Modelo logistico; bifurcacdo; ponto de equilibrio; estabilidade.

1 Introducao

Um dos primeiros estudos de dindmica de populagoes foi o trabalho de Thomas R. Malthus,
publicado em 1798. O modelo proposto por ele, dado por

P
a = (1.1)
P(0) = Py,

previa um crescimento populacional segundo uma progressao geométrica, enquanto os meios
de sobrevivéncia cresceriam de maneira aritmética. A equagao (1.1) tem como solugao P(t) =
Pye™ e mostrou-se adequada para algumas populacoes de micro-organismos, em curtos perio-
dos de tempo.

Estudos sobre dindmica de populagoes possuem grande importancia, pois através destes
é possivel fazer previsoes sobre seu crescimento, planejar corretamente o uso de recursos
publicos, planejar urbanizagao, dentre [1].

Uma modificagdo do modelo de Malthus foi proposta por Verhulst, levando em conta
fatores inibidores e é conhecido também como modelo logistico. Em termos de equacgoes

diferenciais, é dado por:
dP K—-N
— =rN| —— 1.2
P, ( - ) (1.2)

onde N populagao no instante ¢, r > 0 é a taxa de crescimento e o parametro K > 0 é
chamado capacidade suporte do meio.

Nesse trabalho temos por objetivo analisar um modelo para uma populagao que possui
um crescimento logistico mas que sofre uma retirada de individuos (um modelo de pesca, por
exemplo).

Apresentamos a seguir alguns conceitos e resultados preliminares necessarios para a analise
dos modelos que serao apresentados. Os graficos apresentados no texto foram realizados com
o software Geogebra.
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2 Conceitos preliminares
Os conceitos aqui apresentados sdo baseados em [3].

Definicdo 1.1. Considere uma equacgao diferencial do tipo

dx
- = 2.1
@), (21)
onde f é uma funcdo de classe C'. Dizemos que z* € D ¢ € ponto de equilibrio (ou ponto fixo)
de (2.1) se for solugao da equagao f(x) = 0.

Pontos de equilibrio sao solucoes constantes da equagao diferencial.

Exemplo 1.2. Considere a equagao diferencial

dz
i z(1 —x).

Neste caso, f(x) = x(1 — x) e assim, os pontos de equilibrio sdo z* =0e z* = 1.

Definicao 1.3. Um ponto de equilibrio z* da equagao (2.1) é dito estavel se, para qualquer
€ > 0, existe um d(e) > 0 tal que, para |xg — z*| < 4, a solugao ¢(t, zg) da equagdo (2.1) que
passa por xo em ¢t = 0 satisfaz a inequagao |p(t,x0) — z*| < € para todo ¢t > 0. O ponto de
equilibrio z* é dito instével se nao é estavel.

Definicdo 1.4. Um ponto de equilibrio z* é dito assintoticamente estavel se é estavel e se
existe um r > 0 tal que |p(t,z9) — z*| — 0 quando ¢ — oo para todo x satisfazendo
|zg — x*| < 7.

Um resultado importante na obtencao de um critério para anélise de estabilidade de pontos
de equilibrio a partir da funcao f é apresentado a seguir.

Lema 1.5. Um ponto de equilibrio x* de (2.1) € estdvel se existe um 6 > 0 tal que (x —
) f(x) <0 para |z — z*| < 6. Analogamente, x* € assintoticamente estdvel se e somente se
existe 0 > 0 tal que (x—z*) f(x) < 0 para 0 < |[x—z*| < d. Um ponto de equilibrio x* de (2.1)
€ instdvel se existe § > 0 tal que (x —x*)f(z) >0 para 0 <z —2* < ou —6 <z — 2™ <0.

Usando o lema anterior, é possivel obter o seguinte resultado:

Teorema 1.6. Seja x* um ponto de equilibrio de (2.1). Se f'(z*) > 0, x* € instdvel e se
f(x*) <0, o ponto de equilibrio x* é assintoticamente estdvel.

A demonstragao tanto do lema como do teorema pode ser encontrada em [3].
Quando f'(z*) = 0 nada pode-se afirmar de imediato e uma analise mais detalhada é
necessaria.

d
Exemplo 1.7. No exemplo dado anteriormente, onde d—j =z(1 —z), temos f(z) = z(1 — x)

e como pontos de equilibrio z* =0 e z* = 1.
Calculando a derivada de f, temos f’(z*) = 1—2z* e assim temos f’(0) = 1 > 0. Portanto,
x* = 0 é instavel. No entanto, f'(1) = —1 < 0 e assim, z* = 1 ¢ assintoticamente estavel.
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3 O modelo de Verhulst

Também conhecido como modelo logistico, o modelo de Verhulst incorpora fatores inibi-
dores e é dado pela equacao diferencial

dN N

onde r > 0 é a taxa de crescimento, N populacao no instante £ e K é chamado de capacidade
suporte do meio. A solugdo para a equagao (3.1), considerando N (0) = Ny, ¢ dada por:

NoK

N = J TR — Mol

(3.2)

Para esse modelo temos dois pontos de equilibrio: N =0e N = K. O ponto N = 0 é instéavel,
ou seja, uma pequena perturbacao no sistema fara com que a populacao cresga. O ponto
N = K & assintoticamente estavel, ou seja, a populacao tende a se estabilizar em torno do
valor da capacidade suporte do meio.

Uma, observagao importante é que o modelo de Verhulst ndo apresenta bifurcagoes, ou
seja, o numero de pontos de equilibrio bem como a estabilidade/instabilidade dos mesmos
nao mudam & medida que os parametros variam.

4 Modelos com estratégias de retirada

Um populagdo que possui um crescimento logistico mas sofre uma retirada de individuos
(caga, pesca, etc) pode ser modelada pela equagao

NN <1— g) — P(N),

dt
onde o termo P(N) representa os efeitos da retirada, que nesse caso depende somente da
populagao. Neste trabalho consideraremos dois tipos de estratégia de retirada: uma constante
e outra dependente da prépria populacao.

4.1 Modelo com retirada constante

Neste caso consideramos P(NN) constante, ou seja, P(N) = H, onde H > 0. Assim, temos
o seguinte modelo:

. N
N=rN|1—-=)—-H. 4.1
o (1-%) (a1)
A equagao (4.1) pode ser reescrita numa forma adimensional tomando x = % Como
dr 1 dN
dt K dt’
temos d
Kd—atc =rKz(l—z)— H.
Tomando 7 = rt, temos que ?TI =r. Como
do _ dvdr
dt  drdt’
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a equagao (4.1) se torna

d
Kred = Krz(l—=x)— H.
dr

Dividindo por Kr e denotando por h = % obtemos o modelo na forma adimensional
d
% =z(l—x)—h.

Sabemos que os pontos de equilibrio desse sistema ocorrem quando f(x) = 0, ou seja,

f(z)=2z(1 —x) — h=0. Assim,

1++v1—4h
x(l—x)—hzO:>x2—x+h=O:>x:f.
Portanto, se 1 — 4h > 0, ou seja, h < i, teremos dois pontos de equilibrio: z; = 1=Y1=4h V1=dh

— 2
= Lrvi-dh 21_4h. Se h > % nao ha ponto de equilibrio e se h = % temos como dnico equilibrio

FIiGURA 1: Namero de pontos de equilibrio, dependendo de h.

Na Figura 1, se h < %, as setas indicam que x; é instavel e xo é assintoticamente estével.
Isso pode ser confirmado através do calculo da derivada, ou seja, f'(z1) = vV1—4h > 0 e
f(x2) = =1 —4h < 0. Se h > %, nao héa equilibrio.

Podemos observar também os pontos de equilibrio, que s@o solugoes de x(1 — z) — h =0,
analisando graficamente as fungoes y; = x(1 — x) e ya = h (ver Figura 2).

0.1 o 01 02 03 04 05 o8 o7 o8 og 1 11

FIGURA 2: Grafico de y; = (1 — z) e y2 = h, para diferentes valores de h.

Novamente podemos observar que existem dois pontos de equilibrio quando h < % e

nenhum quando h > %. No valor critico h = i temos uma bifurcacao sela-no.
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A situacao onde h < i ocorre indica que, no caso de uma populagao de peixes, a retirada
¢ moderada. Se inicialmente a populac¢ao de peixes é muito pequena (x(0) = z¢p < x1) nao
restarao peixes, devido as retiradas. Se xg > x1, a populagao iré se estabilizar em xs, ou seja,
peixes e pescadores vivem em harmonia.

Se h = %, como f(z) < 0 para x # %, se rg < x*, a populacao serd extinta e se xy > x*,
a populacao tende a se estabilizar em z*. Portanto, z* ¢ instéavel (alguns autores denominam
esse caso de semi-estavel [2]). O caso h > i indica que a populagao ird se extinguir pois nao
h& pontos de equilibrio. Assim, nesse modelo existe a possibilidade da populacdo se tornar
negativa, o que indica que esse modelo precisa ser reformulado. Um modelo melhor deveria
ter * = 0 como ponto de equilibrio para qualquer valor de H ([2]).

4.2 Modelo com retirada ndo constante

Um modelo mais realista do que foi apresentado na se¢do anterior é dado por

dN N N

onde K é uma constante chamada capacidade suporte da populacao, r é a taxa de crescimento

e A é um nivel critico da populagdo. O termo —H expressa a retirada de individuos,

A+ N
que decresce com N.

Esse modelo apresenta quatro parametros, o que torna mais complexa a analise de pontos
de equilibrio e estabilidade. De modo analogo ao modelo anterior, através de uma mudanga de
variavel, obteremos um modelo na forma adimensional, com reducao do nimero de parametros.

dz 1 dN

Tomando x = e temos u oK d Assim, a equagao (4.2) pode ser reescrita como
dx H =z
—=rzx(l—-o)— ——F—. 4.3
d dx d d d
l.i‘azendo 7 = rt e lembrando que d—f = d—fd—:, temos d—i = r%. Assim, a equagao (4.3) é
escrita como
dx (1 ) H x
—=z(l—2z)— ——F.
dr Kr (% =+ x)
Finalmente, denotando por h = T ea= 1, obtemos
dx
—=zx(l—z)—nh . 4.4
dr 2(l-z) a+x (44)

A equagao (4.4) envolve somente os parametros a e h, o que torna a sua analise um pouco
mais simples.

De (4.4) temos f(x) = z(1 —x) —

e portanto os equilibrios sao solugoes de

a+x
h
x(l—z)— T —o0e
a+x
2 _ 2 _ 3—h
ar +z° —ax® —x Z _ 0o (4.5)
a+x

z(—z? + (1 —a)z+ (a—h)) =0.
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Da equagao (4.5) temos que z* = 0 é ponto de equilibrio para quaisquer valores de a ou
h. Os outros pontos de equilibrio sao solugoes de

22— (1—-a)x—(a—h)=0. (4.6)
Resolvendo (4.6) tem-se que as possiveis solugoes sao da forma

(1—a)++/(1—a)2+4(a—h) . _(1—a)—+y/(1—a)?+4(a—h) (47)
2 nT 2 '

Analisaremos alguns casos pois, do ponto de vista biologico, x1 e xo devem ser reais e
positivos. E importante observar que, como A < K, temos 0 < a < 1.

(1—1—&)2.

xr1 =

Caso I: (1 —a)?+4(a—h) <0, ou seja, h >
Neste caso temos h > a e a equacao (4.4) nao possui pontos de equilibrio nao triviais.
Assim, o tnico ponto de equilibrio é * = 0. Como
ha

fl($):1_237—m7

(4.8)
h 2 <1 .

temos f/(0) = 1— - Como h > a temos f/'(0) < 0 e portanto, z* = 0 é um ponto de equilibrio

assintoticamente estével.

(1+a)?

—

Neste caso temos também a < h. Os pontos de equilibrio sao: z* =0 e z] =

Caso II: (1 —a)? +4(a — h) =0, ou seja, h =
1—-a

Como 0 < a < 1, temos z} > 0. Analisando a derivada, como a < h, z* = 0 continua
sendo assintoticamente estével.

ha h
!/ * _ _ * _ —_ _ —_
fi(z]) =1—-227 7(a+x*1‘)2 = a(l (a_tllp) =0.
Heoy ah (1 + a)?
Como f"(z) = -2+ 27(a+:1:)3 eh= — temos
h a—1

M2}) = =24 16— =2 0.
(@) + (a+1)3 a—|—1<

Assim, temos que x] é um ponto de méximo de f(z) e ] é instavel (mais especificamente,
semi-estavel).

e Para uma condicao inicial maior que z7, a populacao tende a se aproximar de x7.

e Para uma condigao inicial menor que zj, a populacao tende a se afastar de z] e se
aproximar de z* = 0.
1+ a)?
Caso III: (1 —a)?+4(a—h) >0ouh < u
Para este caso, temos como pontos de equilibrio z* = 0 e x; e z9 dados por (4.7). Ob-

servamos que x1 é sempre positivo. No entanto, xo s6 existe do ponto de vista biologico se e
somente se h > a. Assim, analisaremos trés casos: h >a, h=a e h < a.

(h > a): O ponto de equilibrio * = 0 continua sendo assintoticamente estavel. Para x,
denotando A = (1 — a)? + 4(a — h) = (1 + a)? — 4h, temos

Mg el -9y — PO A 4eh
(1) =1—2x @) VA PESERV/N (4.9)
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Para a andlise do sinal de f/(z1) sdo necessarias as seguintes igualdades e desigualdades:

A=(1+a)®—4h= A+4h=(1+a)? (4.10)

VA =/(1—a)?+4(a—h) < /(1 —a)?
VA <(1—a)= (4.11)
a<1—\/Z,

pois 0 < a < 1.
(a+14+VA)? =(a+1)?+2(a+1)VA+ (VA)?
= A +4h+2(a+ 1)VA + (VA)?
<A+4h+20 - VA+1)VA+A

4.12
= 2A 4 4h + 2V A(2 - VA) (4.12)
=2A+4h +4VA - 2A
=4h +4VA
Como (a + 14+ VA)? < 4h + 4V/A segue que
1 < 1
4h+4VA  (a+1+ VA2
e portanto,
—4ah < —4ah ~ —ah
(a+1+VA?2 4h+4VA h+VA
Voltando em (4.9), de f’(x1) temos
4dah
(o) —a— VA - —tah
flay) (a+1+VA)2
ah
ca-VA-
¢ h+ VA
_ (a—VA)h+VA)—ah (4.13)
h+VA '
_ah+a\/Z—h\/K—A—ah
h+ VA
(a—h)VA-A
 h+VA

Como h > a temos f'(z1) < 0 e portanto, x; ¢ assintoticamente estavel.
Neste caso, como o ponto de equilibrio x2 também existe, &€ importante ressaltar que a
equagao

h.%'g
1-— =
o z2) a—+ xa
é satisfeita e assim,
h
1—x9= , 0<z < 1. 4.14
n=— 0<n (414
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Da expressao de f/(z2) temos

h
Mag) =1 — 2wy — ——
f(@2) 2 (at m)?
h
=120y — -
(a+x2) (a+ x2)
(1 —z2)a
=1—-2x9 — ——— 4.15
w2 a + X2 ( )
(I —=2x2)(a+ x2) — a+ axz
N a—+ xo

VA
A )
a+ o

Assim, 9 é instavel.

h
(h = a): Obtemos que f’(0) =1— — = 0. Analisando f”(z), como h=ae 0 < a < 1, temos
a

h 1
f'(0)=-2+2 :2(a - 1> > 0.

Como f”(0) > 0, temos z* = 0 é um ponto de minimo local de f(x). Assim, z* =0 é
semi-estével, ou seja, dada uma condic¢ao inicial maior que z* = 0 e menor que z1, a populagao
se afasta de z* = 0.

Para 7 =1 — a temos

ah

(—1_17)2:—1+2(I—ah:_1+2a—a2:—(a—1)2<0
a —Qa

fla) =1-2(1-a)-
e portanto x] é assintoticamente estavel.

h
(h < a): Temos nesse caso f'(0) =1— — > 0 e portanto z* = 0 é instavel. Como ja dissemos
a

anteriormente, neste caso xo ndo existe do ponto de vista biol6gico. Analogo ao caso anterior,
como x1 é ponto de equilibrio, a equacao

hl’l
1- = , 0< <1
7 1) a+x1 o
é satisfeita e assim,
h
1l—ax = . 4.16
o a+x1 ( )
Consequentemente, temos
—a(l —x1)? —ah
ol =z)” _ —ah (4.17)
h (a+x1)?
Além disso, como h < a, temos
—all = 2
ol =) g
h
Da expressao de f'(x71) temos:
h
() =1— 219 — ——
Fla) ! (a+21)?
1— 24)2 4.18
_ gy - M) h“) (4.18)

<1-2z—(1—21)2=—-22<0
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Como f'(z1) < 0, 21 é assintoticamente estéavel.
(14 a)?

E importante observarmos que ocorrem bifurcagdes para h =a e h = 1

5 Conclusao

Nos dois modelos com estratégia de retirada vimos a possibilidade da populacao ser extinta.
No entanto, o segundo modelo apresentado (a estratégia de retirada depende da populagao)
¢ mais realista, tendo em vista que o equilibrio nulo sempre existe, independentemente dos
parametros. Além disso, existe a possibilidade de existéncia de trés pontos de equilibrio, o
que nao acontece com estratégia de retirada constante.
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resultados do Caso III.

Abstract: In this work we present some models of population dynamics that consi-
der logistic growth, but with different strategies of withdrawing individuals. These
models are analysed for the number of equilibrium points and their respective sta-

bilities, where bifurcation is possible, as a function of the parameters present in
the model.

Keywords: Logistic model; bifurcation; equilibrium point; stability.

Referéncias Bibliogréficas

[1] Djairo G. Figueiredo, Equagoes diferenciais aplicadas, Instituto de Mateméatica Pura e
Aplicada, 2002.

[2] Steven H. Strogatz, Nonlinear Dynamics and Chaos, Addison-Wesley Pub, 1994.

[3] Hale, J.; Kogak, H.; Dynamics and Bifurcations - Springer-Verlag, 2012.

BICMaAT, VoLuME XIV, OUTUBRO DE 2017



ISSN 1980-024X

BOLETIM DE INICIACAO CIENTIFICA EM
MATEMATICA - BICMAT

Orientacdo aos autores

Ao redigir o material a ser divulgado o autor deve observar que o alvo principal é o aluno
de graduagao, devendo a redagao ser clara e objetiva incentivando-o & leitura.

O trabalho deve ser enviado & Comissao Editorial, via e-mail, na linguagem XTEX, usando
a classe bicmat. Mais informacgoes sobre a formatacao do trabalho podem ser encontradas
em www.rc.unesp.br/igce/matematica/bicmat, assim como o enderego para o envio do
trabalho.

A responsabilidade de cada artigo é exclusiva do autor e respectivo orientador.



