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EDITORIAL

O Boletim de Iniciacdo Cientifica em Matematica - BICMat é uma publicacdo que se
destina a difundir prioritariamente trabalhos de Iniciacdo Cientifica em Matematica que fa-
zem parte de projetos desenvolvidos por alunos do Curso de Graduacdo em Matematica
do IGCE, Unesp Rio Claro. Eventualmente trabalhos de Iniciacdo Cientifica realizados em
outras institui¢oes poderao também ser publicados neste Boletim.

O BICMat foi criado em 1998 e nessa época foram publicados dois volumes; o primeiro
no ano de criacdo e o segundo em 2000.

Considerando a importancia da Iniciagao Cientifica para o graduando, e o sempre crescente
nimero de projetos desta natureza desenvolvidos em nossa instituicao, resolvemos reativar a
publicacdo do BICMat em 2006, com ISSN 1980-024X.

Destacamos que a autoria dos trabalhos apresentados no BICMat é dos alunos. O orien-
tador figura apenas como responsavel cientifico.

Este Boletim também estd aberto a divulgagdo de trabalhos que nao sejam frutos de
projetos de Iniciagdo Cientifica, mas que sejam de interesse dos alunos do curso de graduagao
em Matematica. Estes trabalhos serdo selecionados pelos Editores.

Este volume esta disponibilizado eletronicamente na pagina do Departamento de Mate-
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Equacoes Diferenciais Ordinarias e Teoria de Floquet

Danielle Assuncio da Silvaf
Orientador(a): Profa. Dra. Marta Cilene Gadotti

Resumo: Este trabalho aborda a teoria qualitativa das equacoes diferenciais ordi-
nérias, focando em sistemas periédicos e suas solugdes. Inicia-se com a introdugédo
aos sistemas lineares ndo homogéneos e a apresentacdo do Teorema de Floquet,
que é essencial para transformar sistemas periédicos em sistemas com coeficientes
constantes. A matriz fundamental ®(t) é definida, e as propriedades dos autova-
lores e expoentes caracteristicos sdo exploradas.

A partir do Teorema de Floquet, é demonstrado que a mudanga de varidvel
y = P(t)u transforma um sistema periédico em um sistema linear com coeficientes
constantes, facilitando a andlise de suas solugdes. A relacdo entre os multiplica-
dores e os autovalores da matriz R é estabelecida, e a condicdo para a existéncia
de solugbes periddicas é discutida.

Um dos principais resultados é que uma solucdo do sistema ndo homogéneo
y = A(t)y + g(t) é periddica se, e somente se, as condigdes sobre o sistema
homogéneo associado sdo atendidas. O trabalho inclui a andlise de uma equagéio
escalar como exemplo, mostrando a aplicacdo pratica das teorias discutidas.

Palavras-chave: sistemas lineares; coeficientes periddicos; Teorema de Floquet

1 Introducao

Varios fendmenos fisicos e biologicos sao descritos por sistemas de equagdes diferenciais
ordinarias (EDOs) com coeficientes periédicos, como vibragdes em circuitos elétricos, sistemas
mecanicos e até a dindmica de fluidos.

Uma equacdo bastante utilizada é a de Hill. As equacoes de Hill sao EDOs homogéneas
de segunda ordem com coeficientes peridédicos. Tem-se a forma geral:

Yy +alt)y +b(t)y =0 (1.1)

com a(t) e b(t) periédicas. Essa equacdo é utilizada na Mecanica Celeste, aplicagoes de
circuitos elétricos e condutividade elétrica de metais. A Teoria de Floquet é importante para
o estudo destes tipos de equagbes. Assim, neste trabalho serd introduzido, de forma simples,
os conceitos e resultados referentes a essa Teoria.

2 Preliminares

Apresentamos a seguir, um importante resultado para garantir a existéncia e unicidade
de uma solugao de um sistema linear.

Lema 2.1 (Desigualdade de Gronwall). Tendo uma constante k > 0, sendo as fungées f e g
continuas e ndo negativas em algum intervalo a <t < 3, e satisfazendo a desigualdade:

fO <k+ [ f)(s)ds,
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EQUAQOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS E TEORIA DE FLOQUET 6

para o <t < 3, entdo
t
£0) < kexo ([ gls)ds )

para o <t < f3.

Demonstragdo. Definimos a fungio U(t) = k + [ f(s)g(s)ds. Como U(a) = k, temos pela
hipétese que f(t) < U(t) para todo t € [o, f].
Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos

U'(t) = f()g(t) <U(1)g(t), para a <t < f.
A partir da desigualdade U’(t) < U(t)g(t), podemos escrever

U'(t)
U(t)

< g(t).

Integrando ambos os lados dessa desigualdade de « até t, obtemos

tU(s) t
. T(s) dsﬁAg(s) ds.

A integral do lado esquerdo é a derivada do logaritmo de U(s), entdo temos

InU(t) —InU(a) < /tg(s) ds.

«

Como U(a) = k, isso se torna

Simplificando, obtemos

Exponenciando ambos os lados, temos

Ulit)gexp(/atg(s)ds>,

t

ou seja,

Ut) < kexp(

«

g(s) ds> .
Finalmente, como f(t) < U(t), obtemos

t

56 <o ([ gls)s).

(0%
Isso conclui a demonstragao da Desigualdade de Gronwall. ]
Teorema 2.2. Existéncia e Unicidade. Suponha que A(t) e b(t) sejam fungoes Riemann
integraveis em t em um intervalo (a,b), isto €, as integrais de Riemann existem em algum

intervalo [c,d] C (a,b), para cada a;j, 1,5 =1,...,n em A(t) e cada b, j=1,...,n em b(t),
e suponha também que existe uma fungdo k(t), continua em (a,b), tal que:

1. k(t) é continua em (a,b) e existe M > 0 tal que |k(t)| < M;

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024



EQUAQOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS E TEORIA DE FLOQUET 7

2. |A(t)] < k(t) e [b(t)| <k(t), a <t <b.

Considere to € (a,b) ey um vetor dado. Entdo o sistema de equagdes lineares nio homogé-
neo, representado por

Y = an(®)y1 + aa(t)y2 + - + arn(E)yn + bi(2),

Yy = a1 (t)y1 + aza(t)ys + - -+ + az2n(t)yn + b2(t), (2.1)

y;t = Qan1 (t)yl + an2 (t)yQ +- 4+ ann(t)yn + bn(t)a

tem uma tnica solucio y(t) em (a,b) tal que y(to) = y° e y(t) satisfaz, para todo t € (a,b),
a igualdade:
t t
y(t)=1y"+ | A(s)-y(s)ds+ [ b(s)ds. (2.2)
to to
Demonstragdo. A ideia da prova é construir uma sequéncia de aproximagoes sucessivas que
converge para a solucdo da equagio. Comecamos definindo a sequéncia da seguinte maneiras:

yo(t) = 1°,
t t
nt)=y"+ [ A(s)-yo(s)ds+ | b(s)ds,
to to
t t
) =y"+ [ A(s)-yi(s)ds+ | b(s)ds,
to to

t t
yn(t) =y + t A(S) - yn—1(s)ds + t b(s)ds.
0 0
Nosso objetivo é provar que a sequéncia {y,(t)} converge para uma fungéo y(t), que serd
a solugao da equagdo original. Para isso, vamos provar que a sequéncia {y,(t)} é de Cauchy
em [c,d] C (a,b), garantindo, assim, a convergéncia.
Primeiro, vamos estimar |y, (t) — yn—1(t)|:

) = 10 = | [ A06) (nea(9) = o)) ]

Usando a hipétese que |A(t)| < k(t), temos:
t t
yn(t) — yn—1(t)| < /t (A lyn—1(5) = yn—a(s)]ds < | K(5) - [yn-1(s) = yn—2(s)[ ds.
0 0

Agora, vamos proceder por induc¢do para obter uma estimativa geral de |y, () — yn—1(t)|-
Para n =1, temos:

tt A(s) - yo(s)ds + t b(s)ds

to

t
< [ k(s)ds- (1+y°)),
to

ly1(t) — yo(t)| =

onde usamos que |b(s)| < k(s) e |yo(s)] = |¢°|.
Para n = 2, temos:

(0~ 0] < [ K6 n(e) = (o)l ds < 0+ 17D [ ko) [ k) duds

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024
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Essa estimativa pode ser reescrita em termos da fungdo acumulada K(t) = ftto k(s)ds, de
modo que:
K(t)?
[y2(t) = y1(8)] < (1 +[y°)) T
Seguindo esse padrao, usando o argumento indutivo, temos que para um n > 1, vale a seguinte
estimativa:

Yn(t) — yn—1(t)] < (1 + |¥°))

Agora, somamos essas diferengas para obter a estimativa para |y, (t) — ym/(t)|, com m < n:

K@®)"
.

Y () = Ym ()] = [(Un(t) = Yn—1(1)) + (Yn-1(t) = yn—2(t)) + -+ + Ym+1(t) = Ym(?))]-

Aplicando a estimativa anterior, obtemos:

[yn () =y (D] < (115D 3 KJ@]_
j=m+1 :

K(t)

Como a série 3 72, —7— converge, concluimos que {yn(t)} é uma sequéncia de Cauchy e,
portanto, converge para uma fungdo continua y(t). Agora, verifiquemos que y(t) é de fato
solucao do sistema. Sabemos que y,(t) — y(t) e que a func¢ao y(t) é continua, portanto:

n—oo n—oo

y(t) = lim ya(t) =3 +hm/A yn1(s) ds + b()d

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos:

t ¢
y(t) =0+ [ A(s)-y(s)ds + [ b(s)ds.
to to
Assim, y(t) satisfaz a equacdo integral, o que implica que é uma solugdo do sistema de
equagoes diferenciais. A unicidade segue diretamente da Desigualdade de Gronwall. Se
existissem duas solugbes yi(t) e ya2(t), entdo a diferenca z(t) = y1(t) — y2(t) satisfaria a
equacao homogénea

z(t) = tA(s) - z(s) ds.

to

Aplicando a Desigualdade de Gronwall, obtemos z(t) = 0, ou seja, y1(t) = y2(t), provando a
unicidade da solugao. ]

Teorema 2.3. Dada uma matriz Apxn(t), cujas entradas sao continuas, o conjunto solug¢do
de

Y (t) = At)y(t) (2.3)

€ um espaco vetorial de dimensdo n.

Demonstragao. Nao é dificil mostrar que o conjunto de todas as solugoes de (2.3) é um espago
vetorial, pois basta mostrar que é um subespago vetorial do espago de todas as funcoes
x:I— R™

Mostremos que a dimensao é n. Denotando {ey,...,e,}, a base candnica de R", considere
os seguintes n PVIs:

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024
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1°:
y' = Aty
1
0
y(to) = | =ea
0
20:
y = At)y
0
1
?J(t()) =10} = €z
0
ne:
y' = Aty
0
to) = =e,
y(to) 0
1

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, existe uma tnica solu¢ido para cada PVI, deno-
tadas por ¢1, @2, ..., ¢, respectivamente.

Mostremos que {¢1, ¢2, ..., ¢} é base do conjunto solugdo de (2.3).

Primeiro, mostremos que {¢1, ¢2, ..., ®,} é linearmente independente. De fato, considere
a combinagao linear

a191 4 -+ apdp =0y = a101(t) + - - + andn(t) =0,Vt € I.

Logo, para t = g, tem-se:
a1¢1(t0) et an¢n(t0) =0.

Como {ej,eg,...,e,} é linearmente independente, pois forma a base canoénica de R™, segue
que ap = g = - -+ = a,, = 0. Portanto, {¢1, P2, ..., ¢n} é linearmente independente.
Agora, mostremos que {¢1, P2, ..., ¢,} gera o conjunto solugdo de (2.3). De fato, seja

¥ : I — R™ uma solucdo de (2.3), basta mostrar que 1) se escreve como combinagao linear
dos elementos de {¢1, ¢2,...,dn}.
Para mostrar isso, considere entao

e a combinacao linear

o(t) = Brop1(t) + -+ + Budn(t), Vtel.

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024
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Como ¢1, P2, ..., Pn sdo solugoes de (2.3), segue que f1¢1 + -+ + Bndpn é também solugdo,
pois o conjunto solucao é espago vetorial. Note que,

B
65
¢(t0) = 51¢1(t0) +-+ IBnQZ)n(tO) = pie1 + -+ Bpen = :
Br
Portanto, ¢ e ¥ sdo solugdes do mesmo PVI:
y' = A(t)y
B
B2
y(to) = | .
B
Pela unicidade da solucdo do PVI, conclui-se que ¢ = 1), ou seja,
Y =Ppid1+ -+ Bndn.
Portanto, {¢1, ¢2, ..., ¢, } gera o conjunto solucao de (2.3).
Assim, segue que {¢1, P2, ..., ¢, } é base e, portanto, a dimensao é n. |
Teorema 2.4 (Férmula de Abel). Se ® ¢ solugdo da matriz de
y' = A(t)y, (2.4)

em I e sety é um ponto qualquer de I, entdo, Vt € I,

det O (L) = det (o) exp [ / 'S ay(s) ds] . (2.5)
to ;=

Podemos afirmar, por ty ser arbitrdario, que ou det ®(t) # 0 para cada t € I ou det ®(t) =0,
Vtel.

Demonstragio. Assumindo que as colunas de ® sdo ¢1,¢2,...,¢,, sendo ¢; os elementos
(p1, P25, - - -, Pnj). Entdo podemos escrever a afirmacao de que ¢; é uma solugao de (2.4) em
I, em termos de elementos como

n
¢;j = Z aikdrj, para (i,j=1,...,n). (2.6)
k=1

Agora, precisamos lembrar que a derivada do determinante de ® em relacdo a t é a soma
de n determinantes, isto é,

o P12 o @1
1 P n / " on b1z 0 Qin
¢/21 ¢l22 . ¢/2 ¢21 ¢22 ¢2n . . .
(det @) =| . i I 77 S R %> S 7 W) T B : S
: : : : : : ¢n—1,1 ¢n—1,2 te ¢n—1,n
/ , ... / : : : / / ... /
n n2 o ¢n1 ¢n2 e ¢nn nl n2 nn

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024
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Esse fato é facil de ser provado por indugéo. Usando (2.6), obtemos

11

dh—1 WkPE1 D of—1 1k Dk2 Y h—1 01k Pkn
(det @Y P21 P22 P2n
e = _ } .
¢n1 ¢n2 ann
o1 012 D1n
dohe1 A2k PE1 D j—1 G2k PK2 Y =1 A2k Pkn
+ ®31 ®32 ®3n
(Z)nl ¢n2 ¢TLTL
+ ..
o1 P12 D1n
i : : :
¢n—1,1 ¢n—172 ¢n—1,n
Dokl OnkPk1 D h—1 Ak k2 > k=1 OnkPrn

Usando operacoes elementares sobre as linhas, podemos avaliar cada determinante. Por
exemplo, no primeiro determinante, multiplicamos a segunda linha por a2, a terceira por
a13, e assim por diante, até a n-ésima por ay,, adicionando essas (n — 1) linhas e, em seguida,
subtraindo o resultado da primeira linha. Isso deixa ai; como um fator da primeira linha
resultante. Fazendo o mesmo procedimento para os outros determinantes, obtemos, Vt € I,

(det ®)" = aj1 det ® + ago det ® + - - - + ay,, det D,

ou, equivalentemente,
(det ®)" = (Z akk(t)> det ®, (2.7)
k=1

que é uma equagao escalar linear homogénea de primeira ordem para det ®. Sua solucdo é
dada por (2.5) sem dificuldade. [

Observacdo 2.5. A matriz fundamental de solugdo é uma matriz formada por solugoes li-
nearmente independentes de um sistema de equagdes diferenciais lineares homogéneas da
forma

y' = At)y.

Teorema 2.6. A matriz solugio ® de (2.4), em um intervalo I, é a matriz fundamental de
(2.4) em I se, e somente se, det ®(t) # 0, Vt € 1.

Demonstragio. (=) Se det ®(t) # 0, Vt € I, as colunas da matriz sdo linearmente indepen-
dentes em I e, além disso, ® é a matriz fundamental de (2.4) em I.

(<) Por outro lado, se é uma matriz fundamental, entdo toda solucao v de (2.4), em
I, tem a forma (t) = ®(t)c para algum vetor constante c. Para cada ty fixado em I e
qualquer vetor v (tp), por ®(t) ser a matriz fundamental, o sistema de equagoes algébricas
P (tg) = ®(to)c tem uma tnica solugdo para c.

Portanto, det ®(tg) # 0. Agora, a Férmula de Abel nos diz que det ®(t) A0, Vt€ . =

~— -

Observacdo 2.7. Logo, a matriz ®(t) é chamada de matriz fundamental de solugao se:

e Suas colunas forem solugoes linearmente independentes do sistema em 1.

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024
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e O determinante da matriz ®(t) for diferente de zero, ou seja, det ®(t) # 0, para todo
tel.

Essa matriz é fundamental porque qualquer solucdo do sistema pode ser escrita como uma
combinagdo linear das colunas de ®(t). Assim, todas as solugdes do sistema homogéneo
podem ser expressas como

onde ¢ é um vetor constante.

Teorema 2.8. Se ® é uma matriz fundamental para (2.4) em I e C' é uma matriz constante
ndo singular, entéo ® - C' também é uma matriz fundamental para (2.4) em I. Cada matriz
fundamental de (2.4) é desta forma, para alguma matriz ndo singular C'.

Demonstragdo. Para provar isso, precisamos mostrar que ® - C' também é uma matriz funda-
mental para (2.4) em I, onde ® é uma matriz fundamental para o sistema.

Primeiro, vamos verificar se ® - C' é solucdo do sistema. Para isso, derivamos ® - C em
relagdo a t e verificamos se é igual a A(t) - ® - C. Calculemos entdo a derivada de ® - C' em
relacao a t:

d do

—(®-C)=—-C.

dt( ) dt
Sabemos que ® é solucao do sistema, entao C}i—f = A(t) - .

Substituindo: d
&(Q)-C):A(t)@%C.

Agora, precisamos verificar se isso é igual a A(t) - ® - C. Ou seja, precisamos mostrar que
P - % = 0. Dado que C é constante, temos:

dC dC
EZO’ portanto, ®.-—=&-0=0.

Assim, ® - C é de fato solugao do sistema (2.4).

Em relacao a segunda parte da afirmacao, para mostrar que cada matriz fundamental para
(2.4) pode ser expressa como ® - C' para alguma matriz nao singular C, podemos considerar
C = ®(tp)~!, onde ® é uma matriz fundamental para o sistema. Isso ocorre porque ® é
invertivel, pois é uma matriz fundamental, entdo ®(tg)~! existe e é ndo singular. Portanto,
®-®(ty)~! é uma matriz fundamental expressa como ®-C para uma matriz nio singular C. m

3 Sistemas lineares com coeficientes peridédicos
Primeiro consideramos o sistema linear
/
y = Ay, (3.1)

no qual A(t) é uma matriz n x n periddica de periodo w, ou seja, A(t + w) = A(t), em
—00 < t < oco. Temos que se ®(t) é a matriz fundamental de (3.1) entao

O (t+w)=A(t + w)P(t +w) = AL)P(t + w).

Dessa forma, ®(t + w) é uma matriz solugdo de (3.1) e, pela Férmula de Abel, temos que
det ®(t + w) # 0. Entdo, pelo Teorema 2.6, ®(¢ + w) também é uma matriz fundamental

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024
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de (3.1) e, portanto, pelo Teorema 2.8 existe uma matriz constante ndo singular C, em
—o0 < t < o0, tal que
D(t+w)=d(t)C. (3.2)

Pode-se mostrar que, correspondendo a toda matriz constante nao singular C, existe uma
matriz R, tal que C' = e*®. Notamos que se ®(0) = I, entdo, por (3.2)

P(w) = R, (3.3)
Agora, podemos estabelecer o Teorema de Floquet.

Observacdo 3.1. Pode-se observar que se A(t) é uma matriz constante, portanto, periddica
de qualquer periodo w, o resultado a seguir se reduz ao caso ja estudado em que A(t) é
constante para coeficientes constantes com P(t) =1 e R = A.

Teorema 3.2 (Teorema de Floquet). Seja A(t) uma matriz periddica continua de periodo w
e seja ®(t) qualquer matriz fundamental do sistema (3.1). Notamos que existe uma matriz
periddica ndo singular P(t) de periodo w e uma matriz constante R tal que

d(t) = P(t)e'®, (3.4)

Demonstragio. Seja ®(t) uma matriz fundamental arbitraria do sistema (3.1). Seja R a
matriz determinada por ®(w) através da equagao (3.2), que satisfaz ®(w) = ®(0)e*?. Agora,
definimos, para todo t € R,

P(t) = ®(t)e £ (3.5)

Claramente, P(t), sendo o produto de duas matrizes ndo singulares (®(¢) e e~*f*), é nio

singular. Além disso, verificamos que:
Pt +w) = Ot + w)e IR,
Como ®(t) é uma matriz fundamental do sistema periédico e ®(t + w) = ®(t)e“??, temos:
Pt 4 w) = &(t)eFe I — o(t)e 1 = P(1).

Assim, P(t) é periédica com periodo w. Finalmente, resolvendo (3.5) para ®(t), obtemos:

conforme desejado. ]

Observacdo 3.3. Se A(t) é real, seu periodo w ¢é real, entao mesmo que ®(t) seja real, nao
¢é necessariamente verdade que a matriz R seja real. Note, por exemplo, que se n = 1 e se
C em (3.2) for qualquer nimero real negativo, entdo C' ndo tem um logaritmo real, de modo
que R nao pode ser. Neste caso, usamos

Bt + 2w) = B(t + w)C = B(t)C?,

definimos S por
C? = 2% (3.6)

e pode ser mostrado que S é real. Pode-se entdo mostrar ainda que existe uma matriz real
nao singular Q(t) de periodo 2w tal que

B(t) = Q(t)e!S. (3.7)
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O Teorema de Floquet pode ser usado para transformar o sistema (3.1) em um sistema
linear com coeficientes constantes como segue. Deixemos

y = P(t)u, (3.8)

onde P(t) é a matriz periddica do Teorema 3.2. J4 que, de (3.1),

[P(t)etR}

/

P'(t)e'® 4 P(t)e!'R = A(t)P(t)e'l

segue que
P'(t)=A@t)P(t) — P(t)R
Assim,
y = P(t)u + P'(t)u= P(t)u' + (A(t)P(t) — P(t)R)u = A(t)P(t)u
e, portanto,
Pt)u' — P(t)Ru =0

que é um sistema linear de coeficientes constantes.
Com isso, acabamos de provar o seguinte resultado.

Coroldrio 3.4. A mudanga da varidvel y = P(t)u transforma o sistema periédico (3.1) no
sistema (3.9) com coeficientes constantes, conforme provado acima. Costuma-se chamar os
autovalores \; da matriz ndo singular e“™ de multiplicadores do sistema (3.1), e chamar os
autovalores p; da matriz R de expoentes caracteristicos do sistema (3.1).

A prova, segue-se, também, do teorema do logaritmo de uma matriz, enunciado a seguir,
como resultado auxiliar:

Teorema 3.5. Seja B uma matriz n X n ndo singular. Entao existe uma matriz A n X n,
chamada logaritmo de B, tal que

e = B.
Temos que

1
pi=—log);, com i=1,....,n. (3.10)
w
Vamos apresentar, agora, mais algumas consequéncias do Teorema 3.2:

Coroléario 3.6 (do Teorema 3.2). Uma solugio ¢(t) do sistema (3.1) tem a propriedade ¢(t+

w) = K¢(t), em —oo < t < 00, onde K é uma constante se, e somente se, K for um autovalor
de ®(w) = eF,

Coroldrio 3.7 (do Teorema 3.2). Se os expoentes caracteristicos do sistema (3.1) tiverem
partes reais negativas, ou equivalentemente, se os multiplicadores do sistema (3.1) tiverem
magnitude estritamente menor do que 1, entdo todas as solugoes do sistema (3.1) se aproxi-
mam de zero.

Exemplo 3.8. Considere a equacao escalar
u" = p(t) + g(t)u = 0, (3.11)

onde p e ¢ sdo fungdes continuas de periodo w em . Determine uma equacio satisfeita pelos
multiplicadores.

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024



EQUAQOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS E TEORIA DE FLOQUET 15

Resolugdo: Denotando y; = u e y2 = u/, obtemos o sistema equivalente
Y1 = Y2
{ Lo (3.12)
Yo = —q(t)yr — p(t)y2.

Seja ®(t) a matriz fundamental que é a identidade em ¢ = 0. Entao,

_ [01(t)  da(t)
‘I’“)‘<¢a<t> ¢g<t>>’ (313)

onde ¢1 e ¢ sdo as solugoes de (3.11) tais que ¢1(0) = ¢5(0) = 1, ¢2(0) = ¢1(0) = 0.
De acordo com a definicdo de multiplicadores e a equacdo (3.13), os multiplicadores sdo os
autovalores de ®(w) e, portanto, usando (3.13), eles satisfazem a equagao

det(®(w) — M) = A? — (¢1(w) + Ph(w))A + det ®(w) = 0.

Pela formula de Abel,

det ®(w) = det ®(0) exp (— /Ow p(s) ds) = exp (— /Ow p(s) ds) .

Assim, os multiplicadores sdo as raizes da equagao

2= (@r(w) + dh()A+exp (= [“p(s)ds) =0,
0
Voltando para o sistema ndo homogéneo,

Y =Alt)y +g(t), (3.14)

onde assumimos ao longo do processo que A(t) e g(t) sdo continuos e periédicos em t do
mesmo periodo . Note que o caso de A(t) ser uma matriz constante nao esta excluido.
Um caso especial importante de (3.14) é a equagao escalar

v’ + aju’ + agu = Acos(Kt),

onde a1 e as sdo constantes, o que surge em diversas aplicacbes. Também é conhecida como
a equagao do oscilador harmonico.
Queremos estudar a questao da existéncia de solugoes periddicas de (3.14).

Teorema 3.9. Uma solucio ¢(t) de (3.14) € periddica de periodo w em t se, e somente se,

$(w) = ¢(0).

Demonstragao. Se for periddica de periodo w, é ébvio que ¢(w) = ¢(0). Por outro lado,
suponha que ¢(t) é uma solucao de (3.14) tal que ¢(w) = ¢(0). Considere as fungoes ¢(t) e
P(t) = ¢(t + w). Entdo ¢ e ¢ sdo ambas solugoes de (3.14) e (0) = ¢(w) = ¢(0). Assim, as
solugbes ¢ e 1 tém os mesmos valores iniciais e, pelo teorema da unicidade, ¢(t) = ¥(t) =
d(t+w), em —oo < t < 00, 0 que comprova a periodicidade. |

Teorema 3.10. O sistema (3.14) tem uma solugdo periddica de periodo v para qualquer vetor
forcante periddico g de periodo v se, e somente se, o sistema homogéneo y' = A(t)y ndo tem
solucdo periodica de periodo w exceto a solugdo trivial y = 0.
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Demonstragio. Seja ®(t) a matriz fundamental do sistema homogéneo (3.1) que é a ma-
triz identidade em ¢t = 0. Na verdade, ® é dada por (3.4). Pela Férmula da Variagao de
Constantes, toda solugao 1(t) de (3.14) tem a forma

0(0) = B0 (0) + a() [ 27 (s)g(s) ds

Pelo Teorema 3.9, a solucdo v serd periddica se, e somente se, 1¥(0) = ¢¥(w). Mas

v(w) = 2(w)0(0) + 0w) [ o L(s)g(s) ds

e a condigao de periodicidade 9 (w) = 1(0) torna-se

1= ()] 9(0) = 2(w) [~ @7 (9)9(s) ds.

Este é um sistema linear ndo homogéneo de equagodes algébricas para os componentes do
vetor 1(0), que deve ser soluciondvel para cada vetor forcante periédico g. Isso é possivel
se, e somente se, det(/ — ®(w)) # 0. Assim, (3.3) e a defini¢gdo de multiplicadores dizem
que a solugao de (3.14) é periddica se, e somente se, 1 ndo for um multiplicador do sistema
homogéneo y' = A(t)y. Combinado com o Corolario 3.7 do Teorema 3.2, usando K = 1,
temos o resultado. [

4 Consideracoes Finais

Neste trabalho, abordamos a teoria das equagdes diferenciais ordinédrias, com foco em
sistemas periddicos e suas caracteristicas fundamentais. Através da andlise do Teorema de
Floquet, demonstramos como a transformacao de varidveis pode converter sistemas complexos
em modelos com coeficientes constantes, facilitando a identificacdo de solucbes periddicas.

Agradecimentos: Ao apoio financeiro da Fundacao de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao
Paulo (FAPESP) pelo financiamento deste trabalho.

Abstract: This work addresses the qualitative theory of ordinary differential equati-
ons, focusing on periodic systems and their solutions. It begins with an introduc-
tion to non-homogeneous linear systems and presents Floquet’s Theorem, which
is essential for transforming periodic systems into systems with constant coeffici-
ents. The fundamental matriz ®(t) is defined, and the properties of eigenvalues
and characteristic exponents are explored.

From Floquet’s Theorem, it is demonstrated that the variable change y =
P(t)u transforms a periodic system into a linear system with constant coefficients,
facilitating the analysis of its solutions. The relationship between the multipliers
and the eigenvalues of matriz R is established, and the condition for the existence
of periodic solutions is discussed.

One of the main results is that a solution of the non-homogeneous system y’ =
A(t)y+g(t) is periodic if and only if the conditions on the associated homogeneous
system are met. The work includes the analysis of a scalar equation as an example,
demonstrating the practical application of the discussed theories.

Keywords: linear systems; periodic coefficients; Floquet’s Theorem
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1 Introducao

A criptografia é a arte de proteger informacées por meio da transformacao de dados de
forma que nao possam ser facilmente compreendidos por terceiros. Atualmente, a criptografia
¢é a base de muitas das tecnologias de seguranca que usamos diariamente, como transagoes
bancéarias online, comunicacdo por e-mail e armazenamento de dados, entre outros. Com o
crescimento exponencial das comunicagoes eletronicas, a criptografia tem-se tornado essencial
para garantir a privacidade e a integridade das informagoes.

A criptografia pode ser dividida em duas categorias: simétrica e assimétrica [1, 2]. A
criptografia simétrica utiliza a mesma chave tanto para criptografar quanto para descrip-
tografar os dados. Embora seja rapida e eficiente, especialmente para grandes volumes de
informagdes, enfrenta o desafio de como distribuir essa chave de maneira segura antes da co-
municacdo. Ja a criptografia assimétrica, que surgiu como uma solucio para esse problema,
usa um par de chaves: uma chave publica para criptografar os dados e uma chave privada
para descriptografa-los. Esse método melhora a seguranca, pois elimina a necessidade de
compartilhar a chave privada entre as partes envolvidas na comunicacao, porém os algorit-
mos assimétricos usam chaves muito maiores e sdo computacionalmente mais lentos que os
algoritmos simétricos. Neste trabalho, estudamos o (Advanced Encryption Standard), um
algoritmo de bloco simétrico, ou seja, um algoritmo que usa a mesma chave para criptografar
a descriptografar e cifra a mensagem em blocos de tamanho constante.

O algoritmo AES surgiu como como uma resposta a caréncia de um padréao de criptografia
mais seguro e eficiente. Nos anos 1990, o algoritmo de criptografia padrao na época, o DES
(Data Encryption Standard) [1, Capitulo 3], comegou a ser considerado vulneravel devido ao
aumento da capacidade computacional e ao surgimento de novas técnicas de criptoandlise. O
DES nao era mais adequado para garantir a seguranca necessaria em um cenério de crescente
uso da internet [1, Secao 3.5].

Por conta dessas preocupagoes, o NIST (National Institute of Standards and Tecnology)
dos Estados Unidos iniciou, em 1997, um processo ptublico para desenvolver um novo padrao
de criptografia que substituisse o DES. Esse processo envolveu a submissao de varios algo-
ritmos. Ao final do processo, em 2000, o algoritmo Rijndael, desenvolvido pelos criptégrafos
belgas Joan Daemen e Vincent Rijmen, foi escolhido como o novo padrao e recebeu o nome de
AES [1, Capitulo 4]. Neste trabalho fazemos uma anélise aprofundada da estrutura interna
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do algoritmo AES e estudamos o uso de corpos finitos de caracteristica dois na camada de
substituicao do algoritmo.

2 Preliminares

Para compreender melhor todos os processos envolvidos no AES, nesta secdo, relem-
bramos alguns resultados importantes sobre corpos finitos, polinémios e operagoes. Para o
desenvolvimento desta parte, utilizamos as referéncias [3, 4].

Definicdo 2.1. Um anel (R, +, ) é um conjunto R munido de duas operagoes binarias, adi¢ao
e multiplicacdo, tal que

(a) (R,4+) é um grupo abeliano;

(b) a-(b-c)=(a-b)-c para quaisquer a,b,c € R;

(c)a-(b+c)=a-b+a-b,(b+c)-a=b-a+ c-a para quaisquer a,b,c € R.
Definicao 2.2. Seja R um anel.

1. Denotamos o elemento neutro da operacdo “+” como Og, por conveniéncia, neste tra-
balho, vamos usar apenas 0.

43 9

2. R é um anel com identidade se o anel possuir elemento neutro para a operagao “ - 7,
chamado identidade e denotado por 1g;

3. R é comutativo se a operacao “ - ” for comutativa;

4. R é um dominio de integridade se for comutativo, com identidade e se a-b = 0 implicar
que a = 0 ou b = 0, para quaisquer a,b € R;

5. R é um anel com divisdo se os elementos nao nulos de R formarem um grupo sob a

operacgao ¢ - 7;

6. R é um corpo se for um anel com divisdo comutativo.

Definicao 2.3. A ordem de um corpo F é a quantidade de elementos diferentes que o conjunto
IF possui. No caso de um corpo finito, sua ordem é sempre uma poténcia de um nimero primo.

Definicao 2.4. Seja R é um anel e seja n o menor inteiro positivo tal que nr = 0, para todo
r€ R,ondenr =r+r+---+r, n vezes. Entdo dizemos que R tem caracteristica finita e n
¢é a caracteristica de R. Caso contrario, dizemos que R tem caracteristica zero.

Teorema 2.5 ([4, Theorem 1.44]). Um anel R # {0} com caracteristica positiva, identidade
e sem divisores de zero deve ter caracteristica prima.

Prova: Se n néo fosse primo, poderiamos escrever n = km com k,m € Z e 1 < k,m < n.
Entao,
0=nlg = (km)lg = (klg) - (mlg),

o que implica que ou klgp = 0 ou mlg = 0, j& que R nao tem divisores de zero. Isso implica
que ou kr = (klg) -r = 0 para todo r € R, ou mr = (mlg) -r = 0 para todo r € R, em
contradi¢do com a minimalidade da caracteristica n. ]

Corolario 2.6 ([4, Corolario 1.45]). Todo corpo finito tem caracteristica prima.
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Definicdo 2.7. Um corpo (de Galois) primo é um corpo finito que possui ordem p, onde p é um
nimero primo. Este corpo é denotado por F,, ou GF(p), os elementos sao {0,1,2,...,p—1},
e as operagoes de soma e produto sao realizadas médulo p. Além disso, a caracteristica do
corpo é p.

Exemplo 2.8. Considere o corpo finito Fo = {0,1}, conhecido como o corpo bindrio. A
aritmética neste corpo é realizada médulo 2, resultando nas seguintes tabelas de operagoes:

Adicao: Multiplicacao:
+10 1 - 10 1
010 1 0[0 O
111 0 110 1

Definicdo 2.9. Um corpo F é uma extensao finita de K se K C F e IF é um espaco vetorial de
dimensao finita sobre K. Nesse caso, referimo-nos & dimensao m de [ sobre K como o grau
da extensdo, e escrevemos [F : K] = m.

Defini¢do 2.10. Um polindmio f sobre F,, ¢ uma expressio da forma f(z) = 37, a;x%, onde
n é um nimero inteiro nao negativo e a; € F, para ¢ = 0,1,...,n. Um polindmio é dito
monico se o coeficiente da maior poténcia de z for 1. O anel formado pelos polinémios sobre
F,, com a soma e o produto de polindmios usual, ¢ chamado de anel de polinémios sobre I,
e é denotado por Fp[z].

Defini¢do 2.11. Um polinémio f € F,[z] é um polindmio irredutivel sobre ), se f tiver grau
positivo e f = gh, com g, h € Fp[z], implicar que ou g ou h é um polinémio constante.

Agora, estamos prontos para definir os elementos e as operagoes em uma extensao de Fy,.
Na extensao F,m, m inteiro positivo, os elementos nao sao representados como inteiros, mas
como polindmios de grau menor que m, com coeficientes em IF):

Fpm = {ap + a1z + asx® + -+ apm_1z™ ! |a; € Fp}.

As operagbes soma e produto sdo realizadas médulo um polinémio irredutivel de grau m
em [, para garantir que as operacoes sejam fechadas. Sejam A(x) = Z?;Bl a;x't € Fpm e

B(x) = Y7 bz’ € Fym. A soma dos dois elementos é entio computada de acordo com:

m—1

C(z) = A(x) + B(z) = Z et
i=0

onde ¢; = (a; + b;) mod p. Por outro lado, a diferenga é computada de acordo com:

onde ¢; = a; — b; mod p. Note que quando p = 2, tem-se que A(z) — B(z) = A(z) + B(z).
Dado P(z) € Fpy[z] um polinémio irredutivel de grau m, definimos o produto dos dois
elementos A(z), B(z) € Fpm como:

C(z) = A(z) - B(z) mod P(x).

Exemplo 2.12. O corpo Fy pode ser construido sobre Fs usando o polindmio irredutivel
Q(x) = 22 +x + 1. Este corpo contém 4 elementos, Fy = {0,1, 2,2 + 1}, e as tabelas das
duas operagoes sao dadas a continuacao:
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Adicao: Multiplicacao:
+ 0 1 T z+1 X 0 1 T x+1
0 0 1 T z+1 0 0 0 0 0
1 1 0 rz+1 T 1 0 1 T rz+1
T T z+1 0 1 x 0 T z+1 1
r+1|x+1 T 1 0 r+1|0 z+1 1 T

Corpos finitos de caracteristica 2 sdo amplamente usados na criptografia por sua efici-
éncia em hardware. As operagdes como a soma e a multiplicacdo, sdo rapidas e faceis de
implementar em circuitos digitais. Isso é util em algoritmos como o AES [5] e em criptografia
baseada em curvas elipticas (ECC) [1, Capitulo 9], onde a eficiéncia é crucial. Em particular,
o AES trabalha com o corpo Fys, onde cada elemento A € Fys é representado como

Az) = ap + a1z + oot azz’, a; € Fo,

e as operagoes sdo realizadas médulo o polinémio irredutivel P(x) = 284zt +23+x4+1 € Fy [x]
(mais detalhes na Segdo 4).

3 Estrutura interna do AES

O Advanced Encryption Standard é um algoritmo de criptografia simétrica que opera
em blocos de 128 bits e pode usar chaves de 128, 192 ou 256 bits. Os algoritmos de bloco
precisam oferecer as propriedades de difusdo e confusdo para garantir sua seguranca. A
difusdo assegura que pequenas alteragoes no texto original (texto claro) resultem em grandes
mudancas no texto cifrado, espalhando o impacto por todo o bloco cifrado. J& a confusao
cria uma relagdo complexa entre a chave e o texto cifrado, tornando dificil deduzir a chave
com base em padroes estatisticos

O processo de criptografia do AES envolve multiplas rodadas de iteragoes, variando de 10
a 14 rodadas, dependendo do tamanho da chave. Cada rodada inclui operagoes como SubBy-
tes (substituigdo de bytes), ShiftRows (permutacao dos elementos das linhas), MixColumns
(multiplicagdo de matrizes) e AddRoundKey (adicao da chave da rodada). Na Figura 2.1 é
possivel observar a estrutura iterativa do algoritmo. No AES o processo de confusdo ocorre
na etapa de SubBytes, enquanto a confusdo ocorre nas estapas de ShiftRows e MixColumns.

O AES é um cifrador orientado a bytes. A entrada de 16 bytes Ag, ..., A5 é processada
byte a byte pela S-Box. A saida de 16 bytes By, ..., B1s é permutada byte a byte na camada
ShiftRows e misturada pela transformacao MixColumns. Finalmente, a subchave de 128 bits
k; é adicionada com o resultado intermediario. Na Figura 2.2 é possivel observar a estrutura
interna de cada rodada do algoritmo.

Para entender como os dados se movem através do AES, primeiramente notemos que o
estado A é composto por 16 bytes em formato hexadecimal, Ag, A1,..., A5, € estes bytes
estdo dispostos em uma matriz de tamanho 4 x 4:

O AES opera sobre elementos, colunas ou linhas da matriz de estado atual. Da mesma
forma, os bytes da chave sdo dispostos em uma matriz com quatro linhas e quatro (para chave
de 128 bits), seis (para chave de 192 bits) ou oito (para chave de 256 bits) colunas.
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Texto claro Transformacao inicial Ch'ave
198 bit > < de cifrado
18 AddRoundKey 128 bits

VV
SubBytes
N ShiftRows ) Expansio
rodidas MixColumns de chave
AddRoundKey

Y

Rodada final

A

SubBytes
Texto cifrado
ShiftR. >
Hows 128 bits
AddRoundKey

Figura 2.1: Estrutura do AES

3.1 SubBytes

A camada de substitui¢do pode ser vista como uma fila de 16 S-Boxes paralelas, como
podemos observar na Figura 2.2, cada uma com 8 bits (1 byte) de entrada e saida.

Todas as 16 S-Boxes sdo idénticas. Nesta camada, cada byte de estado A; é substituido
por outro byte B;, ou seja, S(A4;) = B;, parai=0,1,...,15.

A S-Box é o tnico elemento nao linear do AES. A caixa pode ser invertida de forma
Unica, o que ¢é necessario para a descriptografia. Nas implementagoes de software, a S-Box
geralmente é realizada como uma tabela de consulta (vide Tabela 2.1). Note que os bytes de
entrada e saida da S-Box estdo em formato hexadecimal.

3.2 ShiftRows

A transformacao ShiftRows desloca ciclicamente as linhas da matriz de estados. A se-
gunda linha da matriz de estado é deslocada trés bytes para a direita, a terceira linha dois
bytes para a direita e a quarta linha um byte para a direita. A primeira linha nao é alte-
rada pela transformagado ShiftRows. O objetivo da transformacao ShiftRows é aumentar as
propriedades de difusdo no AES. Se a entrada da subcamada ShiftRows for dada como uma
matriz de estado B, obtemos:

By By Bg DBio By Bs Bs B

By Bs By Bis| shittRows | Bs By Biz B
B = —_

By Bg Big B Biy Bis By Bs

B3 By Bi1 Bis Bis Bz By Bn

A matriz & esquerda é o estado de entrada, enquanto a matriz a direita é o estado de saida
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Ao | Av | A | As | Ay | As | As | Ar

A9 AIO All A12 A13 A14 A15

55555008

M M

M M

Co | Ci | Co | C3 | Cy| C5 | Cs | Cr

Cs

C9 ClO Cll C12 C13 Cl4 ClS

Figura 2.2: Estrutura interna de cada rodada do AES

ap0s a transformacao ShiftRows, onde as linhas sdo deslocadas conforme descrito acima.

3.3 MixColumns

A operagao MixColumns é o principal elemento de difusdo no AES, pois cada byte de
entrada influencia quatro bytes de saida. A combinagdo das camadas ShiftRows e MixCo-
lumns torna possivel que, apds apenas trés rodadas, cada byte da matriz de estado dependa
de todos os 16 bytes do texto claro (texto original sem cifrar).

Denotamos o estado de entrada de 16 bytes por B e o estado de saida de 16 bytes por C,
MixColumns(B) = C, onde B é o estado apés a operagdao ShiftRows. Agora, cada coluna de
4 bytes de B é considerada como um vetor e multiplicada por uma matriz M fixa de tamanho

4 x 4 dada por:
02
01
01
03

03 01
02 03
01 02
01 01

01
01
03
02

As entradas da matriz M sdo denotadas usando uma notacdo hexadecimal e a aritmética
envolvendo os coeficientes de B e M é realizada no corpo finito Fys, com polinémio irredutivel
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00 | 01 | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09 | OA | OB | OC | OD | OE | OF
00 | 63 | 7C | 77 | 7B | F2 | 6B |6F | C5 | 30 | 01 | 67 | 2B | FE | D7 | AB| 76
10 | CA | 82 | C9 | 7D | FA | 59 | 47 | FO | AD | D4 | A2 | AF | 9C | A4 | 72 | CO
20 | BT |[FD| 93 | 26 | 36 | 3F | F7 |CC | 34 | A5 | E5 | F1 | 71 | D8 | 31 | 15
30 | 04 | C7 | 23 | C3 | 18 |9 |05 |9A | 07 | 12 | 80 | E2 | EB | 27 | B2 | 75
40 | 09 | 83 | 2C | 1A | 1B | 6E |5A | A0O | 52 | 3B | D6 | B3 | 29 | E3 | 2F | 84
50 | 53 | D1 | 00 | ED | 20 | FC| Bl |5B | 6A | CB |BE | 39 | 4A | 4C | 58 | CF
60 | DO | EF | AA | FB | 43 |4D |33 | 8 | 45 | F9 | 02 | 7F | 50 | 3C | 9F | A8
70 | 51 | A3 | 40 | 8F | 92 |9D | 38 | F5 | BC | B6 | DA | 21 | 10 | FF | F3 | D2
80 | CD|0C | 13 | EC|5F | 97 | 44 | 17 | C4 | AT | 7TE | 3D | 64 | 5D | 19 | 73
90 | 60 | 81 | 4F | DC | 22 | 2A | 90 | 88 | 46 | EE | B8 | 14 | DE | 5E | 0B | DB
AO | EO | 32 | 3A | 0A | 49 | 06 | 24 |5C | C2 | D3 |AC| 62 | 91 | 95 | E4 | 79
BO | E7 | C8| 37 | 6D |8D | D5 |4E | A9 | 6C | 56 | F4 | EA | 65 | 7TA | AE | 08
CO | BA| 78 | 25 | 2E | 1C | A6 | B4 | C6 | E8 |[DD| 74 | 1F | 4B | BD | 8B | 8A
DO| 70 | 3E | B5 | 66 | 48 | 03 | F6 | OE | 61 | 35 | 57 | B9 | 8 | C1 | 1D | 9E
EO | E1 | F8 | 98 | 11 | 69 | D9 |8E | 94 | 9B | 1E | 87 | E9 | CE | 55 | 28 | DF
FO | 8C | A1 | 8 |0OD |BF | E6| 42 | 68 | 41 | 99 | 2D | OF | BO | 54 | BB | 16

Tabela 2.1: S-Box do AES

P(z) = 284 2* + 23 +2+1. Na Tabela 2.2 podemos ver os polinémios de Fos correspondentes
a cada entrada de M.

Constante Hexadecimal | Representacao binaria | Elemento em Fos
01 00000001 1
02 00000010 T
03 00000011 z+1

Tabela 2.2: Constantes e polinémios correspondentes no corpo Fos

Exemplo 3.1. Vejamos, por exemplo, como os primeiros quatro bytes de saida (primeira
coluna de C) sdo calculados:

Co 02 03 01 01\ /By
c | o1 02 03 01| Bs
Cy| ~ o1 01 02 03] | B
Oy 03 01 01 02/ \Bis

Aqui, cada saida C;, 7 = 0,1, 2, 3, é obtida multiplicando os valores de entrada By, Bs, B1g, B1s
pelos coeficientes constantes da matriz, utilizando operagoes no corpo Fos:

Cy = 028y + 03B5 + 01B10 + 01 By5
Oy = 01By + 0285 + 03B1o + 01 By
Cy = 01By + 01B5 + 02B1o + 03Bi5
C3 = 03By + 01B5 + 01B1o + 02Bi5

3.4 AddRoundKey

Os dados de entrada para a camada de Adigdo de Chave sdo a matriz de estado atual C'
de 16 bytes e uma subchave que também consiste em 16 bytes (128 bits). As duas entradas
sdo combinadas por meio de uma operagao XOR bit a bit.

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024



ApLICAGAO DE CORPOS FINITOS NA CRIPTOGRAFIA: UM EsTUDO DO ALGORITMO AES 25
4 Aplicagdo de corpos finitos no AES

Podemos observar as aplicagées dos corpos finitos em duas etapas muito importantes,
SubBytes e MixColumns. As operacdes envolvendo corpos finitos na etapa de MixColumns
foi explicada anteriormente, agora vamos ver a aplicacdo na S-Box que se encontra na etapa
de SubBytes, que é o principal objetivo deste trabalho.

A S-Box do AES pode ser vista como uma transformagao mateméatica em duas etapas:

A, | Inverso em B; | Mapeamento » B
i g Fos g Afim -

A primeira parte da substituicdo é uma inversdo no corpo Fes. Para cada elemento
de entrada A; calcula-se o inverso multiplicativo B, = A;!, onde tanto A; quanto B! sio
considerados elementos do corpo Fys, usando o polindémio P(z) = 28 + 2* 4+ 23 + 2 4+ 1 como
polinémio irredutivel fixo.

Na segunda parte da substitui¢ao, cada byte B; é multiplicado por uma matriz de bits
constante, seguida da adicdo de um vetor constante de 8 bits. A operacdo é descrita por:

bo 10001 11 1)\/H 1
by 110001 11]|]8 1
by 111000 11/[][|®# 0
b | 111100014 0
b [Tl 11111000 || | T o |med? (4.1)
bs 01 111100]||u 1
be 00111110]]8 1
by 000111 11)\¢ 0

Na maioria das implementacdes do AES, as saidas da S-Box sdo computadas usando a
Tabela 2.1.

Exemplo 4.1. Consideremos o byte dado por A = 010100115 = 8319 = 5316. O polinémio
correspondente é dado por p(z) = 2% + o +1.

Queremos calcular o inverso multiplicativo de p(x). Para isso, usamos o algoritmo esten-
dido de Euclides e obtemos:

p(x)-qz) = (@0 + 2t + 2z + 1)(z" + 25 + 23 + 2)
B 12 01 10 0y B 6y 5y 3y 2y
=@+t + 22+ D@+t 2 4 2) 1
=1mod (2% +2* + 2% + 2+ 1)

Portanto, ¢(z) = 2" +2%+2%+z ¢ o inverso multiplicativo de p(z) e temos que B’ = 11001010.
Agora, realizamos o mapeamento afim descrito em (4.1):

bo
b1
ba
b3
by
bs
be
bz

O OO R K P =
OO R = = = R~k O
O R = === 00
_ o= == O OO
[ i e S e i s R s R
= =0 OO =
=0 O O = = =
_ O OO FH ==
O O OO KM=
O R = OOO =
— == O RO
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Para finalizar, temos que B = 11101101y = 23719 = ED4. Conferindo na Tabela 2.1,
podemos confirmar que a imagem do byte A = 53 através da S-Box é exatamente o byte
B=ED.

5 Consideragdes finais

Neste trabalho, foi possivel analisar de maneira mais aprofundada a estrutura interna
do algoritmo de criptografia simétrica AES e a aplicacdo de corpos finitos, com énfase na
camada de substituicdo. Observamos que o AES se apoia fortemente em operacgoes aritméticas
baseadas em corpos finitos, particularmente no corpo Fos.

Podemos notar que a criptografia AES é composta por diversas camadas que garantem
tanto a confusao quanto a difusdo dos dados ao longo das varias rodadas do processo de
cifrado. Em especial, a camada SubBytes, que utiliza a S-Box, introduz uma nao-linearidade
essencial ao algoritmo, dificultando os ataques por criptoandlise. Além disso, a eficiéncia do
AES em lidar com grandes volumes de dados, devido ao uso de operagées modulares simples,
como a soma e multiplicacgdo em corpos de caracteristica dois, demonstra a importancia dos
corpos finitos.

Assim, concluimos que o uso de corpos finitos no AES é um exemplo claro de como con-
ceitos matematicos abstratos podem ser aplicados de maneira pratica e eficaz em tecnologias
modernas de seguranca da informacao. A substituicdo baseada em corpos finitos no AES for-
nece uma estrutura robusta que contribui significativamente para a seguranca e o desempenho
deste algoritmo.
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1 Introducado

As equacoes diferenciais ordindrias e parciais sao ferramentas amplamente utilizadas para
modelar fenémenos reais. Contudo, existe uma grande quantidade de sistemas em que a
taxa de variacao do estado em cada instante depende, ndo somente do estado do processo
nesse instante, mas também do histérico de estados do fenémeno. Assim sendo, para tais
casos, torna-se apropriada a utilizagdo das equagoes diferenciais com retardamento (EDRs),
ferramentas capazes de descrever processos que envolvem atrasos de tempo de forma mais
realistica.

Todavia, a dinamica das equagoes diferenciais com retardamento é bastante complexa,
tornando a obtencdo de solugdes exatas uma tarefa desafiadora na maioria dos casos. Por-
tanto, é fundamental identificar propriedades qualitativas que permitam uma compreensio
mais profunda desses sistemas. Neste trabalho, apresentamos uma analise da estabilidade de
equagoes diferenciais com retardamento (EDRs) por meio da aplicagdo de dois teoremas de
ponto fixo, o Teorema do Ponto Fixo de Banach e o Teorema do Ponto Fixo de Schauder,
que nos permitem estabelecer condicdes precisas para garantir a estabilidade das solucoes.

2 Preliminares sobre as Equacdes Diferenciais com Retardamento

Nesta secao, temos como objetivo apresentar a definicdo de uma equacao diferencial fun-
cional (EDF) com retardamento e o teorema de existéncia e unicidade de solugdo para tal
tipo de equacdo.

Sejam r > 0 um numero real, R = (—o00, 00), R™ o0 espago vetorial real n-dimensional com
norma | - | e C([a,b],R™) o espago de Banach das aplicagdes continuas ¢ de [a,b] em R™ com
a norma da convergéncia uniforme, dada por

ol = sup [6(0).

a<6<
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Seto e R, A>0ex e C(ty — r,to + A],R™), entdo, para qualquer t € [tg,to + A), a
notacado z; representa a fungao de [—r,0] em R™ definida por

z(0) =z(t+6), —r<0<0.
No que segue, denotaremos o espago C([—r,0],R™) por C.
Definicdo 2.1. Seja f: R x C' — R™ uma aplicagdo. A equagao

i(t) = f(t, z¢) (2.1)
é chamada uma equacao diferencial funcional de primeira ordem com retardamento.

Observamos que a equagao (2.1) inclui equagoes diferenciais ordindrias, pois para r = 0
temos 0 = 0 e, portanto, x+(0) = z+(0) = x(t), obtendo &(t) = f (¢, z(t)).

Definicdo 2.2. Dizemos que a equagao (2.1) é autéonoma se f(t,¢) = g(¢), onde g nao
depende de t; linearse f(t,¢) = L(t)p+h(t), onde L(t) é uma func¢ao linear; linear homogénea
se h = 0 e linear nao-homogénea se h % 0.

Definicdo 2.3. Dizemos que uma aplicacdo x é solucao da equagao (2.1) em [tg — 7, t9 + A)
se existem tg € R e A > 0 tais que x € C([to — 7, to + A],R"), (t,2:) € R x C e z(t) satisfaz
a equagdo (2.1) para t € [to, to + Al.

Definicdo 2.4. Sejam typ € R e ¢ € C, dizemos que z é solugao da equacdo (2.1) com funcio
inicial ¢ em ty se existe A > 0 tal que z(t) é solugao da equagdo (2.1) em [to — r,to + A] e
xto = ¢

Lema 2.5. Sety € R, ¢ € C e f(t,¢) é continua, entdo encontrar uma solu¢io da equa-
¢ao (2.1) com fungdo inicial ¢ em ty é equivalente a resolver ao problema de valor inicial
para a sequinte equacdo integral:

Tty = ¢ (2.2)
t
z(t) = ¢(0) + [ f(s,z5)ds, t=to. (2.3)
to
Lema 2.6. Se x € C([tog — r,to + A],R") entdo z; é uma fungio continua de t para t €
[to,to + A]

Teorema 2.7. (Teorema de Existéncia e Unicidade para EDFRs). Seja f(t,¢) continua e
localmente lipschitziana com relagio a ¢ em R x C. FEntdo, para qualquer to > 0 e ¢ € C,
existem A > 0 e uma fungdo x(t) definida em [to —r,to + A) que € solugdo da equagio (2.1)
com fungdo inicial @ em to. Além do mais, esta solugdo € unica.

3 Nogoes de Estabilidade

Seja f : C([-r,0],R™) x R — R™ uma aplica¢do continua. Consideremos a EDFR com
retardamento

2 (t) = fla,t). (3.1)

Esta segao serd dedicada a conceitos sobre estabilidade da solugao trivial 7 = 0 de (3.1).
No que segue, suporemos que f(0,¢) = 0 para todo t € R, para que a fun¢ao T = 0 seja, de
fato, uma solugao de (3.1).
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Definicdo 3.1. A solucdo trivial T =0 de (2.1) serd dita

(i) Estdvel, se para quaisquer o € R e € > 0, existir 6 = d(¢,0) > 0 tal que se x(o, ¢, f) for
uma solucao de (2.1) tal que z,(0, ¢, f) = ¢ e

ol <o,

entao
|ze(o, ¢, )l <&, t=o.

(ii) Uniformemente estdvel, se o ntimero 0 no item (i) for independente de o.

(iii) Assintoticamente estdvel, se existir dop = dp(0) > 0 e para todo € > 0, existir T =
T(g) = 0 tal que se x(o, ¢, f) for uma solucao de (2.1) tal que z, (0,9, f) = ¢ e

161l < do,

entao
|zi(o, 0, f)l| <e, t=Zo+T.

(iv) Uniformemente assintoticamente estdvel, se o nimero 0 no item (iii) for independente
de o.

Observacéo 3.2. Se y for uma solugdo qualquer da equagdo (2.1), entao y serd dita estdvel,
se a solucao nula da equacao

2(t) = flze +yi,t) — [y, t). (3.2)

for estével. Os outros conceitos de estabilidade para y(t) sdo definidos de forma analoga.

Nas duas seg¢bes seguintes apresentaremos resultados que garantem a estabilidade de EDRs
sob certas condigoes, aplicando a teoria de ponto fixo. Em geral, seguimos um conjunto de
passos que representa o caminho pelo qual a estabilidade da solugao nula de uma equacao
diferencial funcional é estabelecida por meio da teoria de ponto fixo. Esse conjunto de passos
¢é dado por:

1. Uma andlise da equagao diferencial revela que, para algum ¢y dado, existe um intervalo
inicial Fy, e uma funcao inicial ¥ : Ey, — R". Em seguida, podemos determinar um
conjunto de fungoes M da seguinte forma:

M ={¢: By Ulto,00) — R : ¢(t) = 0(t), t € By},

que abrigaria solucoes aceitaveis da equacao. Em geral, isso significa que nds poderiamos
exigir que se ¢ € M, entao ¢ ¢ limitada e ¢(t) — 0 quando t — co.

2. Para resolver & = f(t,x;), obtemos uma equagao integral do tipo

z(t) = a(t) + tG(t, s,x(+),1) ds,

to
onde a : [tg,00) — R™ e G(t, s,(+),v) dependem de t, s, ¢, e 1.
Definimos a aplicagdo P : M — M como:

(Pp)(t) = ¢(t) em Ey,,

(Pp)(t) = alt) + /t: G(t,s,o(+),v)ds para t > t.

Um ponto fixo de P resolve o problema de valor inicial & = f(t,x;) e (t) = ¢ (t) em Ey,.
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3. Finalmente, escolhemos um teorema de ponto fixo adequado, que mostrard que a apli-
cacdo P possui um ponto fixo em M. Este ponto fixo serd a solucdo aceitdavel para a
equagao analisada.

4 Estabilidade via Teorema do Ponto Fixo de Banach

Nesta secao apresentaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e o aplicaremos para
obter resultados sobre estabilidade de EDFRs. Consideremos a seguinte equagao diferencial
com retardamento

&(t) = —ax(t) + bx(t —r), t >0, (4.1)

onde a, b sdo constantes positivas e r > 0.

Teorema 4.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja (S, p) um espago métrico completo
e considere P: S — S uma aplicagio. Se P: S — S é uma contragdo, isto €, se existe uma
constante 0 < o < 1 tal que, para cada par ¢1,¢2 € S, p(Po1, Po2) < ap(p1,p2) entdo P
admitird um unico ponto fixo ¢ € S, ou seja, existird um unico ¢ € S tal que Pp = ¢.

Demonstragao. Para ¢g € S tomado arbitrariamente vamos definir a sequéncia (¢, )pen C S
pela iteracao:
¢, ¢1 = Po, ¢po = Po1 = P?¢o, ..., ¢n = P"¢y.

Note que,

p(¢m+1a ¢m) = p(Pgbm, Pd’m—l)
ap(dm, Pm—1)
ap(Pom—1, Pom-—2)
o?p(Gm—1, Pm—2)

= & p(PPm—2, Pdm—3)

N

IN

™ p(o1, ¢o).

Pela Desigualdade Triangular e pela formula da soma dos termos de uma progressao geomé-
trica, obtemos, para n > m,

P(<15m7 (bn) < p(¢ma ¢m+1) + p(¢m+17 ¢m+2) +-+ p(¢n—17 (bn)
< (@™ + o™ 4 a0, 61)

N

1—am™ ™
_ m
Como 0 < a < 1, temos que 1 — a™ ™ < 1. Logo,
am
p(¢ma¢n) < 1_ ap(¢0>¢l)‘

Assim, para m suficientemente grande podemos tornar o lado direito dessa desigualdade
tao pequeno quanto se queira. Portanto, (¢p)nen ¢ uma sequéncia de Cauchy e, como S é
completo, concluimos que ¢, — ¢ quando n — oo, para algum ¢ € S.

Agora, pela Desigualdade Triangular e pelo fato de P ser uma contragao (e, portanto,
uma aplicagdo continua), segue que
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ou seja,
p<¢7 P(b) < p(¢7 ¢m) + Oép((ﬁm_l, ¢)

Como ¢y, — ¢ quando m — oo, o lado direito dessa ultima desigualdade fica tdo pequeno
quanto se queira e isso nos mostra que P¢ = ¢, isto é, ¢ ¢ um ponto fixo de P.

Por fim, vamos supor que existam ¢; e ¢2 em (.5, p) tais que Pp; = ¢1 e Py = ¢o. Entao,
temos que p(¢1, p2) = p(P1, Pp2) < ap(¢1, ¢2), de onde concluimos que p(¢p1, ¢2) = 0, pois
a < 1. Portanto, ¢1 = ¢9 e a prova estd completa. [

Para estudar a estabilidade da solugdo nula da equagdo (4.1) usando o Teorema 4.1,
precisaremos garantir que o espago métrico das fungdes continuas e limitadas f: [-r, 00) — R,
equipado com a métrica do supremo, é completo. Faremos isso a seguir.

Proposicdo 4.2. Seja (S, p) o espagco métrico das fungoes continuas e limitadas f : [—r,00) —
R com a métrica do supremo,

p(f,9) = tG[S_up )!f(t) —g@t)], com f,g €S, (4.2)

ed(x,y) = |x —y| é uma métrica em R. Entao, (S, p) é completo.

Demonstragio. Seja (fn),eny C (S, p) uma sequéncia de Cauchy. Entao, para todo € > 0,
existe NV € N tal que se m,n > N tem-se

sup | fn(t) = fm(t)] <
te[—r,00)

| ™

Em particular, para cada tg € R, (fy(t0)),cy ¢ uma sequéncia de Cauchy em R e como
R é completo, (fn(t0)),cy tem um limite em R, o qual denotaremos por f(f). Para todo
m € N, temos

|F(t0) = Fm(to)] = . [£a(to) = fn(to)| < 5 <,

2
e, portanto, a convergéncia da sequéncia (f,),cyn Para a funcdo f ¢ uniforme, uma vez que
to € R é arbitrario. Consequentemente, f : [—7,00) — R é continua, pois todas as fungoes f,

da sequéncia o sdo. Observe, agora, que

sup |f(B)[ < sup [f(t) = [ ()] +  sup | fng(2)];
te[—r,00) te[—r,00) te[—r,00)

para algum ng € N suficientemente grande.

Como fr, € (5,p), segue que SuPye(_y o0 | fno(t)| < K1 para algum Ky > 0. Além disso,
como p(f, fn) — 0 se n — 00, temos que suPc_y,o0) [f(t) = fno(t)| < K2 para algum Ko > 0.
Logo,

sup [f()] < Ky + Ko,

te[—r,00)
de onde segue que f € (5, p), garantindo que o espago (.5, p) é completo. |
Cabe lembrar que todo espaco normado (M, || - ||) é um espago métrico, com a métrica

induzida pela norma: p(z,y) = ||z — y||, para z,y € M. Portanto, pela Proposigio 4.2,
podemos inferir que o espago normado das fungoes continuas e limitadas f: [—7,00) — o0,
com a norma do supremo, é um espago métrico completo, com a métrica dada em (4.2).

Teorema 4.3. Se a > 0 e |b| < a, entdo a solugio nula da equagao (4.1) é uniformemente
assintoticamente estdavel para v = 0.

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024



ESTABILIDADE DE EQUAGQOES DIFERENCIAS COM RETARDAMENTO VIA TEOREMAS DE PoNTO FIixo 32

Demonstragio. Sejam v: [—r,0] — R uma fungdo inicial continua e (M, || - ||) o espago de
Banach das aplicagdes continuas e limitadas ¢: [—r,00) — R, com a norma do supremo (in-
duzida pela métrica do supremo vista na Proposigao 4.2). Consideremos o seguinte conjunto:

S={peM: ¢(t)=1() parat € [-r,0], e $ = 0 quando t — oo} .

Com a norma do supremo, pela Proposicao 4.2, podemos inferir que S é completo. Rees-
crevendo (4.1) pela férmula da variacdo dos parametros, obtemos

z(t) =1 _“t+/ (=) pr(s — r)ds, t>0.

Seja P: S — M a aplicagao definida por

_ ] v(), se —7”<t<07
P(o)(t) = { $(0)e=t + [ emet=bg(s — r)ds, set > 0.

Note que P(S) C S. De fato, seja ¢ € S. Dado € > 0, como ¢ — 0 quando ¢ — oo, existe
t; > 0 tal que |¢(t — )| < ¢/2 para t > t;. E como como e~ — 0 quando t — oo, existe
ty > t1 tal que [¢(0)e™%| < €/2, se t > ty. Portanto, para t > t2, temos

t
P((1)] < [(0)e | + ] et nots - ds
<< +/ (t‘s)]bygds

F o [1 -]

visto que 1 —e ™ < 1 (para t > 0) e |b| < a. Entdo, P(¢) € S, pois P(¢) é limitada,
P(¢)(t) = (t) para —r <t < 0 e P(¢(t)) — 0 quando t — oo.
Agora, se ¢,n € S, entdo

t b
(P&~ (Pa)0) <116 —nl [ et~ < flo—nll 2,

para qualquer ¢t > 0. Portanto, P é uma contracao, dado que |b| < a. Pelo Teorema do Ponto
Fixo da Contragao (Teorema 4.1), P possui um tnico ponto fixo ¢ em S, tal que ¢(t) — 0
quando t — oco. Por fim,

0] I@ZJII

7| .
a

oIl < llll+ —llgll = lIo]] <

Assim, dado € > 0, tomando § = ¢ (1 — %), segue a estabilidade uniforme e a estabilidade
assintética de x = 0. ]

Exemplo 4.4. Pelo Teorema 4.3, temos que a solucao nula de &(t) = —3z(t) — 2z(t — 1),
t > 0, é uniformemente assintoticamente estavel, uma vez que [b| =2 <a=3ea =3 > 0.
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5 Estabilidade via Teorema do Ponto Fixo de Schauder

Sejam C = C([-r,0],R) e R = {z € R: x > 0}. Nesta se¢ao, vamos estudar a estabili-
dade da equagao
z(t) = —a(t,xe)x(t) + f(t, z¢) (5.1)

onde a, f: Rt x C — R sao fungdes continuas, utilizando o Teorema do Ponto Fixo de
Schauder, demonstrado na sequéncia.

Teorema 5.1 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Sejam (X, || ||) um espago de Banach
e S C X um conjunto compacto e convexo. Se f: S — S € uma funcio continua, entdo f
possui pelo menos um ponto fixo.

Demonstragio. Dado € > 0, temos que |J B(z,€) é uma cobertura por abertos de S. Como

zeSs
n
S é compacto, existem x1,x2,...,z, € S tais que S C |J B(x;,¢). Vamos definir g: S — §
por =1
n
Zl m;(x)x;
g(z) ==, :
Zl m;(x)
1=

onde m;: S — R é definida por

oy ) e=lle =], se ||z — x| <,
TWW”‘{O, se ||z — a]| > e.

n
Note que g estd bem definida, pois se > m;(z*) = 0 para algum z* € S, o fato de
i=1
m;(x) > 0 para todo = implica que m;(z*) = 0 para todo i. Pela defini¢ao de m;, temos que
n
||z* — x;|| = € e, portanto, * ¢ |J B(x;,e) DS, o que é absurdo, visto que z* € S.
i=1
Para mostrar que g é continua, basta mostrar que m; é continua para todo i. Dado a € S,
mostremos que m; é continua em a. De fato, dado € > 0, se ||a — z;|| > €, entdo m;(a) = 0.
Portanto, para todo 6 > 0, se ||z — a|| < 4, entao ||m;(z) — m;(a)|| = ||mi(z)|| < €, pois
mi(x) =¢— ||z — x| <e.
Suponha que ||la — x;]| < e. Tomando 0 < ¢, temos que se ||z — al| < 0 entdo

e = [lz —2ill = (e = [la —will)], se ||z — x| <e,
mi(x) —m;(a)| =
fmi() — mi(a)l {pmmm se ||z — 2| > e.
_ ) ==zl fla—mill], se[lz —wil| <e,
Imi(a)l, se ||z —zil| > e.
o) Mla—zi—(z—z)ll, sellr -zl <e,
=\ Imi(a)], se ||z — x| > e.
[ llz—all, sells—zill<e,
imi(a)],  se |z —zi|| > €.
< 0, se ||z — x| < e,
Imi(a)l, se |l —zi|| > e.
<15 se ||z — x| <e,
g, sellx —ux| > e.
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Portanto, |m;(z) — m;(a)| < € se ||z — a|]| < §. Como a foi tomado arbitrariamente em S,
obtemos a continuidade de m; em S e, por conseguinte, a de g. Note também que, para todo
x € 5, tem-se

> mi(z)(z; — ) > mi(z)
lg@) — ol = | E— <leEl—|=- (52)
21 m;(x) 21 m;(x)
Seja S,, a envoltéria complexa de {zj,...,x,}. Vamos definir, para cada n € N, a

aplicagdo go f: S, — S,. Mostremos que g o f tem um ponto fixo.

E sabido que S,, é homeomorfo a um subconjunto compacto e convexo de R™, que deno-
taremos por K. Seja h: K — S, tal homeomorfismo entre K e S,,.

Defina F : K — K por F = h~ Yo (go f)oh. Temos que F é continua e pelo Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer!", F tem um ponto fixo z* em K. Agora, veja que h(z*) é ponto fixo
de go f. Com efeito, pela definicio de F, temos que go f = ho F o h™! e, consequentemente,

go f(h(z")) = ho Foh o (h(z"))
= ho F(z%)
= h(z").

Portanto, para cada n € N, a aplicacdo go f : S, — S, possui um ponto fixo, que
denotaremos por pjj. Considere a sequéncia de pontos fixos (pgf)nen de go f Como a sequéncia
(po)neN estd contido em S e S é compacto, existe uma subsequéncia (po Jnren de (pf)nen tal
que py —po €S quando n' — oo.

Ademais, como pf = go f(pi') para todo n’ € N, obtemos

I — F@E Il = llpg — g0 F(0E) +g° f(p5) — F03)I
<|lpg" —go F@E) +llgo fo5) — Fi)ll
= llgo f(0§) — fi)
<e,
onde a tultima desigualdade se deve a (5.2).
Portanto, lim Ipi — f(py)|| < e. Da convergéncia de (pfl' )nen e da continuidade de f,
obtemos ||py — (p0)|| e para todo € > 0, de onde concluimos que f(py) = po, ou seja, f

tem um ponto fixo em S, conforme queriamos demonstrar. ]

A demonstracao do proximo resultado serd omitida aqui, mas pode ser encontrada em [5,
Teorema 2.32]. Cabe mencionar que C(R,R™") denotard o espago vetorial das fungdes conti-
nuas r: R — RT.

Teorema 5.2. Suponha que existem funcoes continuas ai,as € C(R,R) tais que
a1(t) < a(t, z¢) < aa(t).
Além disso, vamos considerar satisfeitas as sequintes condicoes:

(Hy) f(t,0) =0, existem uma constante positiva L e uma fungio continua by: R — R tais
que

tTeorema do Ponto Fixo de Brouwer. Seja X C R™ um conjunto nio vazio, compacto e convexo. Se
f:X — X é uma fung¢fo continua, entdo f tem um ponto fixo.
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para ¢, € Cp, = {x € C(R,RT): ||z|| < L}.
Existe uma fungdo by € C(R,R) tal que
(Hz) |f(tze)| < [b2(D)]|z(t)], parat >0 ex € C;
. t o
(Hz) lim Jo(a(s) = |ba(s)[)ds = oo.
Entdo, a solugio nula de (5.1) é assintoticamente estdvel.

A demonstragdo do proximo resultado segue diretamente do Teorema 5.2 e também pode
ser encontrada em [5] (veja o Coroldrio 2.34).

Corolario 5.3. Considere a generalizagio do modelo proposto por Mackey e Glass para o
processo de Hematopoiese, isto é, a producdo de células sanguineas na medula ossea:

b(t)0"x(t — r(t)

z(t) = —a(t)z(t) + " + axn(t — T(t»’

(5.3)

em que a,b,r € C(R,RT), 6 é uma constante positiva e n é um inteiro positivo dado. Em
(5.3), r representa o tempo entre a producao de células imaturas na medula dssea e sua
matura¢io quando é langada na corrente sanguinea, por fim xz(t) denota a densidade de
células maduras na corrente sanguinea no tempo t.

Se tlgglo Jy(a(s) —b(s))ds = 0o, entdo a solu¢io nula de (5.3) é assintoticamente estdvel.

6 Consideracoes Finais

O estudo qualitativo das EDRs é essencial porque nos oferece uma visao clara de como
os sistemas com retardamento se comportam. Ele também ajuda a escolher as ferramentas
matematicas mais adequadas para lidar com a complexidade dessas equacdes. O uso de
teoremas de ponto fixo é uma forma eficaz para identificar condi¢oes de estabilidade e entender
a dindmica dos sistemas com atrasos temporais.

Além dos teoremas de ponto fixo de Banach e Schauder, que utilizamos para estabelecer
condicoes de estabilidade, cabe destacar a existéncia de outros teoremas importantes, como o
Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii. Esse teorema, que combina aspectos dos teoremas
de Banach e Schauder, também é 1til para analisar a estabilidade das solu¢oes e pode ampliar
nossa compreensao acerca desses sistemas.
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Resumo: A partir do interesse em estudar equagoes diferenciais ordinarias, muitos
pesquisadores contribuiram para o campo da teoria de integragdo. Nomes como
Riemann, Lebesgue, Perron, Henstock e Kurzweil possuem muitas contribuigoes
para a area. Mais especificamente, para a caracterizacio e estudo das equagbes
diferenciais ordinarias generalizadas, precisamos trabalhar com as integrais de
Kurzweil. Para apresentar esta integral, partiremos da construcdo familiar da
integral de Riemann e buscaremos refinar alguns conceitos que estimam a soma
de Riemann para caracterizar a integral de Kurzweil. Apresentaremos, também,
resultados importantes como a existéncia e unicidade desta integral e algumas
propriedades dessa nova ferramenta. Finalizaremos apresentando o conceito de
equacdo diferencial ordinaria generalizada e explorando algumas de suas proprie-
dades iniciais, que sdo base para a construcao de resultados mais gerais na teoria
de equagoes diferenciais.

Palavras-chave: Integral de Riemann; Integral de Kurzweil; Equagoes diferenciais
ordinarias generalizadas

1 Introducao

Este artigo tem como objetivo fundamentar a teoria das equagdes diferenciais ordinarias
generalizadas (EDOs generalizadas). Mais especificamente, definiremos a integral de Kurzweil
para poder apresentar as EDOs generalizadas e, por fim, exploraremos algumas de suas
propriedades basicas.

Uma das principais motivacoes para estudar as EDOs generalizadas deve-se ao fato de
que é possivel obter resultados bastante gerais concernentes a propriedades qualitativas de
suas solucoes e traduzi-los para as teorias dos outros tipos de equagoes diferenciais por meio
das correspondéncias que existem entre elas.

O artigo ird se estruturar de forma que contemple as discussdes de dois grandes topicos,
a citar:

(I) Revisdo de conceitos e teoria basica necessaria de Andlise Real e Espacos Métricos para
compreender a definicdo e as propriedades fundamentais da integral de Kurzweil;

(IT) Estudo da teoria béasica de EDOs generalizadas: existéncia, unicidade e dependéncia
continua das solugoes;

Em busca de situar nosso trabalho, iniciaremos com uma breve contextualizacao histérica
acerca das integrais de Riemann, de Lebesgue e de Perron, apresentando um exemplo que
contribuird para compreendermos a importancia da construcdo das integrais de Kurzweil.

Entao, a partir de sua definicdo, exploraremos algumas propriedades sobre essa ferra-
menta.
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Por fim, caracterizaremos as EDOs generalizadas, apresentando alguns de seus resultados
iniciais, que servem de base para a construcio das correspondéncias entre as EDOs generali-
zadas e os outros tipos de equagoes diferenciais.

2 Panorama histdrico

Esta secao foi elaborada com o auxilio das referéncias [3] e [4].

2.1 Asintegrais de Riemann e Lebesgue

A integral de Riemann, definida por Bernhard Riemann em 1854, é uma ferramenta clas-
sica usada na resolucido de muitos problemas matematicos até hoje, uma vez que se relaciona
com taxas de variacoes, sendo essencial para os estudos de diferenciabilidade continua. Justa-
mente por este fato, no final do século XIX, matematicos constataram algumas desvantagens
ao se trabalhar com a integral de Riemann ou, simplesmente, a R-integral.

Quando estudamos uma fungao ndo-limitada em algum intervalo da reta, percebemos que
ela ndo é R-integravel, ou ainda, no Teorema Fundamental do Céalculo faz-se necessario a
continuidade de uma fungao para que sua derivada seja R-integravel.

Contudo, 50 anos depois, Henri Léon Lebesgue generalizou o conceito de integral de Ri-
emann de modo que a integral de Lebesgue apresentasse diversas vantagens em relagao a
integral de Riemann, sobretudo em relacdo aos cdlculos envolvendo limites. Um dos princi-
pais ganhos, e de nosso interesse, é que no Teorema Fundamental do Calculo para integral
de Lebesgue, garantimos que a derivada de uma fungdo é Lebesgue integravel se ela for
absolutamente continua.

2.2 A integral de Kurzweil

Os principais resultados do estudo de integrais nao-absolutamente convergentes foram
desenvolvidas independentemente tanto por Jaroslav Kurzweil, em 1957, quanto por Ralph
Henstock, em 1961, cerca de 50 anos depois das publicacdes de Lebesgue.

Em 1957, Jaroslav Kurzweil obteve um novo conceito de integracdo baseado nas ideias
de Riemann, que generaliza as integrais de Riemann e Lebesgue. A integral de Kurzweil ou
K-integral, como é conhecida, é definida para fungoes de duas varidveis e surgiu com o intuito
de solucionar algumas dificuldades encontradas na teoria de EDOs, envolvendo, por exemplo,
fungoes oscilatérias, descontinuas ou funcgdes que nao sao de variacao limitada.

Em 1961, Ralph Henstock desenvolveu o mesmo conceito que Kurzweil, mas para funcoes
de uma variavel.

Como a integral de Kurzweil engloba a de Henstock, encontramos em algumas referéncias
o nome de integral de Henstock-Kurzweil ou HK-integral para o conceito que exploraremos,
uma vez que eles trabalharam independentemente um do outro, numa época de divulgacao
cientifica restrita.

Neste trabalho, por seguirmos as notagoes de Kurzweil, manteremos somente o seu nome,
por simplicidade.

A integral de Kurzweil, que generaliza o conceito de integral de Riemann para que toda
derivada de uma funcéo seja integravel, serd nosso foco principal, uma vez que, a fim de
explorar importantes caracteristicas de EDOs generalizadas como a existéncia e unicidade de
suas solucdes e suas propriedades qualitativas, termos a garantia de que podemos trabalhar
com as integrais do processo ¢ muito importante.

Isto posto, primeiro, revisitaremos um pouco a ideia da integral de Riemann.
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3 A integral de Riemann

Por ser vista em qualquer curso de calculo diferencial e integral, bem como em cursos
de andlise real, a integral de Riemann é amplamente conhecida na comunidade matematica,
tendo suma importancia para nossa formacado e em nossas praticas.

Contudo, como ela ndo é nosso foco, apenas enunciaremos a sua defini¢cdo e qual é a con-
digdo para que uma fungdo seja R-integravel, a seguir, apresentaremos um exemplo de fungao
que ndo é Riemann integravel no intervalo [0, 1] da reta real, indicando nossa necessidade em
buscar algo mais geral e que garanta a integrabilidade de mais casos.

Para a elaboragao desta se¢do, utilizamos, principalmente, [2].

3.1 Definicdo da integral de Riemann

Definicdo 3.1. Seja [a,b] C R. Uma particio de [a,b] é um conjunto finito de pontos P =
{zo,z1,-- ,zp} tal que zy = a, v, =be x;—1 < z; parai = 1,--- ,n. Para cada subintervalo
[€i—1,x;] definimos que o tamanho [ do subintervalo é I([z;_1, z;]) = z; — x;—1. A norma ou
métrica p da particdo serd o maior subintervalo, ou seja, [x;_1, 2]

w(P) =max{x; —x;—1:i=1,--- ,n}.

Dessa forma, os pontos {zg,x1, - ,2,} formam uma sequéncia crescente de niimeros em
[a, b] que o divide em subintervalos continuos.

Sejam f : [a,b] — R, P = {xzg, 21, , =y} uma particdo [a,b] e t; € [x;_1, ;] para cada i.
Consideraremos

n

S(f, Py {tiYiey) = > fta) (@i — i)

i=1
como a aproximacao da soma de Riemann com respeito a particdo P e o conjunto de pontos

{titisy-
A integral de Riemann de uma fungdo f sobre [a, b] serd o limite da soma S(f, P, {t;};)
quando a norma da particao tende a 0.

Definicdo 3.2. Uma funcdo f : [a,b] — R é Riemann integravel sobre [a,b] se ha um I € R
tal que para todo £ > 0 existe um ¢ > 0 para que, se P é uma partigdo qualquer de [a, b] com
w(P) < det; €|xi—1,x;] para todo i, entdo

[S(f, P {titie) — I <e.

I:/abf:/abf(t)dt

a integral de f, em relacdo a partigdo P, sobre o intervalo [a, b].

Denotamos por

3.2 Uma funcdo que ndo é Riemann integravel

Vejamos, entdo, um exemplo de fun¢do que ndo é R-integravel em um intervalo da reta.
Exemplo 3.3. Sejam f:[0,1] - R

_J1, sez € QnI0,1],
fw) = {0, sex ¢ QNJ0,1]

a funcdo de Dirichlet e P = {xg,z1,- - ,x,} uma partigdo arbitraria de [0, 1].
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Para todo subintervalo produzido pela particdo, podemos afirmar que existe um nimero
racional r; e um namero irracional ¢;. Assim,

3

S PoAritiz) = 2 fri) (@i — zi1)

@
Il
—

T — Tij—1

I
||'M:
I§

Tp—20=1-0=1

enquanto,

S(fv P? {Qi zn:l) f(qz)(wz - xi—l)

I

@
I
—

I
WE

O(SUZ' — xi_l) =0.
1

<.
Il

Agora, vamos supor que f seja Riemann integravel e com integral I.
Se fixarmos € < 1/2 e escolhermos um § correspondente, veremos que, se P é uma partigao
qualquer com norma menor que J, entao

1= ‘S(f)Pv {Qi ?:1) - S(f,P,{T’Z’ ?:1)|
= |(S(fa7)7 {qi}?:l) - I) - (S(f,P, {Ti}?:l) - I)|
<SP Aatz) = DI+ ISP {ridizg) — 1))
<e+te

<7 —
2+2

=1

o que é um absurdo e, portanto, uma contradicio com a hipdétese de que f é Riemann
integravel sobre [a, b].

4 Introducdo a integral de Kurzweil

Nesta secao, apresentaremos a defini¢do da integral de Kurzweil. Para isso, [3] e [4] foram
as principais fontes de pesquisa.

Daqui em diante, denotaremos por X um espaco de Banach com norma ||-|| e K([a, b], X)
o espaco vetorial de todas as fungoes Kurzweil integraveis no espaco de Banach X.

4.1 Preliminares

Aqui, enunciaremos algumas defini¢bes preliminares que sdo necessarias para definir a
integral de Kurzweil. Também, veremos um teorema de andlise real para demonstrar o Lema
de Cousin.

Definicdo 4.1. Uma divisao D = {Ji, Ja,- - , Ji} de [a, b] é uma colecao finita de subinterva-
k
los compactos J; de [a,b],i=1,2,--- ,k, com k € N, tais que [a,b] = U J; e int(J;) Nint(J;)
i=1

seja vazio sempre que i # j.
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Definicdo 4.2. Um intervalo marcado é um par (7,.J) que consiste de um ponto 7 € R e um
intervalo J em R. Dizemos que 7 é uma marca de J.

Definicdo 4.3. Uma divisdo marcada ou uma partigao de [a, b] é uma colecio finita de pares
D=A{(r,J;) :i=1,2,--- ,k}, em que D = {Jy, Jo, -+, Ji} é uma divisdo de [a,b] e T; € J;
para cadai=1,2,--- k.

Definicdo 4.4. Um calibre em [a, b] é qualquer fun¢ao positiva 0 : [a,b] — (0, 400).

Definicdo 4.5. Seja ¢ um calibre em [a, b]. Uma divisdo marcada ou partigdo D é dita J-fina
se, para todo i = 1,2,--- , k, tem-se J; C [r; — 6(m;), i + 0(73)].

Também, enunciaremos um resultado de anélise real que serd necessirio em breve.

Teorema 4.6 (Teorema dos intervalos encaixados). Seja J; C Jo C --- C J, C --- uma
[o.¢]
sequéncia decrescente de intervalos limitados e fechados J,, = [an,by]. A intersecio (\ J,
n=1
ndo € vazia, isto é, eriste pelos menos um numero real x tal que x € J, para todo n € N.
Mais precisamente temos (J, = [a,b], onde a = supa, e b =infb,.

Para detalhes da demonstragdo desse teorema, o leitor pode consultar [1]. A seguir,
usa-lo-emos como resultado auxiliar para a demonstracdo do Lema de Cousin.

Lema 4.7 (Lema de Cousin). Se § é um calibre em [a,b], entdo existe uma divisao marcada
d-fina em [a,b].

Demonstragio. Sejam § > 0 e J = [a,b] um intervalo na reta, tal que J nao admite uma
divisdo marcada d-fina. Tomemos

p={l-5 5

uma divisdo marcada em que, por hipdtese, um de seus intervalos ndo satisfaz ser d-fino.
Vamos denotar esse subintervalo por [aj, b1].
Analogamente, construimos

a1 +b a1 +b
Dl:{{‘”’ = lH = 1’“]}

que pela hipétese assumida, um de seus subintervalos nao satisfaz ser d-fino e o denotaremos
por [ag, ba).

Indutivamente, construimos uma sequéncia de intervalos decrescentes, limitados e fecha-
dos de [a, b] satisfazendo as seguintes condigdes:

1. [anabn] - [an—l—l:bn—&-l]avn eN;

b—
2. bn—an:?a,nel\h

3. nédo hé divisdo marcada d-fina em [a,, by,], ¥n € N.
(e.]
Pelo Teorema 4.6, através da condigdo 1 podemos afirmar que () [an,bn] = {c}, para

n=1
algum c € J. Por outro lado, da condicao 2 temos que

lim (b, — an) = lim (b_“> =0,

n—00 n—00 on

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024



A INTEGRAL DE KURZWEIL PARA A CARACTERIZAGAO DE EDQO’S GENERALIZADAS 42

ou seja, pela defini¢do de limite, para e = d(c) > 0, existe ng € N tal que, se
nznyg= |(bp—ay) —0/<d(c) = by—a,<i(c).
Em particular, by, — an, < d(c) e disso seguem duas desigualdades e implicagdes:
i c—apy <bpy — any, <(c) = an, >c—9(c);
i, bpy — ¢ < bpy — any < 6(c) = by, < c+6(c).
Como ayp, < by,, podemos afirmar que [an,, bn,] C [c —d(c),c+ d(c)] que é a definigdo de
ser uma divisdo marcada d-fina, o que contradiz a condicao 3.

Deste modo, concluimos que, para todo intervalo [a, b] e um calibre §, existe uma divisdo
marcada J-fina em [a, b]. [

Esse lema é muito importante pois assegura que podemos realizar as somas de Riemann
em uma particado d-fina qualquer, uma vez que a divisdo marcada J-fina sempre existe e nossos
elementos estdo bem definidos. Alids, a demonstracdo é bem construtiva, se tornando quase
um método para realizar isso, caso seja do nosso interesse.

42 A integral de Kurzweil

Munidos dos conceitos enunciados, agora somos capazes de definir a integral no sentido
de Kurzweil.

Definicdo 4.8. Seja U : [a,b] X [a,b] — X uma func¢do. Usaremos a notagdo S(U, D) para
representar a soma de Riemann correspondente a funcao U e a divisao marcada D de [a, b].
Além disso,

k
S(U, D) =Y [U(rj,a;) = Ulrj, 1))
j=1

Definicdo 4.9 (A integral de Kurzweil). Uma funcdo U : [a,b] X [a,b] — X é Kurzweil
integravel ou, simplesmente, K-integravel, se existe um elemento I € X e, para todo € > 0,
existe um calibre § em [a, b], tal que

k
1S(U, D) = I| = || > _[U(1j, ) = U(rj,5-1)] = I|| < &
j=1
para toda divisdo marcada d-fina D = {(7;, [oj_1,¢4]): j=1,--- ,k} de [a, b].

Denotaremos

S(U, D) = /bDU(T, =T

como a integral de Kurzweil de U, em relacdo a divisdo marcada D, sobre o intervalo [a, b].
Vamos mostrar que I é nica no intervalo [a, b].

Teorema 4.10. (Unicidade da Integral de Kurzweil) Se U € K([a,b], X), entao ff DU (r,t) é

unica.

Demonstragio. Sejam I e I valores da integral de Kurzweil de U em [a,b]. Dado ¢ > 0,
existem calibres d; e d2 em [a, b], tais que
€

e
2 )

|S(U, D1) — L] < 5

e [[S(U,D2) — L]l <
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para todas divisbes marcadas d1-fina D e do-fina Dy, respectivamente.
Definimos o calibre J em intervalo [a, b] por

d(x) = min{d; (x), 62(x)},

para todo = € [a,b]. Com o Lema de Cousin, podemos garantir a existéncia de uma divisao
marcada J-fina D, que pela escolha de §, é também d; e Jo finas.

Consequentemente,
[y = Io|| = |S(U, D) = I, = (S(U, D) — L)
<|SW, D) — L+ ||SU, D) — L||
< = + ‘o €
2 2
Como e > 0 é arbitrario, podemos concluir que I; = Is. ]

A integrabilidade de U : [a,b] — R™ em cada uma das suas componentes é muito impor-
tante para a demonstragao do critério de Cauchy, por isso, enunciaremos esse teorema e a
seguir, veremos o critério de Cauchy para a integral de Kurzweil. Para mais detalhes sobre
ele, o leitor pode consultar [3].

Teorema 4.11. Uma fungdio U : [a,b] X [a,b] — R™, U = (Uy,Us,--- ,U,), € Kurzweil inte-
gravel se, e somente se, cada uma das componentes U; é integrdvel, no sentido de Kurzweil,
para j =1,--- n.

Agora, vamos demonstrar o critério de Bolzano-Cauchy para a existéncia da integral
JPDU(7,1).

Teorema 4.12 (Critério de Bolzano-Cauchy para existéncia da integral de Kurzweil). A fun-
¢io U : [a,b] X [a,b] — R™ é integrdvel sobre [a,b] se, e somente se, para cada € > 0, existe
um calibre 6 : [a,b] — (0,00) tal que

1S(U,D1) = S(U, Dy)|| <€
para quaisquer parti¢oes Dy e Dy 0-finas de [a,b).

Demonstragdo. Pelo Teorema 4.11, podemos reduzir nossa demonstracao para R, apenas.
Vamos assumir que o critério de Bolzano-Cauchy seja valido. Isto é, existe um calibre §
em [a, b] tal que, para quaisquer partigdes Dy e Dy de [a, b], temos

€
|S(U, D1) = S(U, D2)| < 5
Vamos denotar por M o conjunto de todos os s € R tais que existe um calibre w em [a, ]
que, para toda partigdo w-fina D, segue que s < S(U, D).
Assuma que Dy seja uma partigdo d-fina arbitraria de [a,b]. Pelo Critério de Cauchy,

para toda partigao d-fina D de [a, b], temos que

[S(U.D) = S(U, Do)| < 5 =

—%<San—ﬂmD@<§:

ﬂaD@—%<SWJD<ﬂMD@+§
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Portanto,

(—OO,S(U, D) — ;) CM e MC (—oo,S(U, Do) + ;) :

isto é, o conjunto M é nao-vazio e limitado superiormente, logo, admite supremo, digamos,
sup M.
Consequentemente, temos que
€

S(U, Do) 5

<supM < S(U, Dy) + % = |[sup M — S(U, Dy)| < %
Sendo assim,

|S(U, D) —sup M| = [(S(U, D) — S(U, Dyg)) — (sup M — S(U, Dy))|
< |S(U, D) = S(U, Do)| + [sup M — S(U, Do)|

< = + = <e
2 2
para toda divisdo marcada D de [a, b].
Pela definicdo da integral de Kurzweil, a funcdo U é Kurzweil integravel no intervalo
[a,b] e

b
/ DU (t,t) = sup M.
a
Por outro lado, se a integral em questdo existe, pela definicdo, dado € > 0, existe um

calibre § > 0 em [a, b], tal que
IS(U, D) -1 <e

para toda divisdo d-fina D de [a,b], em que I é o resultado da integral.
Agora, se esse resultado é vilido para quaisquer divisdes marcadas d-fina de [a, b], tomemos
Dy e Do, em especifico. Dessa forma, temos

9
IS, D)~ 1] < 5

e
€
IS, Da) 1] < 5.
Portanto,
I1S(U, D1) = S(U, Dy)|| = [[(S(U, D1) = I) = (S(U, D2) = 1)
< |[S(U, Dy) = I|| + |S(U, D2) — 1)
<S48
2 2
= 5’
concluindo o desejado. ]

A seguir, iremos explorar e demonstrar algumas das propriedades fundamentais da integral
de Kurzweil.

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024



A INTEGRAL DE KURZWEIL PARA A CARACTERIZAGAO DE EDQO’S GENERALIZADAS 45

4.3 Propriedades fundamentais da integral de Kurzweil

Teorema 4.13 (Linearidade). Sejam U,V € K([a,b],X) e c1,c2 € R. Entdo c;U + ¢V €
K([a,b], X) e

/b DU (r,£) + eV (r,8)] = 1 /b DU, 1) + ¢ /b DV (7, 1).

Demonstragio. Sejam D = {(7;, [2i—1,;]): ¢ = 1,...,k} uma divisdo marcada arbitraria de
[a,b] ¢ S(U,D) e S(V, D) as somas de Riemann das func¢oes U e V, respectivamente.
Entao,

S(aU+ceV.D) =) [(aU+cV) (7, 05) — (U + c2V) (73, ovi-1)]

N
I M»
I

I

@
Il
-

[c1U (13, 04) + 2V (13, ) — erU (73, vi—1) — 2V (13, 1))

I

N
Il
—_

[(ClU(Ti, Ozi) — ClU(Ti, Oéz'—l)) + (CQV(Ti, Odi) — CQV(Ti, Oéz'—l))]

I

@
Il
—

k
[e1U (73, 05) — a1U (73, 04-1)] + D [e2V (73, 0) — 2V (T3, 1))
i=1

k k
Z Tuaz - 7—17041 1 + CQZ Tuaz - (Ti7ai—1)]
i=1 =1

158 (U, D) + 28 (V, D).

Isto é,
b b b
/ Dl (r,t) + eV (1, 1)] = ex / DU(r,t) + e / DV (r,1).
||

Para detalhes da demonstracdo dos proximos dois resultados, Teoremas 4.14 e 4.15, o
leitor pode consultar [3].

Teorema 4.14. Seja U € K([a,b],X). FEntdo para todo subintervalo [c,d] C [a,b], temos
U e K([e,d], X).

Teorema 4.15. Se U € K([a,b]), entdo, para todo intervalo [c,d] C [a,b] teremos que U €
K(lc, d]).

Teorema 4.16 (Integrabilidade em subintervalos). Se c € (a,b) e U : [a,b] x [a,b] = X € tal
que U € K([a,c], X) N K([e,b], X), entao U € K([a,b],X) e

/abDU(T, £ = /aCDU(T,t) + /CbDU(T,t)

Demonstragio. Seja ¢ > 0 dado e sejam I} = [ DU(r,t) e I = f DU(r,t).
Pelo Lema de Cousin (Lema 4.7), existe um calibre d; em [a, ¢] tal que para toda parti¢ao
d1-fina Dy de [a, ¢], temos que

€
1S(U, D1) — L] < 5
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De forma similar, pelo Lema de Cousin, podemos garantir que existe um calibre d9 em
[c, b] tal que para toda partigao do-fina Dy de [c,b], temos que

g
IS, D2) — Bl < <.

Vamos definir um calibre p da seguinte maneira

o (7), se T € [a,c),
pu(T) = ¢ min{d1(c),d2(c)}, se T =c¢,
5o (1), se T € (c,b]

e vamos escolher ¢ : [a, b] — (0,00) tal que
O(7) < min{pu(r),|T — |} se T # ¢,
0(c) = min{d1(c), d2(c)} se T = c.
Da forma com a qual escolhemos §, temos que § é um calibre em [a, b].

Seja D = (ag, 71,1, ..., Tk, @) uma partigdo o-fina de [a,b]. Assim, existe um indice m
tal que ¢ € [ay—1, ap]. Ademais,

¢ € [am—1,am] CTm —0(Tm), Tm + 0(Tim)] = |¢ — Ti| < 8(Tm)-
Contudo, se assumirmos ¢ # 7y,,, como [a,—1, @] é 0-fino, segue que
|Tm — ¢| < 0(Tm) < |Tm — ¢

o que é uma contradicao, logo, 7,,, = ¢, necessariamente.
Com isso, obtemos que

k
S(U,D) =) [U(rj,a;) = U(rj, aj-1)]

j=1

m—1
= ) U7, a5) = U7, 5-1)] + Ulc, am)

j=1

k
—U(c,am-1)+ Y [Ulrg,a5) = U7y, 1))
j=m+1

m—1
= > [U(1,05) = U(rj,aj—1)] + U(c, ¢) = Ule, am-1)

j=1

k
+U(c,am) = U(c,e)+ Y [Ulrj,a5) = Ulrj, 05-1)]
j=m+1

= S(Ua Dl) + S(Ua DZ)
Assim, para uma parti¢ao d-fina D de [a, b], temos:

|S(U, D) = I = Is]| = |S(U, D1) + S(U, D2) — I — I
= HS(U,Dl) — I + S(U, Dg) — IQH

< ||S(U, Dy) — Ii|| + ||S(U, Dy) — L]
€
2

A
M oM

_l’_

Como ¢ > 0 é arbitrario, da definicdo de integral de Kurzweil, concluimos o resultado
desejado. ]
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Lema 4.17 (Lema de Saks-Henstock). Sejam U : [a,b] X [a,b] — R™ uma fungdo integravel
sobre [a,b] e e > 0 dado. Eziste um calibre § em [a,b], tal que

k

Z[U(Tjaaj) ijaj 1 / DUTt
j=1
para toda partigio §-fina D = {ag, 71,1, , Tk, i} do intervalo [a,b].
Se
agﬂlgflgAlgﬁQ & < 5m\€m<Am<b

representa um sistema d-fina {(&;, (B, N\;]): j =1,...,m}, isto é, para j = {1,...,m},

& € 185, A] C 6 —0(85),& + (&)1

entao
m

Aj
> lU(fij)—U(fjvﬁj)—/B DU (, t)

7=1 J

(4.1)

Demonstragio. Sem perda de generalidade, podemos assumir que [5; < A;, para todo j =
{1,2,--- ,m}.

Vamos tomar Ao = a € B41 = b. Se A\j < 41, para algum j = {0,1,--- ,m}, entdo, pelo
Teorema 4.15, sabemos que a integral f)i?'“ DU (1,t) existe, portanto, para cada n > 0, existe
um calibre §; em [A;, Bj41] tal que 6;(7) < 6(7), para 7 € [Aj, Bj4+1] e para toda partigao
d;-fina D; de [Aj, Bj41], teremos que

Se \j = 3,41, entao,

Ainda, a expressao
Z Ejv U(&]vﬁj)]_‘_ZS(Uij)
: j:l

representa uma soma integral correspondente a uma certa particao d-fina, consequentemente,

m

Z 5]’ (&]WBJ)

Por isso,

; [U(fja)‘j)_U(fjaBj)—/ﬁj DU(r,t)

m

Z (&s A U(&5,85)] + /DUTt

+
11
E
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n
<e 1)——
+ (m + )m 1
=e+n.
Como a desigualdade vale para qualquer n > 0, obtemos o resultado desejado. [

Além deste teorema, também usaremos alguns fatos envolvendo desigualdades entre inte-
grais. Vamos enuncia-los na proxima secao.
4.4 Desigualdades para a integral de Kurzweil

Nesta secao estudaremos dois resultados envolvendo desigualdades e a integral de Kurzweil ]
A principal referéncia para esse estudo foi o Capitulo 1 de [3].

Teorema 4.18. Sejam U : [a,b] x [a,b] — R™ e V : [a,b] X [a,b] = R fungbes em que as
integrais ff DU(r,t) e f; DV (r,t) existem. Se existe um calibre § em [a,b] tal que

it =7 |U(rt) = U(r,7)|| < (¢ =7) (V(7,8) = V(7, 7))

para todo t € [T — 6(T), T + 0(7)], podemos garantir que ocorre a desigualdade

/abDU(T, 1l < /abDV(T, 0.

Note que, mais particularmente, tomando V (7,t) = f(7)g(t) em que f, g : [a,b] — R sdo
fungoes reais, temos que

/ab DU )| < /ab Fls)dg(s).

O préximo resultado € lido como corolario direto do Teorema 4.18 e o0 enunciaremos aqui.

Teorema 4.19. Sejam U : [a,b] X [a,b] — R™ e V : [a,b] X [a,b] — R fungdes em que as
integrais ff DU(t,t) e ff f(s)dg(s) existem, em que f,g: [a,b] — R. Se existe um calibre &
em [a,b] tal que

=7 [|U(r,8) = U(r, 7)|| < (t = 7)-f(7)(9(t) — 9(7))

para todo t € [T — (7)), T+ d(7)] e podemos garantir que ocorre a desigualdade

Usaremos esse corolario para o estudo de algumas propriedades de EDOs generalizadas
que exploraremos mais adiante neste artigo. Por enquanto, iremos enunciar alguns teoremas
relacionando a integral de Kurzweil e o estudo de limites.

/a " DU < / " () gs)

4.5 Relagdes com a existéncia e calculo de limites
Teorema 4.20. Seja a fungio U : [a,b] X [a,b] — R™ tal que U € K([a,c]) para todo c € [a,b)

e existe o limite finito

lim { / DU 1) —Ub,e) + UMb = 1.

c—b—

Entao, a fungao U é integrdvel sobre [a,b] e

/abDU(T,t) =1.

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024



A INTEGRAL DE KURZWEIL PARA A CARACTERIZAGAO DE EDQO’S GENERALIZADAS 49

Teorema 4.21. Seja a fungio U : [a,b] X [a,b] — R™ tal que U € K([a,c]) para todo c € (a, b
e existe o limite finito

c—at

lim [/ DU(r,t) — U(b,e) + U(b,b)| = 1.

Entdo, a fungiao U é integrdvel sobre [a,b] e

/a " DU(rt) =

Teorema 4.22. Seja a fungio U : [a,b] x [a,b] — R™ tal que U € K([a,c]) para todo ¢ € [a, b]
e existe o limite finito

m{/;DU(T,t)— (bc)+Ubb} /DUTt

Para detalhes das demonstragoes dos trés teoremas enunciados, o leitor pode consultar a
referéncia [3].

4.6 Meétodos de integragao

Agora, veremos dois métodos de resolucao de integrais muito importantes para a inte-
gral de Kurzweil, que também funcionam para as integrais de Riemann, com suas devidas
adaptacoes e particularidades.

Teorema 4.23 (Teorema da Substituicdo). Assuma que —o0 < ¢ < d < 400 € que ¢ : [c,d] —
R é uma fungdo continua estritamente mondtona em [c,d).
Seja U : [p(c)] x [¢(d)] — R™. Se uma das integrais

©(d) d
/ DU(7, 1), / DU(p(0), ¢(s))
v(c) ¢

existe, entdo, a outra também existe e

e(d) d
DU(r.t) = [ DU(p(0). o(5)).
w(c) c

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, vamos assumir que ¢ é crescente. Também,
vamos assumir que uma das integrais existe e vamos demonstrar que isso implica na existéncia
da outra.

Aqui, faremos a prova com a hipdtese da existéncia de fcd DU (¢(0),¢(s)). Podemos

encontrar detalhes sobre a demonstragdo assumindo a existéncia de f;f((g) DU(t,t) em [2].
Dado ¢ > 0, existe um calibre w em [, d] tal que, para cada partigdo w-fina

{/8070—17617 e 76/6717 Ok, Bk}

desse intervalo, temos

k
Z ©(B;)) — U(e(0)),0(Bj-1))] — | DU(p(),¢(s))

Como ¢ ¢é mondtona crescente, ¢([c,d]) = [¢(c),¢(d)], logo, bijetora nesse intervalo.
Sendo assim, admite uma inversa ¢! : [¢(c), o(d)] — [c,d], naturalmente continua e cres-
cente em [p(c), p(d)].
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Por isso, para cada 7 € [p(c), ¢(d)], existe exatamente um o = ¢~ 1(7) € [¢,d]. Vamos
definir §(7) > 0, para cada 7 € [p(c), p(d)], tal que

[r = d(7), 7+ 6(m)INp(c), p(d)] C ¢(lo —w(o), 0 +w(o)]) Nle, d].

Seja {ap, 71, 1, -, Qg—_1, Tk, Ok } Uma partigao arbitraria d-fina de [¢(c), p(d)]. Também,
tomemos 3; = p (), =0,1,....kec; = (), j=1,...,k
Entdo, pela monotonicidade de ¢!, temos que

Bo=¢ Hag)=c< 1 <Pa< < Pro1<Br=0 Yoag)=d

,3]'_1<0'j<5j,j:1,2,...,k.

Assim, garantimos que {fo, 01,51, , Bk—1, 0%, B} é uma partigao de [c, d].
Como {ag, 1, a1, ,Qp_1, Tk, x } é O-fina em [p(c), ¢(d)], segue que

N

7 — (1) S ajo1 < 7 < @ < 7 +6(75) =
p(oj —w(oj)) < ajo1 < oy < (05 + w(oy)).

1 1

Aplicando ¢~ nas tltimas desigualdades (uma vez que ¢~ é crescente), concluimos que
a pa‘rtigé‘o {607 01, /617 e 7/Bk—17 Ok, /Bk} ¢ w—ﬁna, também.
Portanto, seja {fo, 01,81, - , Bk—1, 0k, Ok } uma particdo d-fina. Se a integral fcd DU (¢(0), cp(s))l

existe, entao,

k d
> U505 = Ulrysai-)] = [ DUGelo),p(s)]| < < =
=1 ¢
k o(d)
S [U(03), ¢(8:)) — Ulolog), w81 = [ DUG )| <2
j=1 v(c)
e a integral ff((g) DU (p(7,t) também existe. [

Agora, vamos generalizar a férmula da integracado por partes para a integral de Kurzweil.
Antes, vamos enunciar um breve lema.

Lema 4.24. Assuma que V : [a,b] X [a,b] — R € tal que
V(r,t) =V (t,7) para t,T € [a,b].

Vamos definir W (r,t) = V(t,7). Entdo se uma das integrais

/abDV(T, 0, /abDW(T, £)

existe, entdo, a outra existe também e

/ab DV(r,t) = /abDW(T,t) _ /abDV(t,T).

A demonstragdo desse lema decorre imediatamente da andlise das somas de Riemann, em
relagdo a uma partigao d-fina D qualquer em [a, b], para as fungdes V' e W fazendo uso da
propriedade de simetria das fungoes.
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Teorema 4.25 (Integracdo por Partes). Suponha que U : [a,b] X [a,b] — R € uma fungio
dada. Vamos definir U*(1,t) = U(t,7) e V(t,7) =U(1,7) = U(7,t) = U(t,7) + U(t,1).
Se duas das integrais

/abDU(T,t),/abDU*(T, t),/abDV(T,t)

existem, entdo, a terceira também existe e seque a igualdade

/bDU(T, 1) +/bDU*(T, £) = Ubb) — Ula,a) — /bDV(T, ).

A demonstracao desse teorema consiste em realizar manipulacoes da norma das somas de
Riemann da funcao (defini¢do da integral de Kurzweil e desigualdade triangular), utilizando
as propriedades de V satisfazer a hipétese de simetria do Lema 4.24. Para mais detalhes,
pode-se consultar [3].

A seguir, apresentaremos um teorema de convergéncia para a integral de Kurzweil, tendo
como referéncia o Capitulo 1 de Schwabik [3].

Teorema 4.26. Seja U,U,, : [a,b] X [a,b] = R para m € N, em que U, € K([a,b]). Vamos
assumir que a sequéncia (Uy,) satisfaz as condigoes descritas a sequir.

Existe um calibre § em [a,b] tal que, para todo € > 0, haverao p : [a,b] — N e uma fungio
positiva ®, definida em um intervalo J C [a,b] fechado, satisfazendo

Dz +y) > 0(x) + B(y)
para todos x,y € J e ®([a,b]) < &, tal que, para todo T € [a,b], temos
U (7, J) = U(7, J)| < @(J)

caso m > p(t) e (7,J) € um intervalo marcado §-fino com T € J C [a,b].
Assuma, ainda, que para duas fungoes V,W : [a,b] X [a,b] = R, em que V,W € K([a,b]),
existe um calibre 0 em [a,b] tal que para todo m € N, 1 € [a, b] temos

V(7,J) < Un(7,J) < W(7,J)

para todo intervalo marcado 0-fino (7,J).

Entdo, U € K([a,b]) e

m— 00

b b
lim / DUy (r,J) = / DU(r, J).
a a

5 Teorema Fundamental do Célculo para Integral de Henstock-Kurzweil

Antes de apresentar e estudar alguns exemplos de funcées reais Kurzweil integraveis,
vamos enunciar e demonstrar o Teorema Fundamental do Calculo para a Integral de Henstock-
Kurweil de funcGes reais.

Primeiro, vamos enunciar a definicdo usual de integral de Henstock-Kurzweil.

Definicdo 5.1. Sejam f : [a,b] — R uma funcdo e D = {(7, [ai—1,4]: i = 1,--- ,k)} uma
divisdo de [a,b]. Se U : [a,b] X [a,b] — R for tal que
U(r,t) = f(1) - t,comr,t € [a,b],

entao,

K
S(U,D) = [U(r, i) = Ui, 1)) = Y f(mi)[ei = cvia].

=1 =1
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Teorema 5.2 (Teorema Fundamental do Cdlculo generalizado). Seja F : [a,b] — R uma

primitiva de f, isto é, existe uma fungio f : [a,b] — R tal que f(x) = F'(x), para todo
x € [a,b]. Entao, f é Henstock-Kurzweil integravel e

b
(HE) / f(s)ds = F(b) — F(a).

Sendo (HK) f:f(s) ds a integral de Henstock-Kurzweil da fungio f no intervalo [a,b].

Demonstragio. Seja ¢ > 0 dado. Queremos construir um calibre § em [a,b], tal que, para

toda divisdo marcada d-fina D = {(7;, [ti—1,t]): ¢ = 1,2,--- , k}, tenhamos
k
D F@)ti = tioa] = (F(b) = F(a))| < (b —a).
i=1

Por hipétese, F'(1) = f(7), para todo 7 € [a,b]. Logo, para cada 7 € [a,b], existem
constantes r, s € [a, b] tais que

[F(r) = F(1) = f(r)(r = 7)| <el|r —7];
[F () = F(s) = f(T)(T — 5)| <e|T —s],

sempre que 7 —6(7) < s < T <1 < T+ (7).
Portanto,
[F(r) = F(s) = f(T)(r = s)| <elr —s].

Note que a fungdo acima 0 : [a,b] — R é o calibre que desejavamos, uma vez que

k k
> f@)ti = tia] = (F(b) — F(a))’ =D fE)ti = tioa] = (F(t:) = F(ti-1))
i=1 i=1
k
<Y e(ti —tio)
i=1
=e(b—a)
Logo, a funcao f é Henstock-Kurzweil integravel. ]

Imediatamente, como consequéncia deste teorema, podemos afirmar que qualquer fungao
f i la,b] = R, que seja a derivada de outra funcdo F : [a,b] — R, é Henstock-Kurzweil
integravel.

Vejamos alguns exemplos na proxima secao.

6 Exemplos de fun¢des Kurzweil integréveis

Vamos explorar alguns exemplos de fungoes Kurzweil integraveis encontrados na litera-
tura, tendo como principais materiais de pesquisa as referéncias [2] e [4].

6.1 Fungdo de Dirichlet

Exemplo 6.1. Vamos retomar a funcéo de Dirichlet, como vimos no Exemplo 3.3.
Sabemos que f : [0,1] — R, tal que

1, sexz € QNI0,1],
- !
, se z ¢ QNI0,1],
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nao é Riemann integravel. Contudo, mostraremos que f é Kurzweil integravel.
Além disso, mostraremos que

/Olf(a:)dxzo.

De fato, dado € > 0, tomemos o calibre ¢ : [0,1] — R, tal que

e
on+1 ’
(x) =

1, sex éirracional em [0, 1]

se r =x,,vn €N,

em que (& )nen € Uma enumeragao dos racionais em [0, 1].
Desse modo, se
D = {(7j,[aj—1,04]): j =1,2,--- Kk}

é uma particdo 0-fina qualquer em [0, 1], obtemos

1S(f, D) = 0] = |S(f, D)

j=1
k k
<)Y f)a—aj)| + > )y — i)
— i—1
TjEj[O,l]ﬂQ TJG[O,{} (R-Q)
k k
= > f)laj—ai)|=| > (aj—aj)].
=1 =1
TjGJ[OJ]ﬁ@ Tjej[o,l]mQ

Como a particdo D ¢é d-fina, a distancia entre cada «; e oj_1 é sempre inferior ao dobro
do calibre, ou seja,

K k
g I c
=1 j=1 j=1
7€[0,1]NQ
para toda divisdo d-fina D em [0, 1]. Isto é,
’S(va) _0‘ <eg,

que pela definicao da integral de integral de Kurzweil implica que
1
/ f(z)dx =0.
0

6.2 Exemplo de fun¢des que ndo sdao Riemann nem Lebesgue integravel

Exemplo 6.2. Secja f:[0,1] — R tal que

2
22 cos (7;) + Tsen (g) , x€(0,1],
x x x
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Note que f nao é Lebesgue integravel, uma vez que ndo é absolutamente integravel e,
portanto, também nado é Riemann integravel, como podemos constatar em [1].
Contudo, sabemos que f é a derivada da funcao F : [0,1] - R

T
z2 cos (ﬂ) , z€(0,1],
F(z) =
0, x==0.

Portanto, pelo Teorema 5.2, f é Henstock-Kurzweil integravel em [0,1]. Mais precisa-
mente,

/01 f(z)dx = F(1) — F(0) = cos(m) — 0 = —1.

Exemplo 6.3. Consideramos, agora, a funcao f : [0,1] — R, na qual

ﬂ ara ! <ac<l
f(l'): 7 p k+1 \kv
0, se x = 0.

1
Sabemos que, para x > 0, Inz é a primitiva da fungdo —. Assim, para todo k € N, temos
x

[ s = vt [} Lasm e (1)

k+1 k+1

el

como vimos no Teorema 5.2.
Entao, para n € N obtemos

1 SHE = k+1
[ s [ i =0t (1),

n

Como
k+1

(ar)ken, ax = In (kt)
é uma sequéncia positiva de termos decrescentes, em que ap — 0 quando k — 400, o teste
de Leibniz garante a convergéncia da série. Vamos chamar o resultado desta convergéncia de
L.
Dali, segue que ,
lim / f(s)ds =L < 0.
c—0t Je
Deste modo, f é Kurzweil integréavel em [0, 1]. Também podemos notar que a série nao
convergiria absolutamente, portanto, f nao é Lebesgue integravel e, por consequéncia, nem
Riemann integravel.

Assim, encerramos o primeiro grande tépico que este artigo pretendia abordar e iniciare-
mos as discussoes sobre as EDOs generalizadas.

7 Equagdes Diferenciais Ordindrias generalizadas

Nesta secdo, iremos discutir como se d& a caracterizagdo de EDOs generalizadas, bem
como discutir resultados e propriedades importantes que decorrem desta caracterizagao.

Para a escrita desta segdo, utilizamos como referéncia o capitulo 3 de Schwabik [3]. Bem
como ele, denotaremos por G C R"*! um conjunto aberto e F : G — R™*! uma funcao dada.
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7.1 Definindo EDOs generalizadas e suas solugdes
Definicdo 7.1. Uma fungédo x : [a, 8] — R™ é dita solucdo de uma EDO generalizada
d
T _ DF(x,t) (7.1)
dTt
no intervalo [«, 5] C R, se (z(t),t) € G para todo t € [«, 3] satisfazendo
52
2(s2) — x(s1) = / DF(x(r), 1) (7.2)
S1

para todos s1, 52 € [a, 3].

Vale ressaltar que a integral do lado direito da igualdade deve ser lida no sentido de
Kurzweil, como definimos em 4.9.

Observacdo 7.2. As notagoes de (7.1) sdo puramente simbolicas. Mais incisivamente, os
simbolos diferenciais do lado esquerdo da igualdade ndo indicam que se trata da derivada
da funcdo z. “D” do lado direito é apenas uma referéncia de que se trata de uma EDO
generalizada. Vamos explorar um pouco essa observagao.

Seja r : [0,1] — R uma func¢do continua nao diferencidvel sobre todo o intervalo [0, 1].

Faca F(z,t) = r(t) e tome D = {(75, [sj—1,5j]: j =1,2,--- ,n)} uma divisdo marcada de
[0, 1].

Entao,

[ pre). = [ Dr) = S [r(s) = r{sj-1)] = rlsu) = r(s0) = r(ss) — r(s1).

s1 j=1

Desse modo, z : [0,1] — R tal que z(t) = r(t), para todo ¢ € [a,b], é uma solucdo para
(7.1) e ndo é diferencidvel em nenhum ponto de seu dominio.

Teorema 7.3. Uma fungio x : [a, 5] — R™ € solugio de uma EDO generalizada (7.1) em
[a, O] se, e somente se, para todo v € [, ] fixrado temos

o(s) =2() + | DF(a(r).1).5 € [o,8). (73)
v
Demonstragao. Supondo que x seja solucao de (7.1), entao

2(s3) — w(s1) = / ? DF(x(7), 1)

S1

para todo s1,s2 € [a, (.
Tomemos, entdao, s; = v e sy = s decorrendo, imediatamente, que

2(s) = () + /7 DF(z(),1).

Reciprocamente, se vale que
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para qualquer s € [«, 5] e v € [a, f] fixado, entdo

2(s2) ~a(s1) =a(7) + [ DFG@(r).) ~a() ~ [ DF(a(r).t)

~ g
_ [ DF(x(7),t) + /YSZ DF(z(1),1)

S1

— [" DFG(r).0),

S1

o que implica que x é solugao da EDO generalizada. ]
Teorema 7.4. Se z : [a, 5] — R™ € solugdo para a EDO generalizada (7.1) em [o, 8], entdo

lim [x(s) — F(z(0),s) + F(z(0),0)] = z(0)

S—0o

para todo o € [a, f3].

Este teorema pode ser demonstrado utilizando o Teorema 7.3 juntamente do Teorema 4.22.
Para mais detalhes, o leitor pode consultar [3].

A partir de agora, vamos introduzir uma nova classe de func¢oes e exploraremos alguns
resultados com mais detalhes.

7.2 A classe de fung¢des F (G, h,w)

Sejam B, = {z € R": ||z|| < r}, com r > 0 e (a,b) um intervalo aberto da reta, com
—00 < a<b< +oo.

Definiremos, entdo, o conjunto G como o produto cartesiano entre B, e (a,b), ou seja,
G = B, x (a,b).

Além disso, também definiremos h : [a,b] — R sendo uma fungdo ndo-decrescente em
[a,b] e w: [0,+00] — R uma funcdo continua em que w(0) = 0.

Definicdo 7.5. Uma funcao F': G — R™ pertence a classe F(G, h,w) se satisfaz as seguintes
propriedades:
|1F(z,t2) — F(x,t1)]| < |h(t2) — h(t1)] (7.4)

para todo (z,t1), (z,t2) € G e
1P, t2) — Flo.t) — F(y,t2) + F(y, 00l < w(lle — yl)h(t2) — h(t)]  (7.5)
para todo (x,t1), (z,t2), (y,t1), (y,t2) € G.
Vamos explorar alguns resultados.

Lema 7.6. Sejam [, 8] C [a,b] e x : [a, ] = R™ uma fungio tal que (z(t),t) € G para todo
t € [, B]. Vamos considerar F' : G — R™ uma fungio satisfazendo (7.4). Além disso, se a
integral ff DF(z(7),t) existe, entdo, para todos s1,ss € [, 5] vale a desigualdade

Demonstragio. Como F satisfaz (7.4), temos que

[ DP@) )| < b = Al

1F(z,t2) = F(z, )] < [h(t2) = h(t1)| =
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[t =71 F(2(r), t) = Fa(r), DIl < |t = 7)(h(t) = h(7))]

para quaisquer t, T € [, 5]. Assim, a integral ff d h(t) existe e

/SQ dh(t) = h(ss) — h(s1)

para todos s1, s2 € [a, B]. Portanto, como consequéncia do Teorema 4.19. temos que

/DF H Ih(s2) — h(s1)|. .

Observe que, pela equagao (7.2), podemos relacionar a integral do lado esquerdo da tltima
desigualdade com a diferenca de duas imagens da funcdo x e esse serd nosso préximo resultado.

Lema 7.7. Sejam [, 8] C [a,b] e x : [a, ] — R™ uma fungio tal que (z(t),t) € G para todo

t € [a, B]. Vamos considerar F : G — R™ uma fungdo satisfazendo (7.4). Entdo, para todos
s1, 82 € |, B] vale a desigualdade

[#(s2) — x(s1) | < |h(s2) = h(s1)]-
Demonstragiao. Como x é solugao de (7.1), temos que

() — a(s1) = / DF(x(r, 1)),

para quaisquer si, s2 € [«, 5]. Agora, pelo Lema 7.6, conseguimos concluir que

[ PP < o) = ko)l = llotso) = (o) < [hs) bl m

Teorema 7.8. Sejam F € F(G,h,w) e x : [a, f] = R", com [a, 5] C [a,b], o limite pontual
de uma sequéncia de fungoes xy : [a, B] = R™ tais que (x(s),s) € G e (xx(s),s) € G para todo
k€N, s € [a,b] e existe ff DF(xk(7),t) para todo k natural. Entdo, a integral fo’? DF(x(7),t)
existe e vale a igualdade

/jDF(w(T),t)— hm/ DF(ax(), )

k—o0

Demonstracdo. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que F' é uma funcao real.
Por (7.5), temos que

|F(2x(7), t2) = Faw(7),t1) = F((7),t2) + F(2(7), )] <
w(llzk (1) = 2(T)[])- [A(t2) — h(t1)]

para todo 7 € [a, ], t1 < T < to, [t1,t2] C [a, 5]
Primeiramente, recordemos que h é uma fun¢ao nao-decrescente e, portanto, pela definicao
de intervalo real,

t1 <ty =0< h( ) — h(tg).

Com isso, podemos omitir o médulo na 1ltima expressio:
|F(xx(7), t2) — Fz(7), t1) — F(2(7), t2) + F(x(7), t1)] <
w(l|lzk (1) — 2(7)[)-(h(t2) — h(t1)).
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Agora, vamos definir a fungéao

g
pu(t) = 7B~ h{a) & h(t)

para todo t € [, 5] e € > 0 dado.
Como w ¢ continua e = é o limite pontual da sequéncia de funcdes, temos que

k—o00

lim zg(7) —2(17) =0=w (klim xp(T) — :c(T)) =w(0) =0.
—00
Isso significa que, dado ¢ > 0, existe p(7) € N tal que

k2 p(r) = w(zp(r) —2(r)) <

h(B) — h(a) +1°

Voltando, podemos afirmar que, para k > p(7), temos
|F(xk(7), t2) — Fan(7), t1) — F(a(7), t2) + F(x(7), 11)] <

< plta) — plta)-

o que, por (7.4) juntamente do Teorema 4.26, implica o desejado, uma vez que as integrais
existem e a igualdade segue imediatamente. ]

Corolario 7.9. Sejam F € F(G,h,w) e x : [a, ] = R™, com [«, B8] C [a,b], o limite pontual
de uma sequéncia de fungoes regradas finitas tais que (x(s),s) € G para todo s € [a,f].
Entdo, a integral ff DF(xz(T),t) existe.

Para detalhes deste corolério, consultar [3].

8 Consideracoes

A teoria de integral teve avangos substanciais durante o ultimo século através das con-
tribuicdes de muitas pessoas. Uma delas, e que é particularmente especial para aquilo que
discutimos, foi Jaroslav Kurzweil.

Paralelamente a Ralph Henstock, Kurzweil criou um novo universo de possibilidades no
campo das EDOs ao generalizar as integrais de Riemann e Lebesgue.

Da maneira com que a integral de Kurzweil é definida, podemos a utilizar para caracterizar
as EDOs generalizadas.

O termo “EDO generalizada” ¢é justificavel, no sentido que, dada uma equacao diferencial
ordinaria, podemos encontrar uma EDO generalizada tal que as duas equagbes tenham o
mesmo conjunto solugao.

Além disso, que € possivel obter resultados bastante gerais concernentes a propriedades
qualitativas de suas solugdes e traduzi-los para as teorias de outros tipos de equacdes dife-
renciais por meio das correspondéncias que existem entre elas.

Neste trabalho, buscamos apresentar a base da teoria das EDOs generalizadas para, pos-
teriormente, estudar essas correspondéncias.

Agradecimentos: Agradecemos a Fundacao de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo
pelo financiamento da pesquisa de iniciagao cientifica.
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Abstract: From the interest in studying Ordinary Differential Equations, numerous
researchers have contributed to the field of integral theory. Prominent figures such
as Riemann, Lebesgue, Perron, Henstock, and Kurzweil have made significant
contributions to this area. More specifically, in order to characterize and study
generalized ordinary differential equations, it is essential to work with Kurzweil
integrals. To introduce this integral, we will start with the familiar construction
of the Riemann integral and seek to refine certain concepts that approrimate the
Riemann sum in order to characterize the Kurzweil integral. We will also present
important results, such as the existence and uniqueness of this integral, as well as
some properties of this new tool. Finally, we will introduce the concept of gene-
ralized ordinary differential equations and explore some of their initial properties,
which serve as a foundation for constructing more general results in the theory of
differential equations.

Keywords: Riemann integral; Kurzweil integral; Generalized ordinary differential
equations

Referéncias Bibliograficas

59

[1] Lima, E. L. Andlise Real, vol. 1, 8a edi¢ao, Colecao Matemética Universitaria, IMPA,

2004.

[2] Kurtz, D. S.; Swartz, C. W. Theories of integration. The integrals of Riemann, Lebesgue,
Henstock-Kurzweil, and Mcshane, Series in Real Analysis. 9. World Scientific Publishing,

2004.

[3] Schwabik, S. Generalized Ordinary Differential Equations. World Scientific, Series in
Real Analysis, vol. 5, 1992.

[4] Souto, G. M. Equagdes diferenciais funcionais com retardamento e impulsos via equagées
diferenciais ordindrias generalizadas. Maringa, 2013.

BICMAT, VOLUME XXI, SETEMBRO DE 2024



ISSN 1980-024X

BOLETIM DE INICIACAO CIENTIFICA EM
MATEMATICA - BICMAT

Orientag¢do aos autores

Ao redigir o material a ser divulgado o autor deve observar que o alvo principal é o aluno
de graduacao, devendo a redacao ser clara e objetiva incentivando-o a leitura.

O trabalho deve ser enviado a Comissao Editorial, via e-mail, na linguagem KTEX, usando
a classe bicmat. Mais informacoes sobre a formatacdo do trabalho podem ser encontradas
em www.rc.unesp.br/igce/matematica/bicmat, assim como o endereco para o envio do
trabalho.

A responsabilidade de cada artigo é exclusiva do autor e respectivo orientador.



